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ОБМЕЖЕННЯ НА ПОРЯДОК ЕЛЕМЕНТІВ У ВЕЖАХ КОНВЕЯ  
СКІНЧЕННИХ ПОЛІВ 
 

У визначених Конвеєм вежах скінченних полів характеристики два отри-
муємо певні обмеження на мультиплікативний порядок елементів та, як 
наслідок, нижню межу для порядку. 

 

Вступ. У низці прикладних застосувань із використанням скінченних 
полів часто потрібні елементи великого мультиплікативного порядку. Відо-
мо, що мультиплікативна група скінченного поля циклічна [12, 13]. Її твір-
ний елемент називають примітивним. В ідеалі хотілось би мати можливість 
отримувати примітивний елемент для будь-якого скінченного поля. Знайти 
спосіб ефективно збудувати примітивний елемент та дослідити його вигляд 
важливо і теоретично, і практично. Проте без розкладу порядку мультиплі-
кативної групи поля на прості множники, не відомо, як досягти мети. Тому 
розглядають менш претензійне питання: збудувати елемент доказово вели-
кого порядку. Тоді досить отримати нижню межу для порядку. Питання 
розглядають як для загальних [8], так і спеціальних скінченних полів [1, 2, 
4, 5, 14, 15]. Зокрема, примітивні елементи або, принаймні, елементи вели-
кого порядку потрібні в низці криптографічних побудов. 
 Інше менш амбітне, але, ймовірно, важливіше питання: знайти примі-
тивні елементи для класу спеціальних скінченних полів. Поліноміальний 
алгоритм, який знаходить примітивний елемент у скінченному полі малої 
характеристики, описано раніше [9]. Проте алгоритм спирається на два 
недоведені припущення та не підкріплений жодним обчислювальним при-
кладом. 

Скінченне поле з q  елементів позначаємо qF . У двійкових рекурсивних 

розширеннях скінченних полів, які задав Конвей [6], отримуємо певні обме-
ження на порядок елементів та, як наслідок, нижню межу для порядку. 
Оцінювання знизу мультиплікативного порядку елементів у вежах Конвея 
пов’язане з вивченням певних арифметичних співвідношень у них. 

Розглядаємо скінченні поля за Конвеєм, які будуємо рекурсивно: 

11 c , 2121 )( FcFK   ; для 1i , )( 11   iii cKK , де 1ic  задовольняє 

рівняння 

0
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Тобто отримуємо таку вежу скінченних полів характеристики два: 

...)()()( 2121010202  cKKcKKcFKF  . 

Використовуватимемо для 1k  позначення 
1

 
k

k j
j

a c . Через *
iK  позна-

чатимемо мультиплікативну групу поля iK . 

 Легко безпосередньо перевірити такі факти: елемент 0c  є примітивним 

у 0K , а елемент 1c  – у 1K . Разом з тим Ленстра [11] показав: якщо 2i , 

то елемент ic  не є примітивним у iL . Деякі примітивні елементи для полів 

2L , 3L , 4L  знайдені в праці [3] з використанням комп’ютерних обчислень у 

середовищі Sage. 
 Для порівняння, згідно з Відеманом [17] аналогічну вежу скінченних 
полів характеристики два 
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...)()()( 2121010202  xEExEExFEF  

задаємо по-іншому: 11 x , 2121 )( FxFE   ; для 1i , )( 11   iii xEE , де 1ix  

задовольняє рівняння 011
2

1   iii xxx . Такі побудови веж скінченних полів 

на практиці дуже привабливі, оскільки операції над елементами скінчен-
ного поля можна виконувати рекурсивно, а тому, ефективно [10].  

 Зауважимо, що кількість елементів мультиплікативної групи *
iK  

(  0,1i ) дорівнює 
122 1



i

. Позначимо числа Ферма 22 1 
j

jN  (  0,1, ...j ). 

Тоді кількість елементів *
iK  ( ,...1,0i ) дорівнює 



i

j

jN
0

. Наприклад, для пер-

ших п’яти полів у вежі Конвея маємо: 312
12*

0 K , 531512
22*

1 K , 

175325512
32*

2 K , 25717536553512
42*

3 K , 

655372571753429496729512
52*

4 K . 

 

 Допоміжні результати. Далі даємо в лемах 1–8 доведення допоміжних 
для даного дослідження результатів.   

Лема 1. Для  2j , дільник 1m  числа jN  має вигляд 22 1  jm l , 

де l  – натуральне число.  

Д о в е д е н н я. Результат, отриманий Ейлером і Лукасом (див. [7]), 

стверджує: для  2j  простий дільник числа jN  має вигляд  22 1jl , де 

l  – натуральне число. Очевидно, що добуток двох чисел вказаного вигляду 

є числом такого ж вигляду. Лему доведено. 

Лема 2. Якщо im  – найменше натуральне число з властивістю 

1)(  i
m

i Kc i , то 22 1  j
im l , де l  – натуральне число. 

Д о в е д е н н я. Розглянемо фактор-групу *
1

* / ii KK  з операцією, 

індукованою множенням на 1iK . Оскільки ця група має iN  елементів, а 

порядок суміжного класу елемента ic  в ній дорівнює im , то за теоремою 

Лаґранжа для скінченних груп число im  ділить iN . Тоді за лемою 1 

отримуємо потрібний результат. 

Лема 3. Якщо im  – найменше натуральне число з властивістю 

1)(  i
m

i Kc i , то )1()(
1




i
m

i cuc i , де 1 iKu . 

Д о в е д е н н я. Виходячи з властивості числа im , маємо 

vucc i
m

i
i  


1
1

)( , де )(, 12  icFvu , 0u . Тоді 1)()()(  iiiii uacvucvucc i . 

Оскільки 1)(  i
m

i Kc i , то 0 vu , тобто vu  , і доведення завершене. 

 Лема 4. Для 0i  справедлива рівність 1)(
22  ii cc
i

. 

Д о в е д е н н я. Безпосередньо можна перевірити, що елемент 1ic , 

як і ic , є коренем рівняння (1). Тоді елементи ic  та 1ic  спряжені над по-

лем 2F . Відповідна група Галуа складається лише з двох автоморфізмів: 

одиничного (тотожного) та автоморфізму, який полягає у піднесенні елемен-

тів до степеня 
22
i

, тобто 1)(
22  ii cc
i

. 
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Лема 5. Для 0i  виконується співвідношення 1)(  i
N

i ac i . 

Д о в е д е н н я. Домножуючи ліву та праву частини рівності з 

формулювання леми 4 на ic  та враховуючи рівність (1), отримуємо: 

1
12 )1()(

2


  iiii accc

i

. 

Лема 6. Припустимо, що 0i . Для 1k  виконується співвідношення  
12

11
2 )(...)(



 
kk

iiii aacc . 

Д о в е д е н н я. Індукцією за k . При 1k  маємо правильну рівність 

(1). Якщо 
21 2

11
2 )(...)(



 
kk

iiii aacc , 

то 
12 2

1
2

1
222

11
2 )(...))(...()(



 
kkk

iiiiiii aacaacc . 

Враховуючи вираз (1), отримуємо потрібний результат. 

Лема 7. Для 1i  виконується співвідношення 1)(...
1122

11 




i

ii aa . 

Д о в е д е н н я. За лемою 6 маємо: 

2 2 12 2
1 1( ) ... ( )



    
i i

i i i ic c a a . 

З іншого боку, лема 4 дає 
22( ) 1 
i

i ic c . Порівнюючи вільні члени у правих 

частинах вказаних виразів, отримуємо потрібний результат. Лему доведено. 

 Для невід’ємного числа r  та елемента 1 iKx  введемо позначення 







1

0

2)(
r

j

r

j

xxS . 

Лема 8. Для елементів utx ,,  поля 1iK  справедливі твердження: 

(a) якщо hgwr  , то )()]([)( 2
1

0

2 gwwl

xSxSxS h

g

l

wr 




 ; 

(b) якщо елементи t  і u  спряжені над якимось підполем поля 1iK  та 

2)( FdtSr  , то duSr )( . 

Д о в е д е н н я. (a) Очевидна рівність. 

(b) Якщо t  задовольняє рівність dtSr )(  для 2Fd  , то, подіявши відповід-

ним автоморфізмом G , отримаємо: ddGuStGStSG rrr  )()())(())(( . 

 Основні результати. Далі даємо в теоремах 1, 2 та наслідку доведення 
основних результатів. 

Теорема 1. Припустимо, що 1i . Якщо im  – найменше натуральне 

число з властивістю 1)(  i
m

i Kc i  та 2 1 k
im , то  2ik . 

Д о в е д е н н я. Методом від протилежного. Припустимо, що im  – 

найменше натуральне число з властивістю 1)(  i
m

i Kc i , 2 1 k
im  і 2 ik . 

Тоді 1
12)( 
  ii Kc

k

, і за лемою 3 )1()( 12 
ii cuc

k

, де 1 iKu . Оскільки за 

лемою 6  
12

11
2 )(...)(



 
kk

iiii aacc , 

то 

1)(...)(
12

111 




k

iiik aaaS .     (2) 

Разом з тим за лемою 7 
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1)(...)(
122

1112






i

i iii aaaS .     (3) 

Далі рекурсивно будуємо для 1j  елементи 21)( FaS ik j
 . При 1j  беремо 

kk 1 , тобто 211 1)()(
1

FaSaS ikik   . 

 Якщо )( 1ik aS
j

 відоме, то виконуємо таке. Зауважимо, що )( 1ik aS  з рів-

ності (2) має k  доданків, а )( 12 iaS i  з рівності (3) – 2i  доданків. Виконуємо 

ділення 2  i
j j jg k h , де jj kh 0 . Якщо 0jh , то jg  парне, і за лемою 

8(a)  

0)()]([)(1 1

1

0

2
112

 





  ik

g

m

jiki aSgaSaS
j

j
m

ji . 

Отримали суперечність. Під час перетворення останньої рівності скориста-

лися таким фактом: оскільки 21)( FaS ik j
 , то )()]([ 1

2
1   ikik aSaS

j

m

j
 для 

1,...,0  jgm . Отже, 0jh  і за лемою 8(a)  

))(()()( 2
1112

jkjg

jji ihikji aSaSgaS   . 

Тоді  

21
2

1 )(1))(( FaSgaS ikjih j

jkjg

j
  . 

Покладаємо jj hk 1 . Зрозуміло, що 1j jk k . Оскільки елементи 1ia  та 

jkjg

ia 2
1)(   спряжені над підполем поля 1iK , то за лемою 8(b)  

2
2

11 ))(()( FaSaS
jkjg

jj ihih   . 

 Так як послідовність чисел 1 2 ... k k  строго спадальна, то за скінчен-

ну кількість кроків отримаємо 0rk  та 1 0 1 1 2( ) ( )    
rk i i iS a S a a F  – су-

перечність. Теорема доведена. 

Теорема 2. Число im  дорівнює iN  для  0 11i  та має значення при-

наймні  23 2 1i  для  12j . 

Д о в е д е н н я. Згідно з [16], для  0 11i  виконується рівність 

ii Nm  . Покажемо тепер, що для  12j  справедлива нерівність 

123 2  i
im . Згідно з лемою 2, im  ділить iN . Виходячи з леми 1, 

12 2  i
i sm , де s  – натуральне число. За теоремою 1, число s  не може 

дорівнювати 1 або 2, тобто 3s . Доведення завершене. 

 Виходячи з праці [16] та теореми 2, отримуємо такий наслідок. 

Наслідок. Мультиплікативний порядок елементів ic  та ia  дорівнює 




i

j

jN
1

 для  1 11i  та має значення принаймні 







i

j

j

j

jN
12

2
11

1

)123(  для 

 12i . 
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ОГРАНИЧЕНИЯ НА ПОРЯДОК ЭЛЕМЕНТОВ В БАШНЯХ КОНВЕЯ КОНЕЧНЫХ ПОЛЕЙ 

В определенных Конвеем башнях конечных полей характеристики два получаем 

некоторые ограничения на мультипликативный порядок элементов и, как след-
ствие, нижнюю границу для порядка. 
  
 
RESTRICTIONS ON THE ORDER OF ELEMENTS IN CONWAY TOWERS OF FINITE FIELDS 

We obtain some restrictions on multiplicative order of elements in defined by Conway 

towers of finite fields of characteristic two and as a consequence a lower bound on the 

order. 
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