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УДК 393.3 
 
Б. В. Процюк1, В. М. Синюта2 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ НЕСТАЦІОНАРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ 
ДВОШАРОВОГО ЦИЛІНДРА ЗА РІЗНИХ КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ РУХУ 
НОРМАЛЬНО РОЗПОДІЛЕНОГО ПОТОКУ ТЕПЛА  
 

Розглянуто тривимірну нестаціонарну задачу теплопровідності для двоша-
рового циліндра, який нагрівається нормально розподіленим потоком тепла, 
що рухається по зовнішній поверхні уздовж напрямної циліндра. На основі 
отриманого з використанням функції Гріна розв’язку відповідної задачі теп-
лопровідності досліджено температурні поля для різних значень кутової 
швидкості. 

 
Температурні поля у двошарових ізотропних та ортотропних цилін-

драх, що нагріваються на зовнішній поверхні рухомими тепловими потока-
ми, досліджували раніше [1, 2]. Розглядали, зокрема, розподіли інтенсивно-
сті теплового потоку за параболічним (рух по твірній) [2] та нормальним 
(рух по твірній і гвинтовій лініях) законами [1]. 

Нижче на основі розв’язку відповідної задачі теплопровідності для ба-
гатошарового циліндра вивчено температурні поля у двошаровому ізотроп-
ному циліндрі, коли нормально розподілений по зовнішній поверхні потік 
рухається уздовж напрямної за різних кутових швидкостей. 

Формулювання задачі. Розглянемо у циліндричній системі координат 
ϕ, ,r z  необмежений по осьовій координаті багатошаровий порожнистий 

циліндр, який складається з n  концентрично розташованих ідеально кон-
тактуючих ізотропних шарів. Через внутрішню поверхню циліндра = 0r r  
здійснюється конвективний теплообмін зі середовищем, температура якого, 
як і початкова циліндра, дорівнює нулю, а зовнішня поверхня циліндра 

= nr r  нагрівається рухомим нормально розподіленим потоком тепла: 

( )ϕ− ϕ−ϕ − τ + −
ϕ ϕϕ τ = ϕ − ϕ − τ ϕ − ϕ − τ

2* 2 2
0 0[ sin ( ) ]

0 0( , , ) cos( ) (cos( ))nk r v z zq z Qe v S v . 

Тут Q  – значення теплового потоку в центрі плями нагріву; *k  – коефі-

цієнт зосередженості теплового потоку; ϕ0 , 0z  – координати центра плями 

нагріву в початковий момент часу; ϕv – кутова швидкість руху центра пля-

ми нагріву; τ  – час; ( )S x  – функція Гевісайда.  
Для визначення нестаціонарного температурного поля ϕ τ( , , , )T r z  вико-

ристовуємо рівняння теплопровідності 

 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ λ + λ + =  ∂ ∂ ∂τ  ∂ϕ ∂ 
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, (2) 

ϕ + π τ = ϕ τ( , 2 , , ) ( , , , )T r z T r z ,  → 0T ,      коли    → ±∞z ,  (3) 

та початкової умови 

 τ= =
0

0T ,  (4) 

де λ ( )t r  і ( )Vc r  – відповідно кусково-сталі коефіцієнти теплопровідності та 
об’ємної теплоємності, які мають вигляд  
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Тут = ir r  – поверхня поділу i -го та + 1i -го шарів; α0  – коефіцієнт тепло-
віддачі з внутрішньої поверхні циліндра; похідна за r  – узагальнена.  
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для визначення температурного поля отримаємо таку задачу: 

 
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂λ ρ ρ + λ ρ + = ρ  ρ ∂ρ ∂ρ ∂ρ ∂ϕ ∂ζ   
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ρ=ρ

 ∂λ ρ − = ∂ρ 
0

0( ) Bi 0t
t t , 

ρ=

 ∂λ ρ = ϕ ζ ∂ρ  1

( ) ( , ,Fo)t
t q , (6) 

 ρ ϕ + π ζ = ρ ϕ ζ( , 2 , ,Fo) ( , , ,Fo)t t ,  → 0t   при  ζ → ±∞ ,  (7) 

 = =
Fo 0

0t ,(8)  

де 
− ϕ−ϕ −ω + ζ−ζϕ ζ = ϕ − ϕ − ω ϕ − ϕ − ω

2 2
0 0[sin ( Fo) ( ) ]

0 0( , ,Fo) cos( Fo) (cos( Fo))kq e S . 

Розв’язок задачі теплопровідності (5)–(8), отриманий як частковий з 
розв’язку відповідної задачі теплопровідності для циліндра з ортотропними 
шарами [1], має вигляд  
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n ; ( )kJ x , ( )kY x  – функції Бесселя k -го порядку; 

( )kI x , ( )kK x  – модифіковані функції Бесселя k -го порядку; штрихом по-
значено похідну за ρ . 

За великих значеннь Fo  з (9) визначимо температурне поле, що не 

змінюються з часом у системі координат ζ = ζ − ζ*
0 , ϕ = ϕ − ϕ − ω*

0 Fo , 

ρ = ρ* , яка рухається разом з тепловим потоком (квазістаціонарний темпе-
ратурний режим): 
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Результати розрахунків. Досліджували безрозмірну температуру t  у 

двошаровому циліндрі ( = 2n ) при ζ =0 0 , ϕ =0 0 ; = 4k ; =0Bi 1 ; ( )λ =1 1t ; 
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( )λ =2 0,1622t ; =1 1a ; =2 0,1313a ; ρ =0 0,8 ; ρ =1 0,9 ; ρ =2 1 для таких зна-

чень приведеної кутової швидкості ω : π2 , π4 , π8 , π16 , π256 , π4096 . 
Графіки на рис. 1–4 ілюструють зміну температури по товщині цилін-

дра під центром плями нагріву ( ζ = 0 , ϕ = ωFo ). На рис. 1 криві 1–4, які 

побудовані для ω = π2 , відповідають моментам часу =Fo 0,01 ; 0,05 ; 0,1 ; 
0,2 , в які тепловий потік перебуває в межах першого оберту. При >Fo 0,2  
розподіл температури в рухомій системі координат не змінюється, тобто 
настає квазістаціонарний тепловий режим. 

 

 
                      Рис. 1.                                                Рис. 2. 

 
                           Рис. 3.                                                  Рис. 4.  

На рис. 2–4 наведено розподіл температури у моменти часу, які пере-
дують виходу на квазістаціонарний режим. Відповідні графіки побудовані 
для моментів часу, коли  центр плями нагріву перебуває в кінці  

• 1-го, 2-го, 3-го, 4-го обертів теплового потоку ( =Fo 0,125 ; 0,25 ; 
0,375 ; 0,5 ; криві 1–4 відповідно) при ω = π16  (рис. 2); 

• 32-го, 64-го, 96-го, 128-го обертів ( =Fo 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1 ; криві 
1–4 відповідно) при ω = π256 (рис. 3); 

• 512-го, 1024-го, 1536-го, 2048-го обертів ( =Fo 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1 ; 
криві 1–4 відповідно) при ω = π4096  (рис. 4). 

Криві 4 відповідають розподілу температур у квазістаціонарному теп-
ловому режимі. 
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Для ω = π4  та ω = π8  характер розподілу температури по товщині 
циліндра аналогічний, як для ω = π2  (рис. 1), а квазістаціонарний тепловий 
режим настає відповідно під час другого та третього обертів теплового 
потоку. 

З аналізу графіків випливає, що зі збільшенням кутової швидкості зро-
стає і кількість обертів, необхідна для виходу на квазістаціонарний режим. 
Розподіл температури по товщині першого шару циліндра є практично лі-
нійним, а в другому шарі стає близьким до лінійного за великих значень ω  
(рис. 4). Якщо ω > π256 , температура в першому шарі циліндра практично 
не змінюється (рис. 3;4). 

На рис. 5 побудовано залежність температури зовнішньої поверхні 
циліндра від кутової координати ϕ  при ω = π2 . Криві 1–4 відповідають тим 

самим значенням Fo  і ω , що й криві на рис. 1. Крива 4 ілюструє розподіл 
температури в квазістаціонарному режимі, який настає при >Fo 0,2  . 

 

 
                              Рис. 5.                                           Рис. 6.  

Як видно з рис. 1 і 5, максимальне значення температури на зовнішній 
поверхні циліндра для кожного значення Fo  досягається не в центрі плями 
нагріву, а в точці, де він знаходився в один з попередніх моментів часу. 

Відмітимо, що при ω = π2  характер зміни температури по товщині ци-
ліндра і на його поверхні такий самий, як і за руху теплового потоку по 
твірній з приведеною швидкістю руху = 5v  та по гвинтовій лінії з приве-
деними швидкостями руху по осьовій та кутовій координатах відповідно 

= 5v  та ω = π2  [1]. 
На рис. 6–10 наведено розподіл температури по кутовій координаті у 

квазістаціонарному режимі. Відповідні графіки побудовані для моментів 
часу, в яких  центр плями нагріву перебуває під час 

• другого оберту теплового потоку ( =Fo 0,6 ; 0,7 ; 0,8 ; 0,9 ; криві 
1–4 відповідно) при ω = π4  (рис. 6); 

• третього оберту ( =Fo 0,55 ; 0,6 ; 0,65 ; 0,75 ; криві 1–4 відпо-
відно) при ω = π8  (рис. 7); 

• четвертого оберту ( =Fo 0,4 ; 0,425 ; 0,45 ; 0,475 ; криві 1–4 від-
повідно) при ω = π16  (рис. 8); 

• 128-го оберту ( =Fo 509 512 ; 510 512 ; криві 1, 2  відповідно) при 

ω = π256  (рис. 9); 

• 2048-го оберту ( =Fo 8190 8192 ; 1 ; криві 1, 2 відповідно) при 

ω = π4096  (рис. 10). 
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                             Рис. 7.                                              Рис. 8.  

 
                           Рис. 9.                                                Рис. 10. 

Таким чином, зміна температури уздовж кутової координати, як і 
очікували, має коливний характер. Зі збільшенням кутової швидкості змен-
шуються амплітуди коливань температури. За великих кутових швидкос-
тей (рис. 10) амплітуди коливань стають малими і наближено можна вважа-
ти, що температурне поле не залежить від кутової координати ϕ . У цьому 
випадку воно є близьким до безрозмірного осесиметричного, зумовленого 
кільцевим нормально розподіленим на зовнішній поверхні циліндра потоком 
тепла: 

       ( ) ( )− ζ−ζζ =
2

0*
0

kq q e ,   

де ( ) ( )
π

− ϕ= ϕ ϕ ϕ = π
π ∫

2 *
2

sin * * *
0

0

1 cos (cos ) erf 2
2

kq e S d k k  − середнє інте-

гральне значення розподілу теплового потоку по кутовій координаті. 
У праці [1] таке температурне поле отримали з неосесиметричного гра-

ничним переходом ω → ∞ , а в [3] – без множника 0q , як розв’язок відпо-
відної нестаціонарної осесиметричної задачі теплопровідності. При цьому 
характер розподілу температури в стаціонарному режимі є близьким до 
розподілу температури в квазістаціонарному режимі за великих кутових 
швидкостей. 

Висновки. Аналіз підрахунків, які виконано для шести приведених 
значень кутової швидкості, зокрема, виявив, що за малих кутових швид-
костей характер зміни температури по товщині циліндра такий самий, як і 
під час руху по твірній та гвинтовій лініях. При цьому квазістаціонарний 
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режим настає перед початком другого оберту. Зі збільшенням кутової 
швидкості зростає і кількість обертів, що необхідна для виходу на квазі-
стаціонарний режим, але зменшуються амплітуди коливань температури. 
За великих кутових швидкостей отримуємо температурне поле, близьке до 
осесиметричного, зумовленого кільцевим нормально розподіленим потоком 
тепла, а квазістаціонарний режим є близьким до осесиметричного стаціо-
нарного. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ ДВУХСЛОЙНОГО 
ЦИЛИНДРА ПРИ РАЗНЫХ УГЛОВЫХ СКОРОСТЯХ ДВИЖЕНИЯ НОРМАЛЬНО 
РАСПРЕДЕЛЕННОГО ПОТОКА ТЕПЛА 
 
Рассмотрена трехмерная нестационарная задача теплопроводности для двух-
слойного цилиндра, который нагревается нормально распределенным потоком 
тепла, движущимся по внешней поверхности вдоль направляющей цилиндра. На 
основе полученного с использованием функции Грина решения соответствующей 
задачи теплопроводности исследованы температурные поля для различных 
значений угловой скорости. 
 
 
INVESTIGATION OF THE NON-STATIONARY TEMPERATURE FIELD OF A TWO-LAYER 
CYLINDER AT DIFFERENT ANGULAR VELOCITIES OF MOTION OF NORMALLY DISTRIBUTED 
STREAM OF HEAT  
 
A three -dimensional non-stationary  heat conduction problem for a two-layer cylinder 
heated by normally distributed heat stream moving on the external surface along the 
cylinder guide is considered. On the basis of the solution obtained through the Green's 
functions for the corresponding heat conductivity problem temperature fields for 
different values of angular velocity are investigated. 
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