
ISSN 1810-3022. Прикл. проблеми мех. і мат. – 2020. – Вип. 18. – С. 14–24. 

https://doi.org/10.15407/apmm2020.18.14-24 
 
УДК 517.98 

 
В. Я. Лозинська1, С. В. Шарин2 

 
ЗАДАЧА КОШІ В ПРОСТОРІ ПОЛІНОМІАЛЬНИХ  -УЛЬТРАРОЗПОДІЛІВ  

 
Розв’язано задачу Коші для нескінченновимірного рівняння теплопровідності 
в просторі поліноміальних  -ультрарозподілів типу Берлінга. 

Ключові слова: нескінченновимірне рівняння теплопровідності, лапсасіан Гросса, 
поліноміальні  -ультрарозподіли. 
 
Вступ. Алгебри розподiлiв та ультрарозподiлiв використовують у кван-

товiй теорiї поля [4]. Дослiдженням у цьому напрямку, зокрема, вивченню 
алгебр полiномiальних розподiлiв та ультрарозподiлiв присвяченi працi [1], [8], 
[14], [15]. Нижче розглянуто простiр ω-ультрарозподiлiв типу Берлiнга ( )E , 

який введено у працях [5], [16]. Вiдомо, що ( )E  є ядерним простором Фреше. 

Тому з результатiв статей [14], [15] випливає, що можна побудувати мульти-
плiкативну алгебру ( )( )P E  неперервних скалярних полiномiв на просторi ( ) ,E  

а також сильно спряжену до неї згорткову алгебру  ( )( )P E  полiномiальних ω-

ультрарозподiлiв типу Берлiнга. У просторi  ( )( )P E  розв’язано задачу Кошi 

для нескiнченновимiрного рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiа-
ном Гросса. Встановлено, що лапласiан Гросса дiє як згортковий оператор, що 
дає можливість звести узагальнене рiвняння теплопровiдностi до згорткового 
рiвняння i отримати розв’язок у виглядi явної формули. Цей лапласiан ввів  
Л. Гросс [9], щоб вивчити рiвняння теплопровідності у нескiнченновимiрних 
просторах. Iснує багато дослiджень цього лапласiану за рiзних пiдходів. Зга-
даємо теорiю бiлого шуму, що ґрунтується на працях Ю. Березанського, 
Ю. Самойленка [3], Т. Хiди [10] i на нескiнченновимiрному аналогу теорiї роз-
подiлiв Шварца [11]. У межах цiєї теорiї лапласiан Гросса – це лiнiйний непе-
рервний оператор, що дiє на основнi функцiї теорiї бiлого шуму. Цей лапласiан 
i вiдповiднi задачi Кошi вивчали також у працях [6], [13]. 

1. Попередні відомості і позначення.  -ультрарозподіли типу Бер-
лінга. Нехай    ( ) : [0, ) [0, )t  – така неперервна зростальна функція, що 

 [0,1]| 0.  Функцію   ( ) : (| |)t t  назвемо ваговою, якщо вона задовольняє такі 

умови (див. [5, 16]):  

 ( )  існує таке  1L , що    (2 ) (1 ( ))t L t  для всіх  0,t   

 ( )  
 

 
 2

1

( )
,

1

t
dt

t
  

 ( )  


 


ln(1 )
lim 0,

( )t

t
t

  

 ( )  функція    : ( ) [0, )tt e  є опуклою.  

Нехай    : [0, ) [0, )  є опуклою і зростальною, що задовольняє умови 

і 





lim 0
( )x

x
x

. Спряжену за Юнгом до функції   визначимо як 
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   * : [0, ) [0, ) , 


   *

0
( ) : sup( ( ))

x
y xy x . Функція *  є опуклою і зросталь-

ною.  
Для вагової функції   і відкритої множини     визначимо простір 

  
         ( )( ) ( ) |E C для всіх компактних K і всіх  :  

 





 

              
( ) *

,
| |

( ) : sup sup | ( ) | expK
t K

p x


 .  

Простір  ( )( )E  наділяють метричною локально опуклою топологією, яку 

задають півнорми ,Kp , де K  – компактна підмножина   і    ; 

  ( ) ( )( )E E  – ядерний простір Фреше [5].  

Елементи простору ( )( )E   називають основними  -ультрадиференці-

йовними функціями типу Берлінга з довільними носіями. Сильно спряжений 
простір до ( )( )E   позначаємо ( )( )E  . Елементи простору   ( ) ( )( )E E   на-

зиватимемо згідно з [5, 16]  -ультрарозподілами типу Берлінга (з ком-
пактними носіями). 

Для послідовності   ( )n n   неперервних функцій  :n   визна-
чимо простір 

     ( ) { ( ) |H для деякого 


   


: sup | ( ) | exp( ( )) }.n
z

n z z   

Виберемо компактні підмножини    1 2K K  і визначимо простір 
функцій  

     ( ) ( ),  де       { : (Im ) ( ) | },
nn Kz H z n z n    

 ( ) sup , .K y KH x x y   

Перетворення Фур’є–Лапласа  

   ( )[ ] ,exp ,F f z f ixz   ( )f E   

є лінійним топологічним ізоморфізмом з простору ( )E  на простір цілих 

функцій ( ) [5]. Позначимо через     ( ) ( ):F E  оператор, спряжений до 

оператора .F  
Поліноми на локально опуклих просторах. Нехай X , Y  – локально 

опуклі комплексні векторні простори. Простір всіх лінійних неперервних 
операторів з X  в Y  позначимо ( , )X YL  і наділимо його топологією рівномір-
ної збіжності на обмежених множинах в X . Для простоти писатимемо ( )XL  
замість ( , )X XL . 

Для довільного локально опуклого простору X  сильно спряжений про-
стір завжди позначатимемо .X  Дію функціонала f X  на елемент x X  

записуватимемо як ,f x . 

Для довільного  n  простір всіх n -лінійних неперервних функціо-

налів на X  позначимо     ( , ) : ( , )nX X XL L . Функціонал  ( , )nF XL  
називають симетричним, якщо   1 (1) ( )( , , ) ( , , )n nF x x F x x , де   – 

довільна перестановка множини {1, , }n . Простір всіх симетричних n -

лінійних неперервних функціоналів позначимо ( , )n
s XL . 
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Визначимо діагональне відображення       1: ( , , ) .n nX x x x X X  

Відображення P  називають неперервним n -однорідним поліномом, якщо зна-

йдеться таке  ( , )n
sF XL , що  ( ) ( ( ))nP x F x . Простір усіх неперервних  

n -однорідних поліномів позначимо ( )nP X  і наділимо його топологією рівно-

мірної збіжності на обмежених множинах в X . За означенням приймемо 
 0 ( ) :P X . 

Для n -го (симетричного) тензорного степеня простору X  використову-

ватимемо позначення n X  (відповідно n
s X ),  n . За означенням прий-

мемо     0 0 :sX X . Поповнення тензорного добутку   (симетричного тен-

зорного добутку s ) у проективній локально опуклій топології позначати-

мемо p  (відповідно  ,s p ). 

Для означення простору ( )nP X  можна використати лінійні топологічні 
ізоморфізми  

    ,( ) ( , ) ( )n n
n s s pP X X XL ,  (1) 

описані раніше [7]. Розглянемо природне вкладення 

          1 1: ( , , ) .n
n n n pX X x x x x X   

Ізоморфізм         , : ( )n
s p n n n n n nX p P p P X  однозначно визна-

чає n -однорідний поліном як композицію 

 ( ) , n
n nP X p x , де         : ( ) ,n

n n
n

x x x x    .x X    (2) 

Простір всіх скінченних сум 


      
  

 
0

( ) : ( ),
m

n n n
n

P X P P P P X m , наді-

лений топологією рівномірної збіжності на обмежених множинах в ,X  нази-
вають простором неперервних поліномів на X . 

Символами ( )P X ,  ( )nP X  позначатимемо сильно спряжені простори до 

( )P X , ( )nP X  відповідно. Аналогічні простори поліномів ( )P X , ( )nP X  і сильно 

спряжених до них просторів  ( )P X ,  ( )nP X  вважаємо визначеними для про-

стору .X  
Простір ( )P X  є топологічною алгеброю з одиницею і множенням 




 

   
0

( ) ( ) ( ) ( )
n

m n m
n m

P x Q x P x Q x


. Якщо X  неперервно і щільно вкладається 

в ,X  то правильним є неперервне щільне вкладення   ( ) ( )P X P X . Тому 

множення алгебри ( )P X  можна продовжити до множення в алгебрі  ( ).P X  

Символом 

 ,

n
s p

n
X


 позначимо декартовий локально опуклий добуток, 

символом 

 ,

n
s p

n
X


 – пряму локально опуклу суму симетричних тензорних 

степенів  ,
n
s p X  простору X ; аналогічні позначення і для простору .X  Заува-

жимо, що елементи прямої суми містять лише скінченну кількість доданків. 
Якщо простір X  є ядерним ( )F  або ( )DF  локально опуклим (див. [2, 11]), 

то простори  ,
n
s p X  і  ,( )n

s p X  – топологічно ізоморфні. 

Поліноміальні  -ультрарозподіли типу Берлінга. У працях [14, 15] по-
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будовано поліноміальне розширення ультрарозподілів з носіями на півосі 

[0, )  та в конусі d  відповідно. Побудуємо поліноміальні розширення  
 -ультрарозподілів типу Берлінга. Простір неперервних n -однорідних полі-
номів над простором ( )E  позначимо ( )( )nP E  і наділимо його топологією рів-

номірної збіжності на обмежених множинах в ( )E . За означенням приймемо 

  0 ( )( ) :P E . Для означення простору використовуємо лінійні топологічні ізо-

морфізми      ( ) ( ) , ( )( ) ( , ) ( ) ,n n
n s s pP E E EL які слідують з виразу (1). Простір 

всіх скінченних сум  


      
  

 ( ) ( )
0

( ) : ( ),
m

n n n
n

P E P P P P E m , наділений топо-

логією рівномірної збіжності на обмежених множинах в ( ) ,E  називають 

простором неперервних поліномів на ( )E . Простір ( )( )P E  є топологічною 

алгеброю з одиницею і множенням 



 

   
0

( ) ( ) ( ) ( ).
n

m n m
n m

P x Q x P x Q x


 

Символами  ( )( )P E ,  ( )( )nP E  позначатимемо сильно спряжені простори 

до просторів ( )( )P E , ( )( )nP E  відповідно. Аналогічні простори поліномів 

( )( )P E , ( )( )nP E  і сильно спряжених до них просторів  ( )( )P E ,  ( )( )nP E  вва-

жаємо визначеними для простору ( ) .E  

Для  ( )X E  можна застосувати абстрактну теорію, розвинуту раніше 

[15], і, як наслідок, отримати такі теореми, які наведемо без доведень. 

Теорема 1. Справджуються такі лінійні топологічні ізоморфізми: 

 




 


   , ( ) ( )( ),n
s p

n
E P E


 





 


 , ( ) ( )( ).n
s p

n
E P E


  

Елементи простору 





 , ( )
n
s p

n
E


 та 





 , ( )

n
s p

n
E


 записуємо у формі 


   0 1 2: ( , , , , , )n n

n
f f f f ff


 та 


   0 1 2: ( , , , , ,0, )n m

n
p p p p pp


 для де-

якого   .m  Відомо [2], що 





 , ( ),
n
s p

n
E

 



 , ( )

n
s p

n
E


 – це дуальна пара 

відносно білінійної форми 
  

  

   , , ,n n n n
n n n

f p f pf, p
  

 де  , ( ) ,
n

n s pp E  

  , ( ) .
n

n s pf E  

Елементи простору ( )( )P E  називаємо поліноміальними основними функ-

ціями типу Берлінга. Елементи простору  ( )( )P E ) – поліноміальними  

 -ультрарозподілами типу Берлінга.  

Дуальні пари 





  , ( ),
n
s p

n  



  , ( )

n
s p

n 
 і  ( )( ),P ( )( )P  будуємо ана-

логічно. 

Теорема 2. (i) Пряма сума 




 , ( )

n
s p

n
E


 є локально опуклою алгеброю 

відносно операції згорткового типу p



 

 
  

 
 

0

: ,
n

m s n m
n m

p qq


  де 


 : ,n
n

pp


 


 : .n

n
qq


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(ii) Декартів добуток 





 , ( )
n
s p

n
E


 є локально опуклою алгеброю відносно 

операції згорткового типу f 



 

 
  

 


0

: ,
n

m s n m
n m

f gg


 де 


 : ,n
n

ff


 


 : .n
n

gg


  

(iii) Відображення 





 

 , ( ),

n
s p

n
E


    ( )( ),P E та 






 

 , ( ),

n
s p

n
E


   

   ( )( ),P E є ізоморфізмами відповідних алгебр. 

Операцію множення в алгебрі ( )( )P E  можна продовжити до множення в 

 ( )( ).P E  Простір  ( )( )P E є топологічною алгеброю відносно введеного мно-

ження. 

2. Оператор згортки для поліноміальних  -ультрарозподілів типу 
Берлінга. Нехай  ( ) .g E  Визначимо оператор зсуву  ( )( ( ))gT P EL  за 

формулою  ( ) : ( ),gT P f P f g   ( )( ),P P E  ( ) .f E  
Символом   позначимо (праве) k-скорочення симетричного тензорного 

добутку, тобто        ( ): , ,
kk s s k

kg g   ,k s   ( ) ,g E    ( ) .E  

Для довільного  ( )g E  оператор зсуву gT  діє так: 

 


 




      
0

( )!
, , ,

! !

m n
n n

n g k n k
n n k

n k
P p T P p

n k
  

де  , ( ),
n

n s pp E   0,1, , ,n m   deg .m P  

Не втрачаючи загальності, доведемо це для поліномів виду 

 



  ,

0

, ,
m

k k
m

k

P  де 


 



     2

, ( )(1, , , , ,0, ) ,m n
s p

n
E


  ( ),E    .m   Дійсно, 

  
 


     , ,

0

( ) ( ) ( ) ,
m

k k
g m m

k

T P f P f g f g  

    

 
     ( )

0 0

,
m k

n n k n k
k s

k n

C f g  

    

 
     ( )

0

,
m m

n n k n k
k s

n k n

C f g  

 


   


 

     ( )

0 0

,
m m n

n n k n k
n k s

n k

C f g   

             


 


 
    

0 0

, ,
m m n

kn n n
n k

n k

C f g  

            


 


 

    
0 0

, ,
m m n

kn n n
n k

n k

f C g   

            


   


 

    ( )

0 0

, .
m m n

n n k n k
n k k

n k

f C g  

Визначимо згортку поліноміального  -ультрарозподілу   ( )( )U P E  і полі-

номіальної основної функції  ( )( )P P E  за формулою  ( )( ) : , gU P g U T P  

відносно дуальної пари    ( ) ( )( ), ( ) .P E P E  
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Якщо подати   ( )( )U P E  і  ( )( )P P E  у вигляді 





  , n

n
n

U u


 і 


 

0

, ,
m

n
n

n

P p  

тоді згортку можна записати так: 

 
 

 
   

   

       
0 0 0 0

( )( ) , ,
m m n m m n

n k n k
n n k k n k n k n s n k

n k n k

U P g u C g p C u g p   

 
 

 
   

   

     
0 0 0 0

, , .
m m k m m k

n k k n
n k n n n k n k n n n k

k n k n

C g u p g C u p  (3) 

Елемент 


  


   , ( )
0

m k
n k
n k n n n k s p

n

C u p E  для кожного  0,1, , .k m  Отже, 

згортка U P  є поліномом з простору ( )( ).P E  
Для довільного поліноміального  -ультрарозподілу   ( )( )U P E  визначимо 

оператор згортки: 

    ( ) ( ): ( ) ( ).UC P E P U P P E  
Покажемо, що композиція двох операторів згортки VC  і ,UC  що відповідають 

  ( ), ( ),U V P E  є оператором згортки, що відповідає поліноміальному  

 -ультрарозподілу, який позначаємо  .V U  
Розглянемо 



 



    ( ), ( ),n n

n
V g P E


 



 



    ( ), ( )n n

n
U f P E


 і 

 




    ( )
0

, ( ),
m

n n

n

P P E  де  ( ), ,f g E    ( ) .E  З формули (3) отримуємо: 

 


 


 

       
0 0

( )( ) ( ) ,
m m n

jn j
V U j n jn j

n j

C C P V U P C g p  

 
     

 
  

 
     

 
    ( )

0 0 0

,
m n jm m n

jn j k k n j k
j n j k jn j

n j k

C g C f   

 
 

  
  

       
0 0 0

, , ,
m n jm m n

j kj jn k n
n j kn j n j

n j k

C C C g f   

 


     


  

        ( )

0 0

( )!
, ( )

! ! !

m m n
n j k n j k

s j k
n j k

n j k
g f

n j k
  


    


   

       ( )

0 0

! , ( ) .
! !

m m s
j k s n n s

s n s n
s j k s n

s g f C
j k

  

Отже, композиція операторів V UC C  є оператором згортки, що відпо-
відає поліноміальному  -ультрарозподілу: 

 


  


  

      ( )
! , ( ).

! !
j k n

s
n j k n

sV U g f P E
j k

 (4) 

3. Задача Коші для рівняння теплопровідності, породженого лапласіа-
ном Гросса. Введемо поліноміальне перетворення Фур’є–Лапласа. Врахо-

вуючи тензорну структуру простору 





 , ( ) ,
n
s p

n
E


 розширимо відображення 

 1F  на 





 , ( )
n
s p

n
E


. Для елементів тотальної підмножини простору  , ( )

n
s pE  



20 В. Я. Лозинська, С. В. Шарин 

 

визначимо оператор   


: ,n n nF f f    
0 : ,F I  де   


1: ( ) .n nf F f  Розши-

римо відображення  nF  на цілий простір  , ( )
n
s pE  за лінійністю і неперерв-

ністю. Як результат отримаємо відображення 
      , ( ) , ( )( , ).n n n

s p s pF EL  

Визначимо відображення F  за формулою 

 
 

 
 

 
            

, ( ) , ( ): ( ) : ( ) : ( ) ,n n n
s p n n s p

n n
F F E f f f f

 
  

де 





  , ( ) ,
n

n s p
n

f E


 
   


, ( )( ) : .n n

n n s pf F f  

Справедливо 

 


     ( ) ( )( ) ( ),
pF

P E P   

 

 

 

 

   
 

            
1

( ) , ( ) , ( ) ( )( ) ( ),
F

n n
s p s p

n n
P E E P

 
  

що однозначно визначає оператор 
      ( ) ( )( ( ), ( )).pF P E PL  

Нехай { : }tU t J  – сім’я елементів з простору  ( )( ),P E  де J  – довільний 

інтервал [0, ],    ,    0.  Нехай функція  tt U  є неперервним відобра-

женням з J  в  ( )( ).P E  Тоді функція  p tt F U  є неперервним відображен-

ням з J  в  ( )( ),P  де відображення 
     ( ) ( ): ( ) ( ),p tF U P E P  pF  – полі-

номіальне перетворення Фур’є–Лапласа. 

Для t J  множина   : [0, ]p sF U s t  є компактною підмножиною в 

 ( )( ).P  Зокрема, вона обмежена. Отже, елемент 
0

t

p sF U ds  належить про-

стору  ( )( )P  для кожного  .t J  Тому у просторі  ( )( )P E  існує такий єдиний 

елемент 
0

,
t

sU ds  що  

    
0 0

.
t t

p s p sF U ds F U ds   

Відображення  
0

,
t

t sE U ds  t J  є диференційованим в  ( )( )P E  і задовольняє 

 


.t tE U
t

 

Теорема 3. Задача Коші  

   


,t t tX U X
t

  ,t J   

 0 ,X P   ( )( )P P E   

має єдиний розв’язок в ( )( ),P E  який запишемо у вигляді 

 
 0 ,

t
sU ds

tX e P   ,t J  (5) 

де 
0

t
sU ds

e  розуміємо у сенсі  



Задача Коші в просторі поліноміальних  -ультрарозподілів 21 

 


 


  1: ,

!
U n

n

e U
n

 де    : ,n

n

U U U    ( )( ).U P E   

Доведення . Запишемо розв’язок tX  задачі Коші у вигляді (5) (викорис-

товуючи ітерацію Пікарда). Поліном  ( )( )P P E  має скінченну кількість 

доданків, тому значення 
 0

t
sU ds

e P  залежить від деякої часткової суми ряду 
0 .

t
sU ds

e  З формули (3) випливає, що (5) належить простору ( )( ).P E           
Переходимо до розгляду узагальненого рівняння теплопровідності, по-

родженого лапласіаном Гросса. Визначимо оператор сліду  : 

 



      


, : ( ) ( ) ,
d

s t t dt     ( ), .E   

Зрозуміло, що           2 2 2
, ( ) , ( ) , ( )( , ) ( ) .s p s p s pE E EL  

Лапласіан Гросса G  (за означенням з [12]) – це оператор 

  


      

0

: , :
m

n n
G G

n

P P   

 


  


      

2
2

0

( 2)( 1) , , ,
m

n n

n

n n    

   ( ) .E   

G  – оператор, який поліному  



     ( )

0

, ,
m

n n

n

P E  ставить у відповідність 

поліном GP  степеня  2.m  
Теорема 4. Лапласіан Гросса G  діє як оператор згортки: 

   1 ,
2 GP U P   ( )( ),P P E   

де U – поліноміальний -ультрарозподіл з простору  ( )( ),P E  якому відпо-

відає елемент 





   , ( )(0,0, ,0, ) .n
s p

n
E


  

Доведення . Поліноміальний  -ультрарозподіл U  можемо записати у 
вигляді 

  


 
 


     2

, , 0,0, , ,0, ,n
n

n
U u


  

де   , ,nu  якщо  2,n  і  , 0,nu  якщо  2.n  Поліном  ( )( )P P E  записуємо 

 


  

0

, ,
m

n n

n

P    ( )E . Використовуючи (3), отримуємо:  

 


  
  

 

       ( )
,

0 0

,
m m n

n k n k
n k k k

n k

U P C u  

          


  



     

2
2 ( 2)

2 2
0

,
m

n n
n

k

C    


  




      
2

2 2
2

0

1, , .
2

m
n n

n G
k

C P   
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Теорема 5. Задача Коші  

   


1 ,
2t G tX X

t
  ,t J   

 0 ,X P   ( )( )P P E   

для рівняння теплопровідності, породженого лапсасіаном Гросса, має єди-
ний розв’язок в ( )( ),P E  який записуємо так: 

   ,tU
tX e P   .t J   

Доведення . Перепишемо рівняння теплопровідності у вигляді 
  


.t t tX U X
t

 З теореми 1 слідує, що задача Коші має єдиний розв’язок: 

 
    0 .

t
sU ds tU

tX e P e P   

Користуючись формулою (4), визначимо 
( ) .ntU  Для  2n  отримуємо: 

 



   

  

     2
, ,

!( ) ( ) ,
! !

n
j s k

n j k n

ntU tU t u u
j k

  

                     2 2 44!0,0,0,0, , ,0, ,
2!2!

t    

,nu  не перетворюється в нуль тільки для  2.n  За математичною індукцією 

доводимо, що 

   


 
   
 
 
 

2

2

(2 )!
( ) 0, ,0 , , ,0, .

2
n n n n

n
n

n
tU t   

Звідси маємо: 
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Залишилось знайти згортку   .tUe P  Записуємо поліном  ( )( )P P E  у 

вигляді  
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 Звідси одержуємо: 
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де символ    означає цілу частину числа. 

Отже, якщо поліном P  записувати у вигляді 


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m

n
n

n
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тоді розв’язок задачі Коші для рівняння теплопровідності, породженого лапласіаном 
Гросса, можна подати так: 
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CAUCHY PROBLEM IN THE SPACE OF POLYNOMIAL  -ULTRADISTRIBUTIONS   
 

We study the Cauchy problem for infinite dimensional heat equation in the space of 
polynomial  -ultradistributions of Beurling type. 
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