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Запропоновано серію класифікацій М-еквівалентних відображень з дискретною 
множиною значень або дискретним образом  

Ключові слова: вільна топологічна група, М-еквівалентність просторів, М-еквіва-
лентність відображень 

 
Вступ Нехай X  − топологічний простір. Вільною топологічною групою 

( )F X  простору X  називають топологічну групу з такими властивостями: 
1. X  є підпростором в ( )F X , 
2. X  є множиною твірних в ( )F X , 

3. Довільне неперервне відображення :f X H  з топологічного про-

стору X  у топологічну групу H  допускає продовження до неперервного 

гомоморфізму   * :f F X H .  

Якщо в цьому означенні замінити всюди поняття топологічної групи на 
поняття абелевої топологічної групи чи локально опуклого простору, то 
отримаємо означення вільної абелевої топологічної групи ( )A X  та вільного 
локально опуклого простору ( )L X  над X . 

Топологічні простори X  та Y  називають M -еквівалентними, якщо 
їхні вільні топологічні групи ( )F X  та ( )F Y  є топологічно ізоморфними,  
A -еквівалентними − якщо вільні абелеві топологічні групи ( )A X  та ( )A Y  

є топологічно ізоморфними (позн. ~
A

X Y ), і L -еквівалентними, якщо вільні 
локально опуклі простори ( )L X  та ( )L Y  є лінійно гомеоморфними (позн. 

~
L

X Y ). У монографії [3] можна знайти найповніший на сьогодні перелік 
властивостей вільних топологічних груп. Статті [4] та [5] містять 
важливі результати про їх ізоморфізми. Всі простори, що розглядаються 
в публікації, є тихоновськими. Для топологічного простору X  позначимо 
через ( )FG X  вільну групу над X  у сенсі Граєва [3, ст. 421]. Простори X  та 
Y  з топологічно ізоморфними групами ( )FG X  та ( )FG Y  називатимемо  
M -еквівалентними. 

Відображення 1 1:f X Y  і 2 2:g X Y  називають M -еквівалентними, 

якщо існують такі топологічні ізоморфізми 1 2: ( ) ( )i F X FX  та 1 2: ( ) ( )j F Y F Y , 

що   j f g i , де  1 1: ( ) ( )f F X F Y  та  2 2: ( ) ( )g F X F Y  − гомоморфізми, 

що продовжують відображення f  і g , відповідно (позн. ~
M

f g ). Аналогічно 

означають поняття A - та L -еквівалентних відображень. Під парою тополо-

гічних просторів  ,X Y  розумітимемо топологічний об’єкт, що складається з 

топологічного простору X  та його підпростору Y . 
Для тихоновського простору X  та його підпростору Y  позначимо 

через ( )G Y  підгрупу вільної топологічної групи ( )F X , породжену множиною 

твірних Y . Скажемо, що пара  1,X X  є M -еквівалентною до пари  1,Y Y , 
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якщо існує такий топологічний ізоморфізм : ( ) ( )h F X F Y , що 

    1 1h G X G Y  (позн    1 1, ~ ,
M

X X Y Y ). Для кардинала   позначимо через 

D  дискретний простір потужності  . Для топологічного простору X  позна-

чимо через X  простір, отриманий з X  додаванням однієї ізольованої точки. 
1. М-еквівалентність сюр’єктивних і несюр’єктивних відображень 
Скажемо, що неперервне відображення :f X Y  має праве обернене, 

якщо існує таке неперервне відображення :g Y X , що  1Yf g . 

Твердження 1. Нехай :f X Y  − неперервне відображення з тополо-

гічного простору X  на дискретний топологічний простір Y . Тоді відо-
браження :f X Y  має праве обернене. 

Доведення .  Для кожного y Y  у множині  1( )f y X  виберемо до-

вільну точку ( )g y . З неперервності відображення f  випливає, що всі про-

стори 1( )f y  є відкрито–замкненими в X , а отже, простір  ( ) { ( ) : }g Y g y y Y  

є також дискретним і відображення :g Y X  є неперервним. За побудовою 

 1Yf g .   

Твердження 2. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − M -еквівалентні відо-

браження. Тоді      1 1 1 2 2 2, ~ ,
M

Y f X Y f X . 

Д о в е д е н н я .  Нехай    1 2:i F X F X ,    1 2:j F Y F Y  − такі тополо-

гічні ізоморфізми, що  * *
2 1f i j f . Нехай   1u f X . Тоді існує таке  1v X , 

що  u f v . За побудовою   *
2( )j u f i v . Тобто,    2( )j u G f X .  

Для неперервного відображення :f X Y позначимо через : ( )sf X f X  

сюр’єктивне відображення, задане тією ж формулою, що і відображення f , 

образом якого є простір ( )f X , з топологією, індукованою з Y . Нагадаємо, що 

підпростір Y  топологічного простору X  називають G -ретрактом цього 
простору, якщо довільне неперервне відображення f  з топологічного про-

стору Y  у топологічну групу H  допускає неперервне продовження на X . 
Теорема 1. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − неперервні відображення 

з дискретних просторів 1X , 2X  у топологічні простори 1Y  та 2Y , відпо-

відно, причому простір  i if X  є G -ретрактом в iY ,  1,2i . Тоді такі 

умови є еквівалентними: 

1) 1 2~
M

f f ; 

2) 1 2~
M

sf sf   i 
*

1 1 1 2 2 2/ ( ) ~ / ( )
M

Y f X Y f X . 

Д о в е д е н н я .   1 2  Нехай 1 2~
M

f f , тоді    1 1 1 2 2 2, ( ) ~ , ( )
M

Y f X Y f X . За 

твердженням 4 з праці [2] матимемо, що 
*

1 1 1 2 2 2/ ( ) ~ / ( )
M

Y f X Y f X . Нехай 

1 1: ( ) ( )i F X F Y  і 2 2: ( ) ( )j F X F Y  − такі топологічні ізоморфізми, що 

 * *
1 2j f f i . Оскільки  i if X  є G -ретрактом у iY , то підгрупа   i iG f X  в 

( )iF Y  є топологічно ізоморфною   i iF f X , а тому звуження ізоморфізму j  
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на підгрупу   1 1G f X  можна розглядати як ізоморфізм між вільними топо-

логічними групами   1 1F f X  та   2 2F f X . За побудовою  * *
1 2Sj f f i . 

 2 1  Нехай 1 2: ( ) ( )i F X F X  і    1 1 2 2: ( ) ( )j F f X F f X  − такі топологічні 

ізоморфізми, що  * *
1 2j sf sf i . Ізоморфізм j  можна розглядати як ізомор-

фізм      1 1 2 2:j G f X G f X . За теоремою 3 з праці [2] існує такий топо-

логічний ізоморфізм 1 1 2: ( ) ( )j F Y F Y , що    1 11 |G f Xj j . За побудовою 

 * *
1 1 2j f f i , тобто відображення 1f  і 2f  є M -еквівалентними.  

Нагадаємо, що підпростір Y  тихоновського простору X  називають  
P-вкладеним у простір X , якщо довільна неперервна псевдометрика, задана 
на Y , допускає продовження до неперервної псевдометрики на X . Підпро-
стір Y  тихоновського простору X  є P -вкладеним у X  тоді і тільки тоді, 
коли підгрупа  G Y  в  F X  є топологічно ізоморфною  F Y . 

Твердження 3. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − M-еквівалентні відо-

браження, причому підпростір  i if X  є P -вкладеним в iY ,  1,2i . Тоді 

1 2~
M

sf sf . 

Д о в е д е н н я .  Нехай 1 2: ( ) ( )i F X F X  і 1 2: ( ) ( )j F Y F Y  − такі топо-

логічні ізоморфізми, що  * *
1 2j f f i . Нехай 

11 ( )|G Yj j . Через P -вкладеність 

підпросторів  i if X  можемо розглядати ізоморфізм 1j  як ізоморфізм між 

вільними топологічними групами   1 1F f X  та   2 2F f X , для якого викону-

ється рівність  * *
1 1 2j f f i , тобто, 1 2~

M
sf sf .  

Для відображення :f X Y  означимо відношення еквівалентності ~ , 

поклавши ~x y , якщо ( ) ( )f x f y . У кожному класі еквівалентності виберемо 

по одній точці і утворимо з них множину H . Ін’єктивністю ( )i f  відобра-

ження f  назвемо потужність множини \X H . Для довільного відображення 

f  виконується рівність  ( )i f i sf . Для неперервного відображення 

:f X Y  ядро продовження f  до гомоморфізму вільних абелевих тополо-

гічних груп * : ( ) ( )f A X A Y  є алгебрично вільною абелевою групою з мно-

жиною твірних потужності ( )i f . Тому для довільних A -еквівалентних відо-

бражень f  і g  маємо, що  ( )i f i g . 

Твердження 4. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − відображення між 

дискретними просторами. Тоді такі умови є еквівалентними: 

1) 1 2~
M

f f ; 

2) 1 2X X ,    1 1 1 2 2 2\ \Y f X Y f X ,    1 1 2 2f X f X ,    1 2i f i f . 

Д о в е д е н н я .  1 2  З означення M -еквівалентних відображень ви-

пливає, що 1 2X X  і  1 2Y Y . З того, що 1 2~
M

f f , випливає, що    1 2i f i f . 

За теоремою 1 маємо, що 
*

1 1 2 2/ ( ) ~ / ( )
M

Y f X Y f X . Звідси   1 1 1\Y f X  

         1 1 1 2 2 2 2 2 2/ 1 / 1 \Y f X Y f X Y f X . 
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 2 1  За теоремою 1 умова 1 2~
M

f f  еквівалентна кон’юнкції умов 

1 2~
M

sf sf  та 
*

1 1 2 2/ ( ) ~ / ( )
M

Y f X Y f X . Зважаючи на дискретність просторів 

/ ( )i iY f X , умова 
*

1 1 2 2/ ( ) ~ / ( )
M

Y f X Y f X  еквівалентна умові   1 1 1/Y f X  

  2 2 2/Y f X , яку отримують з ланцюжка рівностей  

            1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2/ \ 1 \ 1 /Y f X Y f X Y f X Y f X .  

Доведемо тепер, що 1 2~
M

sf sf . Відображення isf  є топологічно екві-

валентним до ретракції :i ir X T  з дискретного простору X  потужності 

1 2X X , де простір /
i iXD T  має потужність  ii f .  

Зважаючи, що для сюр'єктивного :f X Y  відображення виконується 

рівність   f X Y , отримаємо такий наслідок.  

Наслідок 1. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − сюр’єктивні відобра-

ження між дискретними просторами. Тоді такі умови є еквівалентними: 

1) 1 2~
M

f f ; 

2) 1 2X X ,    1 2i f i f , 1 2Y Y . 

Зважаючи на те, що для ін’єктивного відображення виконується рівність 
( ) 0i f , отримаємо такий наслідок. 

Наслідок 2. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − вкладення дискретних 

просторів. Тоді такі умови є еквівалентними: 

1) 1 2~
M

f f ; 

2) 1 2X X ,     1 1 1 2 2 2\ \Y f X Y f X ,    1 1 2 2f X f X . 

Твердження 5. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − відображення з дис-

кретних просторів 1X  та 2X  у скінченні простори 1Y  та 2Y , відповідно. 

Тоді наступні умови є еквівалентними: 

1) 1 2~
M

f f ; 

2) 1 2X X  I    1 1 2 2f X f X ,    1 1 1 2 2 2\ \Y f X Y f X . 

Доведення .  1 2 . Випливає з твердження 2. 

 2 1 . Якщо простір 1X  є нескінченним, то      1 1 2 2i f X X i f , а 

якщо скінченний, то            1 1 1 1 2 2 2 2i f X f X X f X i f . Далі застосо-

вуємо твердження 2.  
Наслідок 3. Нехай 1 1:f X Y , 2 2:f X Y  − відображення з дискрет-

ного простору X  на скінченні дискретні простори 1Y , 2Y . Тоді такі умови 

є еквівалентними: 

1) 1 2~
M

f f ; 

2)    1 1 2 2f X f X , 1 2Y Y . 

Наслідок 4. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − відображення між дис-

кретними просторами. Тоді такі умови є еквівалентними: 
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1) 1 2~
M

f f ; 

2) 1 2~
A

f f ; 

3) 1 2~
L

f f . 

2. Класифікація відображень, що мають праві обернені 
Нагадаємо, що ретракції 1 1:r X K  та 2 2:r X K  топологічного про-

стору X  називають паралельними [5], якщо виконано умови 1 2 1r r r  і 

2 1 2r r r . Образи простору X  при паралельних ретракціях називають пара-

лельними ретрактами. 
Теорема 2. Нехай 1K , 2K  − скінченні ретракти топологічного просто-

ру X , 1 2K K . Тоді існують такі ретракції  1 1: X K ,  2 2: X K , що 

   1 2 1  і    2 1 2 . 

Д о в е д е н н я .  Нехай  1 1 2, , ..., nK a a a ,  2 1 2, , ..., nK b b b . Оскільки 

простір 1K  є ретрактом простору X , то всі точки ia  належать різним 

компонентам зв’язності простору X . Аналогічно усі точки ib  належать різ-

ним компонентам зв’язності простору X . Кожному елементу з  1 2, , ..., na a a  

поставимо у відповідність деякий елемент з  1 2, , ..., nb b b . Якщо точки ia  та 

( )m ib  належать одній компоненті, то єднаємо їх у одну пару. Так поєднаємо 

деякі точки з  1 2, , ..., na a a  із деякими точками з  1 2, , ..., nb b b . Після цього 

кожній точці ja  з множини  1 2, , ..., na a a , яка ще не має пари з  1 2, , ..., nb b b , 

ставимо у відповідність довільну точку ( )m jb  з множини тих  1 2, , ..., nb b b , які 

ще не отримали пару на попередньому кроці. На просторі X  розглянемо 
відношення еквівалентності ~ , поклавши ( )~i m ia b . Нехай : / ~p X X − 

фактор-відображення. Згідно зі запропонованим способом зівставлення між 
елементами множин  1 2, , ..., na a a  і  1 2, , ..., nb b b , можемо стверджувати, що 

усі елементи множини    1 1 2( ), ( ), ..., ( )np K p a p a p a  належать різним компо-

нентам простору /~X . А тому підпростір  1p K  є ретрактом простору /~X . 

Нехай    1: / ~X p K  − деяка ретракція. Покладемо 
11 |Kp p . Покажемо, 

що існує таке неперервне відображення  1 1: X K , що    1 1p p . Нехай 

u X . Покладемо     1
1 1( ) ( )u p p u . Коректність цього означення випли-

ває з того, що відображення 1p  є гомеоморфізмом. Неперервність відобра-

ження 1  випливає з того, що воно є гомеоморфізмом, а відображення p  і   

є неперервними і факторними. За побудовою  1( )i ia a  для всіх  1, ..,i n , 

тобто 1  є ретракцією. Аналогічно можемо побудувати ретракцію 

 2 2: X K . Покажемо, що    1 2 1 . Нехай x X . Якщо  1( ) ix a , то за 

побудовою  2 ( )( ) m ix b . Таким чином,     2 1 2( ) ( )ix a    ( ) 2( )m ib x . 

Аналогічно доведемо, що    2 1 2 .  

Відображення 1 1:f X Y  і 2 2:g X Y  називають топологічно еквіва-

лентними, якщо існують такі гомеоморфізми 1 1 2:h X X  та 2 1 2:h Y Y , 

що  2 1h f g h .  
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Твердження 6. Якщо  1 1: X K ,  2 2: X K  − ретракції тополо-

гічного простору X  на його паралельні ретракти 1K  та 2K , то  1 2~
M

.  

Д о в е д е н н я .  Доведення виконаємо у два кроки. На першому пока-
жемо, що довільні дві паралельні ретракції 1 1:r X K  та 2 2:r X K  топо-

логічного простору X  є топологічно еквівалентними відображеннями. Нехай 
1: :h X X  – відображення, означене як 1( )h x x  для всіх x X . Покла-

демо 
12 2 |Kh r . З того, що виконуються умови 1 2 1r r r  і 2 1 2r r r , ви-

пливає, що відображення 2h  є гомеоморфізмом між просторами 1K  та 2K . 

Оскільки  
    2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )h r x r r x r x r h x , 

то відображення 1 1:r X K  та 2 2:r X K  є топологічно еквівалентними.  

На другому кроці покажемо, що довільні ретракції 1 :s X K  та 

2 :s X K  з топологічного простору X  на його ретракт K  Очевидно, 

1 2 2s s s  і 2 1 1s s s . Розглянемо неперервне відображення : ( )i X F X , 

означене як  1
1 2( ) ( ) ( )i x s x x s x . Продовжимо ( )i x  до неперервного гомомор-

фізму  : ( )I F X F X . Тоді  

 

       

   

   

    

 

 


11 1 1

1 1 2 1 2 2 1 2

1 1 1 1
1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2

1 1 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

I i x s s x x s x s x x s x s s x x s x

s s x s x s s x s x xs x s s x s x s s x

s x s x s x s x xs x s x s x s x x  
Отже, I I x  для всіх  ( )x F X . Окрім того,  

       1 1 1
2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s i s s x x s x s s x s x s s x s x s x s x s x . 

З останніх двох тотожностей випливає, що 1 2~
M

s s . 

Нехай  1 1: X K ,  2 2: X K  − ретракції топологічного простору X  на 

його паралельні ретракти 1K  та 2K , а 1 1:r X K , 2 2:r X K  − відповідні 

паралельні ретракції. Тоді  

 1 1 2 2~ ~ ~
M h M

r r .  

Теорема 3. Нехай 1 1:f X Y , 2 2:f X Y  − неперервні відображення з 

топологічного простору X  у скінченні дискретні простори 1Y , 2Y . Тоді 

такі умови є еквівалентними: 

1) 1 2~
M

f f ; 

2)    1 2f X f X , 1 2Y Y . 

Д о в е д е н н я .   1 2 . Виконується для довільних відображень.  

 2 1 . Відображення 1 1:f X Y  є топологічно еквівалентним до деякої 

ретракції 1 1:r X K  на скінченний ретракт 1K , відображення 2 2:f X Y  –

до деякої ретракції 2 2:r X K  на скінченний ретракт 2K , що має ту ж 

потужність, що і 1K . За теоремою 2 існують такі ретракції  1 1: X K , 

 2 2: X K , що    1 2 1  і    2 1 2 . Враховуючи твердження 6, отри-

маємо, що  1 1 1 2 2 2~ ~ ~ ~ ~
h M h M h

f r r f .  
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Твердження 7. Нехай 1X , 2X  − топологічні простори, 1 1K X , 

2 2K X  − їхні скінченні ретракти, такі, що 1 2K K . Тоді такі умови є 

еквівалентними: 

1 )  1 2~
A

X X ; 

2 )  1 1 2 2/ ~ /
A

X K X K . 

Д о в е д е н н я .   1 2  За теоремою 2.2 з праці [5]   
11 1 1 1~ /

A

XX X K D , 

  
22 2 2 1~ /

A

XX X K D . Звідси      
1 21 1 2 21 1/ ~ /

A

X XX K D X K D . Як вста-

новлено раніше [6], з умови  ~
A

X Y  випливає умова ~
A

X Y . Застосувавши це 

твердження 1 1X  разів, отримаємо, що 1 1 2 2/ ~ /
A

X K X K . 

 2 1       
1 21 1 1 2 2 21 1~ / ~ / ~

A A A

X XX X K D X K D X .  

Твердження 8. Нехай 1X , 2X  − топологічні простори, 1 1K X , 

2 2K X  − їхні скінченні ретракти, :i i ir X K  − відповідні ретракції. 

Тоді такі умови є еквівалентними: 

1 )  1 2~
A

r r ; 

2 )  1 2~
A

X X  і 1 2K K . 

Доведення .   1 2  Випливає з означення A -еквівалентних відо-

бражень.  

 2 1  За твердженням 7 маємо, що 1 1 2 2/ ~ /
A

X K X K . Як було встанов-

лено у праці [1], умова 1 2~
A

r r  еквівалентна умові 1 1 2 2/ ~ /
A

X K X K  і 1 2~
A

K K .  

З теореми 2 з праці [1] випливає.  
Наслідок 5. Нехай 1X , 2X  − топологічні простори, 1 1K X , 2 2K X  

− їхні скінченні ретракти. Тоді наступні умови є еквівалентними: 

1 )     1 1 2 2, ~ ,
A

X K X K ; 

2 )  1 2~
A

X X  і 1 2K K . 

З теореми 2 з праці [1] випливають такі наслідки. 
Наслідок 6. Нехай 1X , 2X  − топологічні простори, 1 1K X , 2 2K X  

− їхні скінченні ретракти, такі, що :i i ie K X  − відповідні вкладення. 

Тоді такі умови є еквівалентними: 

1 )  1 2~
A

e e ; 

2 )  1 2~
A

X X  і 1 2K K . 

Наслідок 7. Нехай 1 1:f X Y , 2 2:f X Y  − неперервні відображення з 

топологічного простору X  на скінченні простори 1Y  та 2Y , причому 

1 2Y Y  . Тоді 1 2~
M

f f . 
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Для топологічного простору X  та його підпростору Y  позначимо через 

,X YD  ін’єктивне відображення з дискретного простору потужності Y  у 

простір X , образом якого є підпростір Y . 
Твердження 9. Нехай  1 1,X Y ,  2 2,X Y  − пари топологічних просторів. 

Тоді такі умови є еквівалентними: 

1)    1 1 2 2, ~ ,
M

X Y X Y ; 

2) 
1 1 2 2, ,~

M

X Y X YD D . 

Д о в е д е н н я .   1 2  Нехай    1 2:h F X F X  – такий топологічний 

ізоморфізм, що     1 2h G Y G Y . Покладемо 
1( )G Yj h . Нехай 

   
1 2

: Y Yi F D F D  ізоморфізм, який задає та ж формула, що j , але відносно 

дискретних топологій. За побудовою  
2 2 1 1

* *
, ,X Y X YD i j D , тобто, 

1 1 2 2, ,~
M

X Y X YD D . 

 2 1  Випливає з твердження 2.  

Для неперервного відображення f  позначимо через  M f  клас всіх не-

перервних відображень, M-еквівалентних до f . Для пари  ,X Y  топологіч-

них просторів позначимо через  ,M X Y  клас всіх пар топологічних просто-

рів, M-еквівалентних до пари  ,X Y . 

Твердження 10. Для довільної пари топологічних просторів  ,X Y  

виконується рівність          1 1, , 1 1: , ,X Y X YM D D X Y M X Y  . 

Д о в е д е н н я .  Включення          1 1, , 1 1: , ,X Y X YM D D X Y M X Y  ви-

пливає з твердження 9. 

Доведемо його. Нехай :g T K ,    ,X Yg M D . З того, що ін’єктивності 

М-еквівалентних відображень збігаються, випливає, що відображення g  є 

ін’єктивним. З того, що ,~
M

X Yg D , випливає, що ~
M

YT D , а отже, простір T  є 

дискретним. Таким чином, відображення g  є топологічно еквівалентним 

відображенню  ,K g TD . За твердженням 9 матимемо, що     , ,K g T M X Y . 

Як встановлено у праці [6], поняття A -еквівлентності та *A -екві-
валентності збігаються. 

Твердження 11. Нехай 1 1 1:f X Y , 2 2 2:f X Y  − неперервні відобра-

ження, причому підпростір  i if X  є скінченним ретрактом в iY . Тоді 

такі умови є еквівалентними: 

1) 1 2~
A

f f ; 

2) 1 2~
A

X X ,  1 2~
A

Y Y ,    1 1 2 2f X f X . 
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Д о в е д е н н я .   1 2 . Умови 1 2~
A

X X  і 1 2~
A

Y Y  випливають з означення 

А-еквівалентних відображень. За твердженням 3 1 2~
A

sf sf , звідки 

   1 1 2 2~
A

f X f X , тобто    1 1 2 2f X f X . 

 2 1  За твердженням 5 матимемо, що 1 2~
A

sf sf . За твердженням 6, 

   1 1 1 2 2 2/ ~ /
A

Y f X Y f X , звідки за теоремою 1 отримаємо, що 1 2~
A

f f .  
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