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ЗГИН ФУНКЦІОНАЛЬНО-ГРАДІЄНТНОЇ ПЛАСТИНИ ЗА 
НЕСТАЦІОНАРНОГО НАГРІВАННЯ І ПОЧАТКОВОГО НАПРУЖЕННЯ 

 
Досліджено термопружну поведінку прямокутної ізотропної функціонально-
градієнтної пластини, яка, перебуваючи початково в плоскому напруженому 
стані, нестаціонарно нагрівається середовищем через конвективний тепло-
обмін. Для цього використано п’ятимодальну математичну модель зсувної 
теорії термопружності та двовимірні рівняння теплопровідності неоднорід-
них ізотропних пластин. Методами інтегральних перетворень Фур’є і Лапла-
са знайдено розв’язок нестаціонарної задачі теплопровідності та квазіста-
тичної задачі термопружності для скінченної шарнірно опертої на краях 
пластини. Числові результати наведено для неоднорідного композиту кера-
міка–метал. 

Ключові слова: термопружність, температурне навантаження, теплообмін, 
неоднорідні пластини. 
 
Вступ. Тонкостінні елементи конструкцій, виготовлені з неоднорідних 

композитних матеріалів, широко використовують у сучасній техніці. До 
неоднорідних, зокрема, належать композити шаруватої структури, а також 
функціонально-градієнтні матеріали, які володіють неперервною неоднорід-
ністю, що дає можливість уникати небажаних міжшарових деформацій та 
напружень. Тому дослідження у цьому напрямку актуальні. 

Елементи конструкцій неоднорідної структури досліджували [3, 4] 
багато вчених. Зокрема, побудовані [11, 15] точні розв’язки задач термопруж-
ності для функціонально-градієнтних пластин на основі тривимірних рівнянь. 
Розроблені [1, 5, 16] уточнені моделі на основі двовимірних рівнянь. Отримані 
[2, 7, 8, 10, 17] аналітичні розв’язки задач про згин неоднорідних і композит-
них пластин за дії термомеханічного навантаження. Використовували [14] 
рівняння взаємозв’язаної термопружності для аналізу впливу коефіцієнта 
зв’язаності на нелінійну поведінку пластин. Метод скінченних елементів для 
вивчення термопружних процесів у пластинах неоднорідної структури вжи-
ли в праці [14, 18]. Досліджували [6] температурну стійкість пластин з компо-
зитного матеріалу. Детальніший огляд різних моделей і методів вивчення 
неоднорідних тонкостінних конструкцій наведено в працях [4, 12, 13].  

Мета статті – на основі рівнянь термопружності теорії тонких пластин 
з п’ятьма степенями свободи та двовимірних рівнянь теплопровідності дослі-
дити термопружний стан функціонально-градієнтної ізотропної прямокутної 
пластини за нагріву її середовищем через теплообмін і дії сталого початко-
вого плоского напруження. 

1. Формулювання задачі і основні рівняння. Розглянемо прямокутну 
пластину з розмірами a b  і сталою товщиною 2h , яка виготовлена з неод-
норідного в поперечному напрямку ізотропного матеріалу. Точки простору 
пластини належать до ортогональної системи координат , ,x y z  і займають 

область        0, 0, ,a b h h .  

Припустимо, що пластина виготовлена із композиту метал–кераміка. 
Тоді ефективні матеріальні його властивості efP  через властивості кераміки 

cP  і металу mP  можна записати так:    ef c c m mP z P f P f , де cf  і mf  – 

відносні частки, відповідно, кераміки і металу в композиті, розподіл яких по 
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товщині потрібно задати, причому   1c mf f . Зокрема, коли на поверхні 

z h  є чиста кераміка, а на поверхні  z h  – чистий метал, формула для 
ефективних властивостей матеріалу матиме вигляд  

          1
2 2

k

ef m c m
zP z P P P
h

, (1) 

де k  – параметр неоднорідності, який характеризує зміну частки матеріалу 
вздовж товщини і може набувати значень  0k . Змінюючи його, можна 
досягнути оптимального складу композиту. Очевидно, що зі зменшенням 
параметра k  до нуля матеріал пластини набуватиме властивостей чистої 
кераміки, а зі збільшенням до нескінченності – чистого металу.  

Нехай у початковий момент часу температура пластини дорівнює нулю. 
Починаючи з моменту   0 , вона нагрівається середовищем, температура 

якого на поверхні  z h  дорівнює    ( , , ) ( , ) ( )z ct x y t x y t , а на поверхні 

 z h  становить   ( , , ) 0zt x y . Між середовищем і поверхнями  z h  і 

 z h  відбувається конвективний теплообмін з коефіцієнтами тепловіддачі, 

відповідно,   і  . Для дослідження напружено-деформованого стану пла-
стини застосуємо зсувну математичну модель першого порядку [1, 2], що 
складається зі системи рівнянь теплопровідності і термопружності, які в 
загальному випадку взаємозв’язані. Якщо знехтувати вплив деформації на 
зміну температурного поля, то ці системи стають незалежними. Температур-
не поле пластини ( , , , )t x y z  визначаємо зі системи двовимірних рівнянь 
теплопровідності за лінійної залежності температури від поперечної коор-
динати [1]: 

     
          

 
1 2

1 1 1 2 2 2
t t c c

z
T T

A T T B T T A B t ,  

 


                    
1 2

1 2 1 2 1 22
t t c c

z
T TAB T T D T T B D t

h
,  (2) 

де 

       



 
2

, , ( ) 1, ,
h

h

A B D z z h z h dz ;   

     


 
2

, , ( ) 1, ,
h

c c c
v

h

A B D c z z h z h dz ;    (3) 

     2 2
11 22 ;  



  12 1

2

h
j

j j
h

j
T t z dz

h
;        ( 1)t j

j , ( 1,2)j ;  vc c ; 

   1 x ;    2 y ; 

  z  – коефіцієнт теплопровідності; ( )c z  – питома теплоємність; ( )z  – 

питома густина;   – змінна часу. 
Для визначення напружено-деформованого стану пластини викорис-

таємо систему рівнянь термопружності, записану в узагальнених переміщен-
нях , ,i iu w    1,2i [1]: 

 
                  

       

2 2 2 2 2
11 22 1 12 2 11 22 1

2
12 2 1 1 1 2

1 1 1
2 2 2

1 / ,
2

t t

A u A u B

B A T B T h
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 

 
             

         

2 2 2 2
12 1 22 11 2 12 1

2 2
22 11 2 2 1 2 2

1 1 1
2 2 2

1 / ,
2

t t

A u A u B

B A T B T h
,  

                         
2 2 0 2 0 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 0
2 2 2

Ak N N w Ak Ak , 

 
 

 
             

            

2 2 2
11 22 1 12 2 1

2 2
11 22 1

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

B u B u Ak w

D k A
 

               2
12 2 1 1 1 2

1 /
2

t tD B T D T h ,  

                   2 2 2 2
12 1 22 11 2 2 12 1

1 1 1 1
2 2 2 2

B u B u k A w D  

                         
2 2
22 11 2 2 1 2 2

1 1 /
2 2

t tD k A B T D T h .  (4) 

де 

   



   2

2
1, , ( ) 1, ,

1

h

h

A B D E z z z dz ;    


 
  

21, , ( ) ( ) 1, ,
1

h
t t t

t
h

A B D E z z z z dz ;  

1 2, ,u u w  – переміщення середньої поверхні;  1 2,  – кути повороту нормалі; 
0 0
1 2,N N  – сталі початкові нормальні зусилля, відповідно, у напрямках ,x y  

(додатні за розтягу); ( )E z  – модуль Юнга;  ( )t z – коефіцієнт лінійного темпе-

ратурного розширення;  – коефіцієнт Пуассона; k  – коефіцієнт зсуву [9]. 
За відомими переміщеннями і температурним полем зусилля і моменти 

в пластині визначаємо за формулами [1] 

               1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2
t tN A u u B A T B T h ,  

               2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2
t tN A u u B A T B T h , 

               1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2
t tM B u u D B T D T h , 

               2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2
t tM B u u D B T D T h , 

               12 1 2 2 1 1 2 2 1
1

2
N A u u B , 

               12 1 2 2 1 1 2 2 1
1

2
M B u u D , 

      1 1 1
1

2
Q k A w , 

      2 2 2
1

2
Q k A w , (5) 

де 1 2 12 1 2, , , ,N N N Q Q  – нормальні, зсувні і перерізувальні зусилля, відповідно; 

1 2 12, ,M M M  – згинні і крутні моменти.  
Для однозначності розв’язку систем (2) і (4) необхідно задати відповідні 

граничні умови для механічних і температурних функції, а також початкові 
умови для температури. Нехай краї пластини шарнірно оперті і на них 
підтримується нульова температура. Тоді крайові умови будуть: 



80  У. В. Жидик 

 

для    0, :x a     2 2 0u w ,  1 1 0N M , (6) 

                        1 2 0T T , (7) 

для    0, :y b     1 1 0u w ,  2 2 0N M ,  (8) 

                       1 2 0T T , (9) 

для      1 20 : 0T T . (10) 

2. Метод розв’язування. Розв’язок системи рівнянь теплопровідності (2) 
за умов (7), (9) і (10) знаходимо методами інтегрального перетворення 
Лапласа за часом і скінченного перетворення Фур’є за координатами. Тоді 
одержимо: 

     Bi



 

   

 

         

1

2

3 4 2 2
1 1 1

1
2

sin sin ,nm j
j j

j in m i j

T
C

Q Z n mC p g C p g x y
p p a b

 

     Bi



 

   

 

         

2

2

1 1 2 3
1 1 1

1
2

sin sin ,nm j
j j

j in m i j

T
C

Q Z n mC p g C p g x y
p p a b

 (11) 

де       

      
0 0

4 , sin sin
a b

mn c
n mQ t x y x ydxdy

ab a b
; (12) 

      


    
0

jp v
jZ t v e dv ,     1,2j ; (13) 

  Bi     2 2
1 1 1n mg ;   Bi      2 2

2 3 2 2n mg g ;   Bi       2 2
4 3 1 1n mg ; 

    1Bi Bi ( 1) Bi
2

j
j , ( 1,2)j ; 


 

0
Bi h ; 


 

0
Bi h ;  n

h n
a

;  m
h m

b
; 


  0

0 2
vc h

;     2
1 3 2C C C C ;         

1 2 3
0

1, , , ,
2

A B D
h

; 

   1 2 3 0
1, , , ,

2
c c c

v

C C C A B D
hc

;   

0  і 0
vc  – деякі характерні коефіцієнти теплопровідності і теплоємності, від-

повідно;  1p  і  2p  – корені квадратного рівняння 

          
2

1 4 3 1 2 3 2 1 4 2 3 0C p C g C g C g g p g g g g , які, як випливає з 

числового аналізу, є дійсними.  
Розв’язок системи рівнянь рівноваги (4), який задовольняє крайові умови 

(6) і (8), за відомого температурного поля (11) знаходимо також методом 
скінченних подвійних перетворень Фур’є. Тоді вирази для узагальнених 
переміщень матимуть вигляд 

    
 

 

   1 1 1 1
1 1

, , cos sinnm nm
n m

mynxu U
a b

,   
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    
 

 

   2 2 2 2
1 1

, , sin cosnm nm
n m

mynxu U
a b

, 

 
 

 

  
1 1

sin sinnm
n m

mynxw W
a b

,  (14) 

де коефіцієнти Фур’є  1 2 1 2, , , ,nm nm nm nm nmU U W  знаходимо з матричного 

рівняння за формулою   U M V S
M 1 2
1

mn mnT T . Тут 

   U 1 2 1 2, , , ,
T

nm nm nm nm nmU U W ;   
M

5 5ijm ;   V
5 1iv ;   S

5 1is ;  

M  – приєднана матриця; M  – її визначник. Коефіцієнти матриць ijm , iv  

і is  обчислюємо зі системи (4).  
За відомими узагальненими переміщеннями зусилля і моменти визна-

чаємо зі співвідношень (5). 
3. Числовий приклад. Аналіз результатів. Числові дослідження викону-

вали для пластини, зовнішня поверхня  z h  якої нагрівається середовищем 
з температурою, заданою функцією 

     
       

*

0 0 0 0( , , ) ( ( )) ( ( ))zt x y t S x x a S x x a e ,  (15) 

де  ( )S x – асиметричні одиничні функції [3]; 02a  – ширина смуги нагріву; 0x  

– координата її середини; const * *,t .  
Зі співвідношень (12), (13) і (15) одержуємо вирази для коефіцієнтів 

Фур’є nmQ  і функції часу  jZ   

   
  



*
0 0

2
8 1 cos sin sinnm

na nxtQ m
a amn

,           
 

*

*
1 jp

j
j

Z e e
p

.  

Пластина виготовлена з композиту метал (Ti–6Al–4V)–кераміка (ZrO2) 
з такими фізико-механічними характеристиками [6]: 

метал:   0.298 ;  105.802mE GPa ;    66.958 10 1t
m K ;   6.08m W mK ; 

  6 35.56 10mc J m K ; 

кераміка:   0.298 ;  168.4cE GPa ;    618.48 10 1t
c K ;   1.775c W mK ; 

  6 31.25 10cc J m K . 

Значення інших параметрів такі:  0.05h a ;  1a b ;   5 6k ; 0 mE E ; 

  0
t t

m ;   0 m ; 0 mc c ; 0 0,25a a ; 0 2x a ;  * 1 ; Bi = 0.5 ; Bi = 2 .  

Вважатимемо, що залежність модуля Юнга ( )E z , коефіцієнта лінійного 

температурного розширення  ( )t z , коефіцієнта теплопровідності ( )z  і 

коефіцієнта теплоємності ( )vc z  від поперечної координати описує рівняння 
(1), а коефіцієнт Пуассона   const . 

Обчислили безрозмірні температуру 


  ( )t h
t

t
, радіальні прогини 

 
* 0

t
ww

ht
, нормальні зусилля  

*
0 0

j
j t

N
N

t hE
, ( 1,2)j , згинні моменти 

 
* 2

0 0

j
j t

M
M

t h E
, ( 1,2)j  у центрі ділянки нагріву.    
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     Рис. 1             Рис. 2 
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     Рис. 3             Рис. 4 
 
 

0 2 4 6
-0.2

-0.16

-0.12

-0.08

-0.04

k

M



2

3

5

       0 2 4 6
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

k

M



2

3

5

 
 

Рис. 5     Рис. 6 
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Залежність цих величин від параметра неоднорідності k за відсутності 

початкових зусиль  0 0
1 2( 0)N N  для безрозмірного часу   1; 2; 3  і 5  ілюс-

трують рис. 1–6.  
Як бачимо, зусилля і моменти є від’ємні і найбільших значень досягають 

у центрі смуги нагріву в початкові моменти часу. Зі збільшенням параметра 
неоднорідності вони стають меншими. З плином часу вплив цього параметра 
слабшає, причому для температури – найвідчутніше.  

У таблиці наведено температуру та напружено-деформований стан 

пластини для   1 , 0
2 0N , різних значень безрозмірного початкового нор-

мального зусилля    
0

0 1
1

0
0.02; 0; 0.02

N
N

E h
, а також параметра неоднорід-

ності  0; 2k  і  . 
 

  0k   2k   k  

 0
1N  -0.02 0 0.02 -0.02 0 0.02 -0.02 0 0.02 

t  0.2683 0.2683 0.2683 0.2214 0.2214 0.2214 0.2053 0.2053 0.2053 

w  17.685 14.917 12.875 14.412 11.456 9.4803 4.7807 3.5957 2.8702 

1N  -0.4160 -0.4160 -0.4150 -0.2111 -0.2110 -0.2110 -0.0869 -0.0869 -0.0869 

2N  -0.7259 -0.7259 -0.7259 -0.3684 -0.3683 -0.3683 -0.1517 -0.1517 -0.1517 

1M  -0.0565 -0.1950 -0.2979 -0.0199 -0.1321 -0.2081 0.0073 -0.0298 -0.0528 

2M  -0.2086 -0.3399 -0.4368 -0.1239 -0.2306 -0.3020 -0.0167 -0.0520 -0.0737 

 
Зі збільшенням параметра неоднорідності від нуля (чиста кераміка) до 

нескінченності (чистий метал) моменти і зусилля зменшуються, оскільки мо-
дуль пружності металу менший, ніж кераміки. Початкові напруження суттєво 
впливають на прогини та згинні моменти, а нормальні зусилля не змінюються. 
Очевидно, через розтягувальні зусилля пластина стає жорсткішою. 

 
Висновки. На основі рівнянь лінійної зсувної теорії першого порядку з 

п’ятьма степенями свободи розвинуто методику розв’язування задач тепло-
провідності та термопружності для неоднорідних за товщиною пластин, які 
нагріваються довкіллям шляхом теплообміну через бокові поверхні за 
законом Ньютона. Досліджено вплив коефіцієнта неоднорідності, параметра 
часу, а також сталого однорідного початкового напруження на напружено-
деформований стан та температурне поле пластини. Встановлено, що, зміню-
ючи початкове напруження і неоднорідність матеріалу, можна суттєво 
впливати на напружено-деформований стан, який виникає в тонкостінній 
конструкції внаслідок нагрівання. 
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BENDING OF THE FUNCTIONAL-GRADIENT PLATE UNDER NON-STATIONARY HEATING AND 
INITIAL STRESS 
 
The thermoelastic behavior of a rectangular isotropic functional-gradient plate, which, 
being initially in a plane stress state, is unsteadily heated by the medium due to convective 
heat exchange, has been investigated. For this, the five-modal mathematical model of the 
shear theory of thermoelasticity and the two-dimensional equations of thermal conduc-
tivity of heterogeneous isotropic plates were used. Using the methods of Fourier and 
Laplace integral transformations, the solution of the non-stationary problem of thermal 
conductivity and the quasi-static problem of thermoelasticity for a finite hinged plate 
supported on the edges is found. Numerical results are given for a heterogeneous ceramic-
metal composite. 

Keywords: thermoelasticity, temperature load, heat exchange, heterogeneous plates. 
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