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'
��( ������% � ���� 
 ������
(��% ) ������ ��� �������� �����
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��������� �	�	 ����� X ����	�
��
�� ������� � Y � ������

�
�� �������� ���������	 ��
���� f : X → Y 
���������� ��
����

ωf : X → R� ��� �� ������ �����	�!

ωf (x) = inf
x∈intU

sup
x′,x′′∈U

|f(x′) = f(x′′)|Y .

"�
���� f : X → Y 
���������� ω
��
������ ��
���� g : X → R� ��#�

ωf = g�
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����!*

��������� �	
	 ����� α = (At)t∈� �����	
�� ��	
�	�� X ��������

��
� ������� ���	 ��� �	������� ����	������� ��
�� s < t ���	����
��
� ��������� At ⊆ As�  ���� α = (At) ���������
� ������ ��	


���
 f : X → R� ���	 f(x) ≥ t ��� x ∈ At � f(x) ≤ t ��� x ∈ X \At� !��

��	�� "������ f ���������
� �������� ����� α�

7
�	
����$ 1� ��! ��	��
��8 -���.�8 f : X → R �
	��� ����9 0���
�
 � �� 9���
2 �
��
 α = (At) 0�
 At ����
 ��
�� ��	��
�� �������
� f−1((t,+∞]) ⊆ At ⊆ f−1([t, +∞]) ��! ��	��
���� t ∈ Q2* 7
�
� ��
���
����$ 1� ��	��
�
 �
��
 α �������9 9����� ���
9- rα*

���
������ �	�	 #���$ α = (At) % ����� ����� �� ��	
��� X� &	��
�
��� ����� "������ rα : X → R� ��� � �����"	� ����� α� !�� ��	���
rα = sup

t∈�
ϕt� ��

ϕt(x) =
{

t , x ∈ At;
−∞ , x ∈ X \ At,

��� �	������� t ∈ Q � x ∈ X�

'	�������� ���/ �
 	�� �5!��9��$ 1� α 9 �
���6 rα* 3��
���� t ∈ Q*
:�1� x ∈ At$ �� ϕt(x) = 1$ 
 ��
���
$ rα(x) ≥ tϕt(x) = t* ;��
� �����
x 	∈ At* <��� x 	∈ As ��� s > t* =���$ ϕs(x) = −∞ ��� s > t* <���
rα(x) ≤ t*

>�	����� ����� 9������
* ���������� 1� 9������� ���
9 � 9 �	
 �����
���
9-� f �
 g �
��� α* <��� f(x) 	= g(x) ��! ��!���� x ∈ X* ;��
�$ ��!
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�����	
�� f(x) < g(x)
 �������� t ∈ (f(x), g(x)) ∩ Q
 �	������ f(x) < t�

� x 	∈ At
 � ������ ����� g(x) > t
 ���� x 	∈ X \At
 ����� ������ x ∈ At
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������� "� ���#"���� ��$ 	���% ���
� ������& � �����&
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��������� �	
	 ����� α = (At) � β = (Bt) � ��	
� �� 
������ X�
����� α � β ������� �� ��� ��������� 	����������� ����� s < t �����
���
��� ��� ����� At ⊆ Bs� !���
�
�
� α ∼ β" ���� α � β � β � α�

���
������ �	�	 ����� α = (At) 
� β = (Bt) � ��	
� �� 
������
X� #���

$�% α � β ⇔ rα ≤ rβ&

$��% α ∼ β ⇔ rα = rβ�

'��������� )	��� *� $�%⇒$��%
 !��� ��� $�%
 +�,�� α � β
 -����	
����
*� rα(x) > rβ(x)  �"  �"���� x ∈ X
 �������� 
��� ��(�������� ��	�� s

� t� *� rβ(x) < s < t < rα(x)
 �� � x 	∈ Bs � x 	∈ X \At
 �
$�� x ∈ At \Bs


�����
�� At 	⊆ Bs � s < t
 ���� α 	� β� *� 	�������
� �����


+�,�� 
���� rα ≤ rβ 
 !��� ���� *� α � β
 �������� ��(��������

��	�� s < t �  ��� ���� *� At ⊆ Bs
 �������� x ∈ At
 �� � rβ(x) ≥
rα(x) ≥ t > s
 �����
�� x 	∈ X \ Bs
 �
$�� x ∈ Bs


��������� �	�	 ����� α = (At) � β = (Bt) � ��	
� �� 
������ X� !��

�����
�
�
� Eα =
{

At : t ∈ Q

}
∪ {X, ∅}� (�	
� α �������
��� ����

���� �β���������" ���� ���
�
� Eα � ��������� )���
������ 
���
�
� Eβ)�

���
������ �	�	 ����� α = (At)t∈� � ��	
� �� 
������ X
� f : X → R � ** 	���+�,� #��� ����� 
��� �����������
� ,������
fn : X → R � α��	��
�
� ��	
�
� αn = (Ant)t∈� " �� fn(x) ⇒ f(x)
�� X �������� 	����
�	���
� �� R�

'��������� !�"  �������, n ∈ N � t ∈ Q ����� ���

Ant =

⎧⎪⎨
⎪⎩

X , t ≤ −n;
A k

n
, k−1

n < t ≤ k
n ,−n2 < k ≤ n2;

∅ , t ≥ n.
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����� 	� 
��
� αn = (Ant) � α�����
�� ����� fn = rαn � ��������� 	�

fn ⇒ f � ���������� 	�

fn(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−n , x 	∈ X \ A−n;
k
n , x ∈ A k−1

n
\ A k

n
,−n2 < k ≤ n2;

n , x ∈ An.

����� ���� 	� �� R ����� ����� �����������
! 	� ����� �� ���

"� 
�����"�# $%
 � �� &��!�%
��� 
����

�'� (��� )��* �����������
�

�
���#� �����!�� ������ �����������
! ���
����� �
�+���! ���"�����

Δ
�

=
{

(x, x) : x ∈ R

}
� ����
�� %
�* ������#� ���"������ ,�
������

Wn =
{

(u, v) ∈ R
2 : |u − v| ≤ 1

n �&� |u|, |v| ≥ n
}

����� 	�
∞⋂

n=1
Wn = Δ

�
� -���

{
Wn : n ∈ N

}
� &���# �
�+���% ���"������

,�
� ���� 	� (f(x), fn(x)) ∈ Wn ��% �����!��� x ∈ X 
� n ∈ N�

��.�
����� x ∈ X � n ∈ N� �
	� x ∈ An ∪ (X \ A−n)� 
� |f(x)| ≤ n �
|fn(x)| = n� /
 �� (f(x), fn(x)) ∈ Wn� ����� 
���� x ∈ A−n \ An� -���

x ∈ A k−1
n

\A k
n
��% ��%
�"� )���"� k � −n2 < k ≤ n2� -��� k−1

n ≤ f(x) ≤ k
n

� fn(x) = k
n � /
 �� |f(x) − fn(x)| ≤ 1

n � ���+�
!� (f(x), fn(x)) ∈ Wn�

� �������� ω	
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������ �����

��������� �	
	 �������� 	�
�����	 �
����� ���� ������� f :
X → R ��	
���
��� �������

f∗(x) = inf
x∈intU

sup f(U), /f∗(x) = sup
x∈intU

inf f(U)/.

��&�� ������� 	� 
�������% .��
)�* f : X → R �&+���#�
!�% ��

.������# ωf = f∗ − f∗�
,��0 �� ��� ����������� %
 ����##
!�% 
��
� ����&�� ��! ��� ���

������ �� �����!�* 
� �� �!�* .��
)�* (����

��������� �	�	 ��� ���

 α = (At)t∈� � 
������������ ����
��� X
���������

α∗ =
(
At

)
t∈�

� α∗ =
(
intAt

)
t∈�

.
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 ����� α = (At)t∈� � ���	� 
 	���
�������� ����	��
�� X � f = rα � �� ��
���� ���� f∗ � ��
��� α∗ � f∗ � ��
��� α∗�

��
������� �������� 	
���
��� �� f∗ � ������ α∗� �������� t ∈ Q�
���� x ∈ At� 
� ��� ���������� ����� U 
��� x �	��� u ∈ U ∩At� !���
sup f(U) ≥ f(u) ≥ t� "��� 
�� f∗(x) ≥ t� ���� # x ∈ X \ At� 
� X \ At �
������ x� $
#�� f∗(x) ≤ sup f(X \ At) ≤ t� !�� � � ���� α∗ � ���
� f∗�

%��������� ����� ��� �� f∗ � ������ α∗�

���� � � ��
�����& 
�
��������� 
����#���� �������� �����
� '
�� ( 	
�	�) 
�)���� ω'
����	� *�

���
����� 	
�
 ����� α = (At)t∈� � ����� ���	� �� X � λ ∈ R� ��� �
α � λ !α � λ! �"�����# $� At = X �
� t < λ !At = ∅ �� t > λ!� �
�
��
�
���� ���% � E ⊆ X ���
����� α|E = (At ∩ E)t∈��

"��������� �� α � t +α � t+ �����	 ���� � ������& �������	
� rα ≥ t
+rα ≤ t+� ,��� 
���� ���� α � ���
� f � 
� α|E � ���
� ���#���� f |E �

������
 	
�
 ����� γ = (Gt) � 0 � ϕ = (Ft) � 0 ���	 �� 	���
����
����� ����	��� X# �� ���� 
�� ���% � Gt 
���� 	�# Gt \G0 = Ft �
�

��� ��&����
�� � t > 0 � Gt ∩ G0 ⊆ Gs �� s < t� ���� ����&�� f = rγ �
ω����
����' ����&�� g = rϕ�

��
������� $	����� Gt � ����� 
�� 
� γ = γ∗� $
#�� �� 
����#����� -�-�
f = f∗� ����� �	����� 
� Gt ∩ G0 ⊆ Gs 
� s < t� 
� γ∗|G0 � γ = γ∗�
"��� 
�� �� 
����#����� .�/� f(x) ≤ f∗(x) ≤ f∗(x) = f(x) 
� x ∈ G0�
!��� f∗(x) = f∗(x) �� G0� � ���� 
�� f ��
������� �� G0�

0��������� F = X \ G0� "� �����&� Gt ∩ F = Ft = Ft ∩ F 
� s > 0�
!��� γ∗|F ∼ ϕ|F � "��� 
�� f∗|F = g|F � ,��� 
���� Gt ∩ F = ∅ 
� t > 0�
$
#�� f |F = 0� !�� � � ���� g(x) = f∗(x) = f∗(x) − f∗(x) = ωf (x)

� x ∈ F � ����� �	����� Ft ∩ G0 = ∅� 
� g(x) = 0 �� G0� $
#��
g(x) = 0 = ωf (x) 
� x ∈ G0� !�� � � ���� � �1�	���� � �� ωf = g�

� ��������� ��	
���	������
� 
 ����
��	������

�
� �����
�

2
���
�� � �1�	����� ��� ���
 ��&
� �������
������� � ��
����
�'
������ ����3�4�



��� �� ������	
��

��������� �	
	 ���������� 	� 
�����
��� E ��
���������� 
�������
����������� ��������� �����	��
 ���������� ��
�����
�� ��	�
E = intE �E = intE��

���
������ �	�	 ����� X � ��
��������� 
������ � f : X → R�  ��
����� 	�! f !���

"�# ��
����
�������$ ������ ������� ��

"��# �������
�������$ � ��
����
�������$ ������ �������

���!����� � ������� 	�! �������� ���� ����� α = (At) %���&�' f � 	�

"�′# ��� ���
��� At �������� ���������� ��� ���
�������

"��′# ��� ���
��� At ��������� �������� ���������� ����������

 ��������� "�#⇒"�′#� ����	
 ���
��	� At = f−1([t, +∞]) ��� �����������
At = f−1((t, +∞])��

"��#⇒"��′# ����
����� �����	�� �������� ��
� f ��������������� � ���
������������� �������  ��
����� At = intf−1((t,+∞]) � ��������� !�
α = (At) " ���	�# f � $�%����"�� t ∈ Q�  �����&�� ����

�� f ����������
������ ������� 	� At ⊆ f−1([t,+∞]) = f−1([t, +∞])� � 	��� f(x) ≥ t ��At�
��
�� ����

�� f ���������������� 	� f−1((t, +∞]) ⊆ intf−1((t, +∞]) =
At� ' �����	
� f(x) ≤ t �� X \ At�

( �������� ��
� f ��������������� � ��������������� ������ �
�� ���
�
��	� At = intf−1([t, +∞]) = X \ intf−1([−∞, t))�

"�′#⇒"�#� )���* α + ���	� f � ��� ��
���"	
�� �� ��������� ��������
	��� ���,��� -��� α∗ = α �α∗ = α�� $����	
� �� 	����,����� .�.� f∗ = f
�f∗ = f�� -�/	�� f + ��������������� ������ ��������

"��′#⇒"��#� $���� ����
����� 	�

�� ���&�* �������� )���* α = (At)
���	� f � ��� ��
���"	
�� �� ��������� ��������� ���,��� 0���

��
"�′#⇒"�#� 	� f ��������������� �������  ��������� ����������������	
 f �
1��
���� 	���� x ∈ X � ���
 V 22 �/���� f(x)� ��
� ����
����� 	��
�� ��3����

�� ���
� s < t� !� f(x) ∈ (s, t) ⊆ [s, t] ⊆ V � 0���

��
s < f(x) < t� 	� x ∈ As \ At� '
� As = intAs� $����,���� !� ��
#�����
intE \ F ⊆ int(E \ F ) ������"	
��� ��!� 	�

�� ���,��� F ���������
-��� x ∈ intAs \ At ⊆ int(As \ At)� 4��� 	���� f(As \ At) ⊆ [s, t] ⊆ V �
5��,��� G = int(As \ At) ������	�� ������� x ∈ G � f(G) ⊆ V � -����
������ f ��������������� � 	��3� x�

���
������ �	�	 ����� X � ��
��������� 
������ � f : X → R� (���
%���&�' (f∗)∗ � (f∗)∗ �������
�������� )������� ��	� %���&�� f ��
����*

������� ������ �������� �� %���&�� f∗ ����
������ f∗� �������
��������
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���������� ����� α = (At) 	 
���� ��
�� f � ��
� ������� intAt �����
����� ��
�
���� � ������� intAt ��������� ��������� ���� �� ���

����

��� ���� ��� ! (α∗)∗ =
(
intAt

)
� (α∗)∗ =

(
intAt

)
" ��
���� ��
�#
����$

(f∗)∗ � (f∗)∗ ��
%���
��� ���&� �� ���

������ '�( )&��*�! (f∗)∗ � (f∗)∗

�������%�
�
����

���������� 	
	
 	�
�� X 
 ������������ ������� � f : X → R 


��������������� �������� ����

��� ����� ���� ����� α = (At) ������ f ! "� intAt ⊆ At ⊆ intAt ���

��#���� τ ∈ Q$

���� ������ f∗ � f∗ ����������������

���������� ��� ����� Bt = f−1((t, +∞]) � At = Bt ∪ intBt� +��������
,� α = (At) 	 -&���� ��
��� +��%�
-�� �����$�� f 	 �������%�
�
����

�� Bt ⊆ intBt� .���� At ⊆ intBt ∪ intBt ⊆ intBt ⊆ intAt� /
�� ��0��

At = Bt ∪ intBt = intBt� .���� intAt = intBt ⊆ At�

1 ��&"�� ��%�
� ,� α 	 ��
�� f � 2� 
�#
� ��
��� 3��� ���

�����
�����4� �������%�
�
�����$ )&��*�! f 
�������$�� ��������5 ���5�����
f(intA) ⊆ f(A) 
�� 
����$��! ������� A ⊆ X� ���& f(intBt) ⊆ f(Bt) ⊆
[t, +∞]� .���� f(At) ⊆ [t,+∞]� /
�� ��0�� f−1((t, +∞]) = Bt ⊆ At� ���&
f(x) ≤ t �� X \ At�

����� 6�#�
��� ���& ��
�& α = (At)� �� � ���� 1 ���5����� intAt ⊆ At ⊆
intAt ��%����"� ,� intAt = intAt � At = intAt� ��� ������� intAt = intAt

��������� ��
�
���� � ������� At = intAt ��������� ��������� .���� ��
���

������� ��� � '�(� )&��*�! f∗ � f∗ �������%�
�
����

1�&������� ���&����� ����! ��
�� α �� � %�%�
�
�$��& ���

����
�� �� 
������$� 
�� �������%�
�
������ )&��*�! f � �
�� 
�� ����������
%�
�
���! )&��*�! f(x) = sgn x �������� ��
�� At = f−1((t, +∞]) ��"
%��
�#�& ����������$�

7 ��
�-��� �� � ��&"��� ,� 
����$�� ��%����%�
�
��� )&��*�� ��

��
���"�$�� ��
 
����! �������%�
�
���! )&��*�! ��-� �� )&��*�5� ε�����!
���! ��
� �� ,��$�� 
�� ε > 0�

���
����� 	
�
 ��� ������ f : X → R � ε ∈ (0, +∞] ���������%�%�

supp f =
{

x ∈ X : f(x) 	= 0
}

� supp εf =
{

x ∈ X : |f(x)| ≥ ε
}

���������� 	
�
 	�
�� X 
 ������������ ������� � f : X → R+ 


��������������� ����
� �������� ���� ����� ������� g : X → R+! ����!



��� �� ������	
��

�� f = (f∗)∗ + g� supp εg ���� �� ���	�
 � supp εg ⊆ supp f ��� ��
����

ε > 0�

���������� ����� f0 = f∗	 
��
������ �������� ������� f∗
0 < +∞	 ���

������� h = f − f0	 ��������� !� h ≥ 0 " ��������������� ������	

����#��� !� supp εh ���� �� !��$�� ��� ε > 0	 ���������� !� %� �� ���

� ��� �����
� ε > 0 �������� ���#��� supp εh !��$�� � ������ ���������

������#��� ���#��� U 	 &��� U ⊆ supp εh ��'�� f(x) − f0(x) ≥ ε ��

U 	 (����$�� f0 ��������������� ����� �� f∗(x) ≥ f0(x) + ε �� U  !�

����#���� ��#� f0 = f∗ ≤ f∗
0 < +∞	 ��������� g = f − f∗

0 	 (����$��

g ≤ h �� supp εg ⊆ supp εh ε > 0	 ������$ supp εg ���� �� !��$�� ���

ε > 0	 )��� ��
� �����$�� ���#��� supp εh �������� � supp h ⊆ supp f  

�� supp εg ⊆ supp εh ⊆ supp f ��� ε > 0�
�������	
� �	�	
 ��������� �������� �	��� F = supp +∞f∗

0 � �������

�� f∗
0 ������	�	
	
��� ��	
��� �� F � ��
��	��� �	��� f ′ � ����	���

���� �! f �� ����
���� ����
����
 X ′ = X \ F � "��� (f ′∗)∗ = f∗
0 |X′ < ∞�

"�
�� �� ���	�	��
 ��#	� ����$ ���� �� g′ : X ′ → R+� ����� #�

f ′ = (f ′∗)∗ + g′� supp εg
′ � ���	 �	 #����� � X ′ ∩ supp εg′ ⊆ supp f ′� %��

����	
� g(x) = g′(x) �� X ′ � g(x) = 0 �� F � &
���
���� #� ����

f = f∗
0 + g � supp εg = supp εg

′ ���	 �	 #����� ��� ε > 0� '
�
 �����

������� F ⊆ supp f � �� supp εg ⊆ F ∪ supp f ′ ⊆ supp f �

� ��������	 
��� 
��� �������

�������� ��	
��	��� �������(�� )	����	
	���� � ����*	����

���������� 	
�
 ����� X ����	�
��
�� �������� f : X → R� x ∈ X

� Λf (x) =
{

y ∈ R : f(xm) → y �	� ������ 
�����	�
���� xm → x
}
� ����

f∗(x) = max Λf (x) � f∗(x) = min Λf (x)�

���������� 	
�
 ����� X ����	�
��
�� �������� f, fn : X → R �����

�� fn ⇒ f 
� X ���
��
� ���
����
���� 
� R� ���� f∗
n ⇒ f∗ 
� X � R

� (fn)∗ ⇒ f∗ 
� X � R� ���� �� ���� ��
�� fn ⇒ f 
� X � R� �� �

ωfn ⇒ ωf 
� X � R�

���������� 	


 ����� X � ����	�
��
�� ������� � ��
� ��

f1, . . . , fn : X → R� ���� (sup
i

fn)∗ = sup
i

f∗
i � (inf

i
fi)∗ = inf

i
(fi)∗�

+�� ���� �! f ��
����
 C(f) �����*���
	
� 
������ !! ��*�� �	�

�	
	
�������



�������� ω�	
���
���� ��������� 
��� ������� ���

���� ���� ����� X � ��	�
���
��� 	������� x0 ∈ X� f, g : X → R+

� ����� �������� 	��
��� f ��	����	������� ������ g∗ = 0 � ����� f
�������	������� � ��
�� x0 ��� g(x0) = 0�  ���

!�" (f + g)∗(x0) = f(x0)�
#�$�� ���� ����� supp f ⊆ C(f)� ��%
!��" (f + g)∗(x0) = (f + g∗)∗(x0)&
!���" ωf+g(x0) = (f + g∗)∗(x0) − f(x0)�

'��������� !�" �����	�
 f + g ≥ f � f ��
����
������� ��
��� ��

(f + g)∗ ≥ f∗ = f � ����� ���
�	 ��������
� �� (f +g)∗(x0) ≤ f(x0)� ����
g(x0) = 0� �� (f + g)∗(x0) ≤ f(x0)+ g(x0) = f(x0)� ����� ��
�� g(x0) > 0�
 ��� f ! �������
������� � ��"#� x0� $��	%�%� ���� U ��"�
 x0 � ε > 0� $
&
'���%� ���� �����
�� ��
�����( %���
�� U1 ⊆ U � �� f(x) < f(x0) + ε
�� U1� )���� �����	�
 g∗ = 0� �� ����* x1 ∈ U1 ����� �� g(x1) < ε�  ���

inf
x∈U

(f(x) + g(x)) ≤ f(x1) + g(x1) ≤ f(x0) + 2ε.

+����,��,
 ��� �� ��
��%�%� 
� ���� ������ U ��"�
 x0� �����
%��

�� (f + g)∗(x0) ≤ f(x0) + 2ε� -��
,
���	 �
��%����
 ε �� �����

!��" �����	�
 g ≤ g∗� �� (f+g)∗ ≤ (f+g∗)∗�  ��
% "
��%� ���
,
���	
������
� �� (f + g)∗(x0) ≥ (f + g∗)∗(x0)� ���� (f + g∗)∗(x0) = g∗(x0)� ��
(f + g)∗(x0) ≥ g∗(x0) = (f + g∗)∗(x0)� ����� ��
�� (f + g∗)∗(x0) > g∗(x0)�
-.���� � ����������% ��� ����* ��
��%������	 xm → x0� ����� ��

f(xm) + g∗(xm) → (f + g∗)∗(x0)� )�����%�� �� f(xm) > 0 ��� m > m0�

����� #� �� ����  ��� f(yk) = 0 ��� �����/ 
����
��%������� (yk) ��&

��%������� (xm)� �����

g∗(yk) = g∗(yk) + f(yk) → (f + g∗)∗(x0) > g∗(x0),

�� ��
���"
�	 ��
����
���������� ������ 0���#�/ g∗�  ��
% "
��%� ����*
m0� ����� �� xm ∈ supp f ⊆ C(f) ��� m > m0�  ��� (f + g)∗(xm) =
f(xm)+g∗(xm) 
�
m > m0� +����,��,
 ��� �� .���
#� 
�m� %��
%�%��
��

(f + g)∗(xm) → (f + g∗)∗(x0).

1�� 0���#�� (f + g)∗ ��
����
������� �������  �%�

(f + g)∗(x0) ≥ lim
m

(f + g)∗(xm) = (f + g∗)∗(x0).

-��
,
���	 ������
�
� �� �����	�
 ωf = f∗ − f∗� �� !���" �

�
��*
� !�" �� !��"�



��� �� ������	
��

��� ��	
��
��� E �������� X ��
����
 χE ���������
�
� �����

����������� ������� 
��
��� E�

���� ���� ����� E � ��	
��
��� ������������� �������� X�
f : X → R+ � λ > 0� ��	� [(λ + f)χE ]∗ = λχ

E
+ (fχE )∗�

����	����� ����� �� χE ≤ χ
E

= (χE )∗! fχE ≤ (fχE )∗! ��

[(λ + f)χE ]∗ ≤ λχ
E

+ (fχE )∗.

����	�
� �"������ ��������� � #�� 
�
� x0 ∈ X� $�%� (fχE )∗(x0) = 0!
��

λχ
E
(x0) + (fχE )∗(x0) = λχ

E
(x0) = (λχE )∗(x0) ≤ [(λ + f)χE ]∗(x0).

&���' ����� (fχE )∗(x0) > 0� (� ����	
����
 )��! ����* ���� ���

���
������ xm → x0! %� f(xm)χE (xm) → (fχE )∗(x0) > 0� +�	�

f(xm)χE (xm) > 0 	�� 	����,� m0 � m > m0� ��
�! xm ∈ E ��� m > m0�

+���
 ����
! f(xm) = f(xm)χE (xm) → (fχE )∗(x0) ��� m > m0� ��
�!

����������-� ����� ����	
���� )��! �	��
�
�

[(λ + f)χE ]∗(x0) ≥ lim
m

[(λ + f)χE ](xm) = lim
m

(λ + f(xm)) = λ + (fχE )∗(x0).

.�� x0 = lim
m

xm ∈ E! ��
� [(λ + f)χE ]∗(x0) ≥ λχ
E
(x0) + (fχE )∗(x0)�

���� ���� ����� X � ������������ �������� f, g, h : X → R+� ϕ = (Ft)
� ����� g� ��� ����	������ �� ��
������ 
��
��� supp f ⊆ C(f) �
ωf = h∗� ��	�� �� � 	�� 	�������� F ∈ Eϕ � x ∈ D(f) ∩ F �����������

�������� (f |F )∗(x) = (h|F )∗(x)� �� (f + g)∗ = (h + g)∗ + f �

����	����� (��	�
� �������� ��,�� ��' ����	�� 	� ����	�� ������/

����� ϕ� (� ����	
����
 0�� ��"���
� ���� ϕ������� ������/ gn! %�

gn
−→−→ g � R� $�%� ����������! %� ��-� ��
� ����� 	�� ����

���� ����! �� 
� �	��
�
�! %� (f + gn)∗ = (h + gn)∗ + f � ����!

����� �� f + gn
−→−→ f + g � h + gn

−→−→ h + g! �� �,�	�� � ����	
���

��
 )�0! 
���
�
�! %� (f + gn)∗ −→−→ (h + g)∗ � (h + gn)∗ −→−→ (h + g)∗� +�
�
(f + g)∗ = (h + g)∗ + f �

+���
 ����
! 
�
�� ���
���! %� g = sup
k=1,...,n

μkχFk
	� 0 = μ0 < μ1 <

· · · < μn! X = F0 ⊇ F1 ⊇ F2 ⊇ . . . ⊇ Fn �����
� (f |Fk
)∗(x) = (h|Fk

)∗(x)
��� x ∈ Fk ∩ D(f)� 1����	�
� En = Fn � Ek = Fk \ Fk+1 	�� k < n�



�������� ω�	
���
���� ��������� 
��� ������� ���

���� (Ek)n
k=0 � ��	
��
��� ��	����� X� ������� g(x) = μk �� Ek� �����

��
���
� f + g ≥ (μk + f)χFk
≥ (μk + f)χEk

��� 
������ k� ��

f + g ≥ sup
k

(μk + f)χFk
≥ sup

k
(μk + f)χEk

=
∑

k

(μk + f)χEk
= f + g.

��
�� ������ f +g = sup
k

(μk +f)χFk
�  ���������� h+g = sup

k
(μk +h)χFk

�

!�
������"#� ����� �"�������� $�% � ���� $�$� ��������

(f + g)∗ = sup
k

(μkχFk
+ (fχFk

)∗); (h + g)∗ = sup
k

(μkχFk
+ (hχFk

)∗).

 �� ��� x ∈ D(f) ��������� &� (f |Fk
)∗(x) = (h|Fk

)∗(x)� �
&� x ∈ Fk�

'������� (fχFk
)∗(x) = (hχFk

)∗(x) �� D(f)� (��� ����� f(x) = 0 �� D(f)�
)���� (f +g)∗(x) = (h+g)∗(x) = (h+g)∗ +f(x) �� D(f)� !�	����� �����
x ∈ C(f)� ���� 0 ≤ h∗(x) ≤ h∗(x) = ωf = 0� )���� x ∈ C(h) � h(x) = 0�
���� (f + g)∗(x0) = g∗(x) + f(x) = (h + g)∗(x) + f(x)�

������� ��	� ����� X � ��	�
���
��� 	������� f, g : X → R+� h : X →
R+� ϕ = (Ft) ����� g∗� ��� ��
�������� �� ��������� ������� g∗ = 0�
supp f ⊆ C(f)� ωf = h∗ � f � �������	������� � ��
��� x ∈ supp g�
����� ���� (f |F )∗(x) = (h|F )∗(x) �� D(f) ∩ F �
� ����
����� F ∈ Eϕ� ��

ωf+g = (h + g∗)∗�

���������� '����� 	 ����� $�* +���,� ωf+g = (f + g∗)∗ − f � ��-
��� �
������"#��� ����� $�� ��� .��
/�0 f � g∗ � h� ��������� &�
(f + g∗)∗ = (h + g∗)∗ + f � )��� ωf+g = (h + g∗)∗�

� ��������	 
��� 
�
�������
�� �������

������� 
��� ����� X � ��	�
���
��� 	������� g : X → R+� g∗ = 0 �
(fn)∞n=1 � 	��
���������  !��"�� fn : X → R+� 	��
��!� supp fn ⊆ C(fn)

� supp fm ∩ supp fn ⊆ C(fn) �
� m > n� � ��� f =
∞∑

n=1
fn ����������

�#����� � �
� ������� ������ N  !��"�� sN =
N∑

n=1
fn �������	�������

� ��
��� x ∈ supp g� ���� ωf+g = sup
n

ωfn+g�

���������� '"����� ������
� 	�������0 "�����
 �� "����
� �
�����-

��1 �������"����� (fn)N
n=1� 2
&� ��#� ������� ����"���3���� ��� �
��-

�����4 �������"�����0 (fn)N
n=1� �� ωsN+g = sup

n≤N
ωfn+g� (��� �����



��� �� ������	
��

sup
n≤N

ωfn+g → sup
n

ωfn+g ��� N → ∞� �	
� sN
−→−→ f �
������ ���������

�
����� �� R� �������� �� ��
���
���� ���� ωsN+g
−→−→ ωf+g� ����� �� 

���� ωf+g = sup
n

ωfn+g�

!���	
 "#�
�� �������� $� f =
N∑

n=1
fn� �	� �
���%� N ∈ N� &
���
 

�� ����# x0 ∈ X� !
'�� I = {n ≤ N : x0 ∈ D(fn)}� (�$� I = ∅� ��

ωg(x0) = ωg+fn(x0) = ωg+f (x0) 
 ��
 ����#�
	�� !
'�� �
�
� I 	= ∅� )�� 

%	��
�� *#��+
� f ′ =
∑
n∈I

fn 
 f ′′ =
∑

n≤N,n �∈I

fn� ,��
	��� f ′′ �
�
�
���� �

���+
 x0� 
 f = f ′ + f ′′� �� �"� g(x0) = 0� �"� f ′ ����
�
�
�
���� � ���+


x0� -�
� ��%�� ωf+g(x0) = ωf ′+g(x0)� !
'��

U = X \
⋃

n<m;m,n∈I

supp fm ∩ supp fn.

,��
	��� supp fm ∩ supp fn ⊆ C(fn) 	� x0 �	� ���
	���' m,n ∈ I � m > n�

�� U . ��
	 x0� -�
� ��%�� supp fm ∩ supp fn ∩ U = ∅ �	� m,n ∈ I �

m 	= n� �� 	
��/ ��0 1
2 �����
��� $� (f ′ + g)∗(x0) = f ′(x0) = 0� �	


0 ≤ (fn + g)∗(x0) ≤ (f ′ + g)∗(x0) = 0 �	� n ∈ I� ���# (fn + g)∗(x0) = 0�

�������� ωf+g(x0) = ωf ′+g(x0) = (f ′ + g)∗(x0) 
 ωfn+g(x0) = (fn + g)∗(x0)�
�	
 f ′(x) + g(x) = sup

n∈I
(fn(x) + g(x)) �� U � ,��
� ����������3� �
�
�

��
���
��� ��4� ��
������ $�

ωf+g(x0) = sup
n∈I

(fn + g)∗(x0) = sup
n∈I

ωfn+g(x0) = sup
n≤N

ωfn+g(x0),

���
� ��$� m 	∈ I� ��

ωfm+g(x0) = ωg(x0) = g∗(x0) ≤ (fn + g)∗(x0) = ωfn+g(x0)

�	� ���
	���%� n ∈ I�

��� �����	
��
 �� �� �������� �� �� ������
������� ��
��� �
	
� �
�����
������
 �
�
�
�����  ������ !�"��#
� ������� �� $
!����� �
����
����
��
��
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�������� ω�	
���
���� ��������� 
��� ������� ���
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