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	 ���
����� ������
�
� ����� X  �����	�
�� L1!

�	�	�"���� �	����	����
� ������"��� ��	���#��� ������	��� ��$

��#�� � ����	��
 �������
� %	�� �&	 X ��	
	�'��� �	 l1! �&	 
�$

�
�
� �����	�
��! ��	
	�'��� �	 l2�

� �����

�������� �	
	�	����� 

	���
� T � ���� ��� � �
��
���
�
 
�
��
��
X � �
��
����� 
�
���� Y ����������� ������������� ���
 ����� �	
	�
�	����� 
�	��	��� 

	���
� T−1 : Y → X� �
��
���� 
�
��
�� X � Y
������ ���� ������������ ���
 ����� ��
�
�!��� T : X → Y. "�����
(xn)∞n=1 �� (yn)∞n=1 � �
��
����# 
�
��
��# X �� Y ���

����
 �������
 ���� 	
����
	������� ���
 ����� ��
�
�!��� T : X → Y � ������ �

Txn = yn �$� �
%�
�
 n ∈ N� &
�$��
������ (xn)∞n=1 ����������� 
�����

����������� ���
 0 < inf
n∈�

||xn|| ≤ sup
n∈�

||xn|| < ∞� '����	��� 
��
�
����
X1 ����#
�
�
 
�
��
�� X ����������� ���������
����� ���
 ����� ���
���	��� 
��
�
���� Y1 
�
��
�� X ������ �
 X = X1 ⊕ Y1� �
��
 �$�
�
%�
�
 x ∈ X ���� �� ����� x1 ∈ X1 � y1 ∈ Y1� ����� �
 x = x1 + y1.

&�(�!$
 � )�* �
���� �
 ���
 
�
���� L1 �$���� 	�����$	���
��� ���	�
��
���# �� �	�	+
� �� [0, 1] !���,�� �
��$�������� � 
���� ���� ��
-#
�����	��# 
��
�
��
��� X � Y � �
��
 L1 = X ⊕ Y � �
 #
.� � 
��� � ,�#

��
�
��
��� ��
�
�!��� �
 L1�

��� �����	
� �
� 
���� ���
�� �����
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L1� ��
� ��
�
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� �
 ��
��
�� l1 ���
����
 ���
��
� �
����
��
�����
�
 ��
�
��
 �
�
��� �������� �
������ ���� ����� ��!
 �� ��
��
��
�
����������� �
�� ���
"���	�� �����
�
�#

�������� 	
	
 ��
 �
��� �	��
 ����� X � ��	�
��
�
���� 	���

	������ L1� �� ���
�����
� X ���������� �� L1 ��� �� l1�

$ ��%���� � &
� ��
�
��
 �
�
��� ����!� ��
 �
�!���� �����
�
'
���� �����
��
��� L1� �
������ �����
��
���� ��� � ���
������ ������
(

�
�
��
 �
����
��
��� ������ �
� �
����
�
� ���
!
�#

)
����
�����	 (xn)∞n=1 �
����
� ����&�� xn : [0, 1] → R ���
����	��
	��
���
����� ����
����� 
�	����
�� 
�
� ��� ��*
 ��� �
���	�
�

n ∈ N � ��������� [a1, b1], ..., [an, bn] ⊆ R ��� ���&� �������� �������	

μ({
n⋂

k=1

x−1
k ([ak, bk])}) =

n∏
k=1

μ(x−1
k [ak, bk])� �� μ + ������� ���� ,���-�#

.�������������	 ������
��
���
� �
����
��
���� ������ �
� �
���'
�
�
� ���
!
� � L1 ���������
�� ���
�� ��
��
�� l1 �
�!��
 ,# /
� �
0# 1����	
�� � 234 � 
��� ��
 �������
� �����	���#

������� 	
�
 ��
 ���� �
 �������� ����
 ����� (xn)∞n=1 � �
����

�����
��� 	��
���
����� ����
����� 
�	����
�� 
�
� �� xn ∈ L1� !���

����"	�� "��
� ��
����
���#

$�% (xn)∞n=1 ��
�
�
����� �����������" �����" 
 l1&

$��% ���"��� δ > 0 � 	��
���
����� (En)∞n=1 
������� ������ En ⊆
[0, 1]' ����' (� ���

∞∑
n=1

μ(En) ������� �
∫

En

|xn|dμ ≥ δ �
� �����)� n ∈ N�

5���� 
�
� *
 �������&�� 6�7⇒ 6��7 ��� ���&� ��� �
���	�
( ������
�'
�
���
( �
����
��
��� (xn)∞n=1 � L1# 8
�� �
��
��� � 
��
�
 �
������	
�

�����	���� ,# /
�� 294#

8
�!���� �
���	 �����������
��� �
����
��
���� ������ �
� �
���'
�
�
� ���
!
� � ��
��
��� Lp �
����
� ����&�� �� [0, 1] � ������
��
�
p'
� ��������� �� p ≥ 1, ���������
� ���
��� � ����
!�
� ��
��
���
���� ���� �
!��
� � ���
�
( ������
��� :��!
�� 2;4#

<���� (rn)∞n=1 + �
����
�����	 ����&�� =���������

rn(t) = sign sin(2nπt), t ∈ [0, 1].

/�� �
���	�
� m ∈ N� p ∈ [1, +∞) � �
����
��
��� (an)∞n=1 �������� an ∈



��� ��������	
� ���
�
���	


R ������	
��
 ���
���� ��������
�

A(0)
p (

m∑
n=1

a2
n )

1
2 ≤ (

∫
[0,1]

|
m∑

n=1

anrn(t)|p dμ)
1
p ≤ B(0)

p (
m∑

n=1

a2
n )

1
2 ,

��

A(0)
p =

{
1√
2
, p ∈ [1, 2),

1, p ∈ [2, +∞),
B(0)

p =
{

1, p ∈ [1, 2],
O(

√
p), p ∈ (2,+∞).

� ��� �
 ��������
� ���� ����������� �� ������� k����
��� ����
���
���������� ���������� ���� �� xn ∈ Lp � �������! �������!" 
��
�∫
[0,1]

xn dμ = 0# $����� ��� p = 1 �������	 ���
����% ������
�
#

������� ��	� 
���� 
����� ��
� ������ ����� ����� (xn)∞n=1 �

��	
����� ��
�������
�� ���������� ���������� ������� xn ∈ L1 �∫
[0,1]

xndμ = 0 ��� ������� n ∈ N� �	���
� sup
n∈�

∫
[0,1]

|xn|4dμ < +∞� ����

�
����� A,B > 0 ����� �� ��� ��������� n ∈ N, a1, ..., an ∈ R

A
α3

2

β2
4

(
n∑

k=1

a2
k

)1/2

≤ ||
n∑

k=1

akxk|| ≤ β2B

(
n∑

k=1

a2
k

)1/2

,

�� α2 = inf ||xn||2, β2 = sup ||xn||2 � β4 = sup ||xn||4
�������� ���� ����� (xn)∞n=1 � �������	
����� ��
�������
�� �� 

�������� ���������� ������� xn ∈ L1 � �������
 
�	����
 ����� ��

sup
n∈�

∫
[0,1]

|xn|4dμ < +∞� ���� (xn)∞n=1 ������������ 
�����	���
� !���
�

� l2�

&��� �
�


 �����
 ��� ��� ���' ����
����
�% ����
����" 
�� 	 ���
!�����
! ����%��( �������� ���!������ �����������
�% ���������� ���
�������� ���� �� � L1 � �������! !�
�!�
� ��! ���������
!" ����� �

��� ������	 ����� ���� ��� ���# )�
���
 ��� ����������
 
���� ����
�
���� ���� ���
������ *# )�����!" � �����������
� 
���� +�����% ���
�
��� ����� ��
�������
�� "���#�� ���� $���
���	�#



�����������	� 
���
�� 	��� ������������� ���

� ��������	
	��
� 
�������	��
�� ��	���� 
�
�

���������� �
�	���
	�� ������� � 
���
����

l1, l2.

����� d ∈ (0; 1
2 ]. �������� 	
�� �
���
���
 	�
���
 ��	���� rd :

[0, 1] → R,

rd(t) =
{ 1

2d , t ∈ [0; d];
− 1

2(1−d) , t ∈ (d; 1].

�
����
�	���� (xn)∞n=1 	�
����	�� ������
��� ������	 (xn)∞n=1 :
[0, 1] → R 	�
���
 �����������	� ������� 	
�� �
���
���
� ��������

��� �����������	� (dn)∞n=1 �
��� dn ∈ (0, 1
2 ]� �� 
 ��� �
�	
!
 n ∈ N

��	���" xn � rdn 
�	��
�
 #

�
����	�� �
$�
 μ(t ∈ [0, 1] : xn(t) = 1
2dn

) =
dn � μ(t ∈ [0, 1] : xn(t) = − 1

2(1−dn)) = 1 − dn.

%�������
�  
 ������	� �
����
�	���� ��	���� &�������#� �
#
'

���	� �
����
�	���� (dn)∞n=1� �
�� dn = 1
2 ��� �
�	
!
 n ∈ N.

% ��
#��� �() ��!�
 �������* 	�����	�� ����(

�������� 	
�
 ���
� (xn)∞n=1 � �����������	� ������� 	
�� �
���
�

���
 � ����	��� L1� ��������
 �����������	� (dn)∞n=1 �
��� dn ∈ (0, 1
2 ].

 ��� �
�	���� ����
 ������
����!

"�# (xn)∞n=1 �����
���	�
 �	
��
�	���� $
%
�� � l1&

"��#
∞∑

n=1
dn � %$���
�'

��
������
 +��,⇒+�,( -�� �
�	
!
 n ∈ N �
������
 En = {t ∈ [0, 1] :

xn(t) = 1
2dn

}. %�������
�  
 μ(En) = dn, �
�� #��
∞∑

n=1
μ(En) 
$��	��(

.#�� �
!
�
∫

En

|xn(t)|dμ = μ(En) 1
2dn

= 1
2 . /���� 
!��	
 
 ��
#��
� �()

�
����
�	���� (xn)∞n=1 ��������	�	� ���	��#�	
�� $�
��� � l1(

+�,⇒+��,( ����� (xn)∞n=1 ��������	�	� ���	��#�	
�� $�
��� � l1. 0
'
�� 
!��	
 
 ��
#��
� �() ��	���� δ > 0 � �
����
�	���� (En)∞n=1 ����#'

	�� �	
��	 En ⊆ [0, 1]� �����  
 #��
∞∑

n=1
μ(En) 
$��	�� �

∫
En

|xn|dμ ≥ δ(

/������� dn ∈ (0; 1
2 ]� �
 1

2dn
≥ 1

2(1−dn) � �
�� δ ≤ ∫
En

|xn|dμ ≤ μ(En) 1
2dn

.

/���� dn ≤ μ(En)
2δ ��� �
�	
!
 n ∈ N� 
����� �������*�  
 #��

∞∑
n=1

dn


$��	��( ♦
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� ���
�
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� ����	� 
���
 � ������	�� �������� ��� ����������� �������� ��!

��������

�������� 	
	
 ����� (xn)∞n=1 � ��	
���
��	�� ������� ���� �����

������ 
 L1� ��������� ��	
���
��	�� (dn)∞n=1 ��	�
 dn ∈ (0, 1
2 ]. ����

��	����� ���
� ��
��	�
����

 �! (xn)∞n=1 ��
�
�
����� 	����������� "�#�	� 
 l2$

 ��! �	��% ε > 0� ����� &� dn > ε �
' �����(� n ∈ N.

���
�
���
 "�#⇒"��#� $���������
 %� inf
n∈�

dn = 0. &��� ����� �����!

��'����� (nk)∞k=1 ����������( )���� nk ∈ N
 ����
 %� ���
∞∑

k=1

d′k �
���� 


�� d′k = dnk
� *������� �������'����� (yk)∞k=1 ���������( '������'�( '�!

��)�� yk = xnk
� �������'����� +���,� ���� -�����(���
 ����������

�������'����� (d′k)
∞
k=1
 �� �	���� � ��������� .�� �������'����� (yk)∞k=1

��'�'������� ������������ 
����� ' l1
 %� ������)�� (i)�
"��#⇒"�#� /�(� ε > 0 � dn > ε ��� �����	� n ∈ N� &���

∫
[0,1]

|xn(t)|4dμ =

1
16d4

n
dn + 1

16(1−dn)4
(1 − dn) = 1

16( 1
d3

n
+ 1

(1−dn)3
) ≤ 1

16( 1
ε3 + 8).

*���
 �	���� � ��������� ��� �������'����� (xn)∞n=1 ��'�'������� ����!

�������� 
����� ' l2� ♦
� ��������' .�� � .�. '����'��
 %� �������'����� (xn)∞n=1 +���,� ��!

�� -�����(���
 xn ∈ L1
 �� ��'�'������� ������������ 
����� ' l2 ���� �
������ ����
 ���� ����� ����������'����� (xnk

)∞k=1
 ��� ��'�'������� ����!

�������� 
����� ' l1� � ����	� 
���
 �������'����� (xn)∞n=1 +���,� ����

-�����(��� ' L1
 ��������� �������'����� (dn)∞n=1 )���� dn = 1
n 
 �� �

��'�'�������� ������������ 
����� ' l1
 � ����� 00 ����������'����� ��

� ��'�'�������� ������������ 
����� ' l2� &��� �������� '������ ��!

������ ��������

������� 	
�
 ����� (xn)∞n=1 � ��	
���
��	�� ������� ���� �������

����� xn ∈ L1� '�� �� ��
�
�
����� 	����������� "�#�	� 
 l1) *� �	��%

"
���"�#�	 ����+ ��	
���
��	��� '��� ��
�
�
������ 	����������� "��

#�	� 
 l2,

/�	������
 %� �������'����� (xn)∞n=1 
���(�'�	� �������� X ����'�!

����� "�#�	��� ��	
���
��	��
 ��%� '��� � 
������ �����	� �����������

X0 ⊆ X "������ ���'���
 
������ � ��������� �'��0 ���� ��0 �
������#�

1�	�� 
�)���
 %� ��'����� �������'����� (xn)∞n=1 ���������( '����!

��'�( '���)�� � ���������� ' L1
 ��
�� ��� ��'�����0 �������'�����



�����������	� 
���
�� 	��� ������������� ���

�����	
� (an)∞n=1 �
����� ����
����
���

(
||

n∑
k=1

akxk||
)∞

n=1

� ���������� �

���� � ���
���� ����
����
����

����� (xn)∞n=1 � ���
��� ����
����
��� �������� � �	����	! X�

(an)∞n=1 � ����
����
��� �
��� an ∈ R 
 0 ≤ i1 < i2 < ... � ���!	����


�
���� "���
����
��� (yn)∞n=1 ���!����
� �����	
� � ��������#! �	����$

	
 X,

yn =
in+1−1∑

i=in

aixi

���
������� ���������	�
 ���
���% ����
�������
 (xn)∞n=1�

&��
 #
 ������#�� '� �
����� (�) #�� ���
�
��! �
����
���

� ��������� 	
��
�����

*������! ������#� ���	������� '� ����� �+
��
 ������� ����
�

,!��+
� �� ����� �#
��
�� ��
 #
 �!��#� �
��	
����!���
 �	
 ��������


������� � 	��!�����!�

���������� 	
�
 ��
�� n ≥ 2, x1, ..., xn ∈ [0; 1
2 ] ����� �� x1 + ... +

xn ≤ 1 � k ≤ n� ����

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k

∏
i∈I

xi

1 − xi
≤ 2

k

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k−1

(∏
i∈I

xi

1 − xi

)

�
�������
 -�!���
#�� '�∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k

∏
i∈I

xi

1 − xi
=

=
1
k

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k−1

⎛
⎝∏

i∈I

xi

1 − xi

∑
j∈{1,...,n}\I

xj

1 − xj

⎞
⎠ ≤

≤ 1
k

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k−1

⎛
⎝∏

i∈I

xi

1 − xi

n∑
j=1

xj

1 − xj

⎞
⎠ =

=

n∑
j=1

xj

1−xj

k

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k−1

∏
i∈I

xi

1 − xi
≤



��� ��������	
� ���
�
���	


≤

n∑
j=1

xj

1− 1
2

k

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k−1

∏
i∈I

xi

1 − xi
≤

≤ 2
k

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k−1

(∏
i∈I

xj

1 − xj

)

♦
���������� 	
�
 ����� n, k ∈ N, 9 ≤ k ≤ n, a1, ..., an ∈ [0; 1

4 ] ����	


� a1 + ... + an ≤ 1� 
���

∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k

∏
i∈I

ai

1 − ai
≤ Ck

n

1
(n − 1)k

.

�
�������
 ������	
�� 
� ���������� ������� f(x1, ..., xn) =∑
I⊆{1,...,n}, |I|=k

∏
i∈I

xi
1−xi

�� ��
������� 
���	�� K = {(x1, ..., xn) ∈ [0; 1
4 ]n :

x1 + ... + xn ≤ 1} 
�� ��������� �������� !�"�� y0 = (y1, ..., yn) # �����


��$	
�
� ������% f �� K &�����
�� 
� y1 = y2 = ... = yn = 1
n . '$����(

�	 ������� f $���)� ���$��� �� [0; 1
4 ] ��*��$�� �����% �
����% �����
��

�� y1 + ... + yn = 1 

&�	��$�	
�� 
� y1 < y2 +��)����
� ������, ϕ(x) = f(x, y1 + y2 −
x, y3, ..., yn) �� [y1, y2] � *�$��*	
� %% �� ��$���
�
 

&�����	
� y1 + y2 = 2a, α =
∑

I⊆{3,...,n}, |I|=k

∏
i∈I

yi

1−yi
, β =∑

I⊆{3,...,n}, |I|=k−1

∏
i∈I

yi

1−yi
� γ =

∑
I⊆{3,...,n}, |I|=k−2

∏
i∈I

yi

1−yi
.

-�*�

ϕ(x) = α + β(
x

1 − x
+

2a − x

1 + x − 2a
) + γ

x

1 − x
· 2a − x

1 + x − 2a

�

ϕ′(x) = β(
1

(1 − x)2
− 1

(1 + x − 2a)2
) + γ

2(a − x)(1 − 2a)
(1 − x)2(1 + x − 2a)2

=

=
4β(1 − a)(x − a) + 2γ(a − x)(1 − 2a)

(1 − x)2(1 + x − 2a)2
=

=
2(2β(1 − a) − γ(1 − 2a))(x − a)

(1 − x)2(1 + x − 2a)2
.



�����������	� 
���
�� 	��� ������������� ���

� �����	�

� �
� ��������� �� β ≤ 2
k−1γ
 ������ ����������� ��

0 ≤ a ≤ 1
4 � k ≥ 9, ����� 2β(1 − a) < 2β ≤ 4

k−1γ = γ(1 − 2a) 4
(k−1)(1−2a) ≤

γ(1 − 2a) 8
k−1 ≤ γ(1 − 2a)
 ��	�� 2β(1 − a) − γ(1 − 2a) < 0 � ���� �����

x = a � ������ ��� ����� !�
�"�# ϕ 
� [y1, y2]
 � �
��$� %���� &$��
� &

��%���� ����� y0 ����� x = y1 � ������ ��� ����� !�
�"�# ϕ 
� [y1, y2]

����� ��
��� �� ��������  ������
� �'


��	�� y1 = y2
 (
���$��
� �������' �� �� y1 = y3 = ... = yn. ��)

��� ��
��� y0 = ( 1
n , ..., 1

n) � f(a1, ..., an) ≤ f( 1
n , ..., 1

n) = Ck
n

( 1
n

1− 1
n

)k

=

Ck
n

1
(n−1)k 
 ♦
���������� 	
	
 ����� k, n ∈ N, k, n ≥ 2, a1, ..., an ∈ [0, 1

k ] ����	

� a1 + ... + an ≤ 1. ��
�

(1 − a1) · ... · (1 − an) ≥
(

1 − 1
k

)k

.

���������
 *�&$��
��� !�
�"�� f(x1, ..., xn) = (1−x1)·...·(1−xn) 
�
�������
�+ �
�	�
� A = {(x1, ...xn) ∈ R

n : 0 ≤ xi ≤ 1
k , x1 + ... + xn ≤ 1}.

,���+ y0 = (y1, ..., yn) - ����� ��
����� !�
�"�# f 
 .���	���� ��

yi = 0 �%� yi = 1
k ��� ��	
�$� i = 1, ..., n.

.���� ����� �� yi ∈ (0, 1
k ) ��� �����$� i ∈ {1, ...n}. /�& �%��	�
'

&�$��'
� �� �� ��	��� ���	���� �� i = 1. �����	���� �� ���� � 
��

j ∈ {2, ..., n}, ����� �� yj ∈ (0, 1
k )
 0������� ���� yj ∈ {0, 1

k} ��� ��	
�$�

j ∈ {2, ..., n}� �� y1 + ... + yn = m
k ≤ 1 − y1 < 1
 ���� y1 + ... + yn ≤ k−1

k �

��%�� 1
k + y2 + ... + yn ≤ 1, ������� f( 1

k , y2, ..., yn) < f(y1, ..., yn)� ��

 ��������' ��%��� ����� y0.

��	�� 
���+ y1, y2 ∈ (0, 1
k )
 1��� y1 + y2 ≤ 1

k , �� (1 − y1)(1 − y2) >
(1 − (y1 + y2))
 ���� (0, y1 + y2, y3, ..., yn) ∈ A � f(0, y1 + y2, y3, ..., yn) <
f(y1, y2, y3, ..., yn)� �� 
���	����


1��� 	 y1 + y2 > 1
k , �� (1 − y1)(1 − y2) > (1 − 1

k )(1 − (y1 + y2 − 1
k )),

������� ( 1
k , y1 +y2− 1

k , y3, ..., yn) ∈ A� �� &
���  ��������' ��%��� �����

y0.

��	�� yi ∈ {0, 1
k} ��� ��	
�$� i ∈ {1, ..., n}. � ���'�� y1 + ...+yn ≤ 1�

�� �
�	�
� i ≤ n : yi = 1
k �� ���' 
� %��'��� 
�	 k �����
���
 ����

(1 − y1) · ... · (1 − yn) ≥ (1 − 1
k
)k.

♦



��� ��������	
� ���
�
���	


��� ��	
 ��
���� ����� �������� ������ ���
�
��� �
�
��� ��� �	

�

������� ����	�
����� ��
��������� 

���������� 	
�
 ����� x : [0, 1] → R � ��	
��� 
����
�� (αn)∞n=1

� ������ ��������� ����
����
��� ����� αn ∈ R� lim
n→∞αn = ∞� α0 = 0 


An = {t ∈ [0, 1] : |x(t)| ≥ αn−1}� ���
∫
[0,1]

|x(t)|dμ ≤
∞∑

n=1

μ(An)(αn − αn−1).

�
�������
 !��������� "� An \ An+1 = {t ∈ [0, 1] : αn−1 ≤ |x(t)| <
αn}. #�$��%��� ����
�� &�����' y ��������� %����( y(t) = αn, ��"�

t ∈ An \ An+1 !
�$������ "� |x(t)| ≤ y(t) 	�� ������� t ∈ [0, 1] 
)�	�

∫
[0,1]

|x(t)| dμ ≤
∫

[0,1]

|y(t)| dμ =
∞∑

n=1

αn(μ(An) − μ(An+1)) =

= α1(μ(A1) − μ(A2)) + α2(μ(A2) − μ(A3)) + ... =

= μ(A1)(α1 − α0) + μ(A2)(α2 − α1) + ... =
∞∑

n=1

μ(An)(αn − αn−1).

♦

� �������� 	
��
����

# 	����� ������ �� 	��� ��$������ ��	����	� �� ������� � * 

+��%���� 	��
	
�� 	�������
 ��

	�
���� ��
 
�$�� $ ��

	�
����

* , 	���� ���������� ������� $��%
��� ���
�
��� �
�
�� ��	 ��	����	��-

������ &�����. ���� /�	
��-

� 

���� �
�
 ����� k, n ∈ N, k, n ≥ 2, d1, ..., dn ∈ (0, 1
k ] ���
�  �

1− 1
k ≤ d1+...+dn ≤ 1, 
 x1, ..., xn � ������!�
 
����
" ���� #���	������

�����!��
 ��$���	 d1, ..., dn, z =
n∑

i=1
2di(1−di)xi, m ≥ 8 
 A = {t ∈ [0, 1] :

|z(t)| ≥ m}. ���


μ(A) ≤
(

1
(m + 1)!

+
1

(m + 2)!
+ ...

)
.



�����������	� 
���
�� 	��� ������������� ���

���������� ��� ��	
�� �
�	


 I ⊆ {1, ..., n} = I0 ���������

AI =
{
t ∈ [0, 1] : xi(t) = 1

2di
��
 i ∈ I, xj(t) = − 1

2(1−di)
��
 j ∈ I0 \ I

}
.

�������
 (xi)n
i=1 � 
�����	
� �
������� ���
�


� ��� ���������


�����	�

� � �� ��!��

μ(AI) =
∏
i∈I

di ·
∏

j∈I0\I
(1 − di) =

n∏
i=1

(1 − di) ·
∏
i∈I

di

(1 − di)
≤
∏
i∈I

di

(1 − di)
.

���� ����� z(t) =
∑
i∈I

(1 − di) +
∑

i∈I0\I
(−di) = |I| −

n∑
i=1

di 	
� ��
����

t ∈ AI �

����������� ��
n∑

i=1
di ∈ [1 − 1

k , 1], �	��
���� �� z(t) ∈ [|I| − 1, |I|).
����

A =
⊔

|I|≥m+1

AI =
n⊔

l=m+1

⊔
|I|=l

AI .

������ �������������� ����	
���� ��� � ��� �� l ≥ 3� �	��
���

μ(
⊔
|I|=l

AI) =
∑
|I|=l

μ(AI) ≤
∑
|I|=l

∏
i∈I

di

(1 − di)
≤ C l

n · 1
(n − 1)l

=

=
1
l!

n!
(n − 1)l · (n − l)!

=
1
l!
· n(n − 2)

(n − 1)2
· n − 3
n − 1

· . . . n − l + 1
n − 1

≤ 1
l!

.

��	� μ(A) =
n∑

l=m+1

μ(
⊔

|I|=l

AI) ≤
∞∑

l=m+1

1
l! . ♦

 ������� ������� ! �������� ��"�
#����� 	���$ �������

������� ��	� ����� (xn)∞n=1 � ��	
���
��	�� ����
����� �������

���� ����������� xn ∈ L1� ����� �� (xn)∞n=1 �� ��
�
�
����� 	����

�������� ����	� 
 l1�  ��� �	��! �
�������	 ����" ��	
���
��	��� #���
��
�
�
������ 	����������� ����	� 
 l2�


�����

��  ���% ���
�	������# (xn)∞n=1 ����	
��� ���
�	�������

(dn)∞n=1 ����
 dn ∈ (0, 1
2 ]. & ���
�	�� ��' ���
���!� �� ��	

∞∑
n=1

dn ��"(�)


��%�



��� ��������	
� ���
�
���	


����� 	
��
 ε > 0 ����� �� ������� Nε = {n ∈ N : dn > ε} �

��
�	������� ��������
�� �������� ������� Nε � ��
�	����	
��� �� ��

Nε = {nk : k ∈ N}� !��	 ��
�	����	
�� (xnk
)∞k=1 � ��
�	����	
�� "���#	�

���� $���������� ��������� ��
����% ��
�	����	
�% (dnk
)∞k=1� �������

&'	��� & ��
�	���� (�( ��
�	����	
�� (xnk
)∞k=1 ���	�������� 
�����������

 �&�
� � l2�

����)���
� ��&'�*���� �������� ���� ������� Nε 
�	������ ��*

�����'� ε > 0� �� �� lim
n→∞ dn = 0� +
�	����� ��	� ��'�� �*�

∞∑
n=1

dn ��& 	,

����� ��� ������
����%�� ������	� -�)	� ����� �� ���� �	���
�	���,

�	
�� (dni)
∞
i=1 	 
���'� &��
��%�� ��
�	����	
�� (ik)∞k=1 �����	� ik ∈ N

���� �� ��* �����'� k ∈ N ������%��
* ��
����	 �����.

/01 ai ∈ [0, 1
k ] ��* �����'� i ∈ {ik, ik + 1, ..., ik+1 − 1}2

/31 1 − 1
k ≤ aik + aik+1 + ... + aik+1−1 ≤ 1�

�� ai = dni ��* �����'� i ≥ i1�

4�* �����'� k ∈ N ���������

zk =
ik+1−1∑
i=ik

2(1 − ai)aixni .

5�������� �� ��
�	����	
�� (zk)∞k=2 � ���&	��������� 	 ���	��������


�����������  �&�
� � l2� ��"	�
�
�� k ≥ 2� 5�&������ A = {t ∈ [0, 1] :
xni(t) = − 1

2(1−ai)
, ik ≤ i < ik+1}� +
�	���� (xni)

ik+1−1
i=ik

��&�����	 �����,

���	 ��������� �� μ(A) = (1 − aik)(1 − aik+1) · ... · (1 − aik+1−1). !�����
��������)� /31 	 ���������* 6�6� ��������

μ(A) ≥
(

1 − 1
k

)k

.

��������� ������ ��
∫

[0,1]

zk dμ = 0, zk(t) = −(aik + ... + aik+1−1) ��*

�����'� t ∈ A 	 A ⊆ B = {t ∈ [0, 1] : zk(t) < 0}. !���

||zk|| = −2
∫
B

zk(t) dμ ≥ −2
∫
A

zk(t) dμ ≥ 2
(

1 − 1
k

)k

(aik + ... + aik+1−1) ≥

≥ 2
(

1 − 1
k

)k+1

≥ 2
(

1
2

)3

=
1
4
.



�����������	� 
���
�� 	��� ������������� ���

����� 	
��
�
��
��� (zk)∞k=2 � ����
�
��
����� � ����
��� ��� ��	���

���� �
 �
������
 	
������� �


sup
n∈�

∫
[0,1]

|zn|4 dμ < ∞.

 
������
 α0 = 0 
 αm = m4 ��! �
��
"
 m ∈ N� #
�
 � ���� ���

��	������ �
 	�� m ≥ 9 
 n ∈ N ����


μ(Amn) ≤
∞∑

i=m

1
i!

,

�� Amn = {t ∈ [0, 1] : |zn(t)| ≥ m − 1} = {t ∈ [0, 1] : |zn(t)|4 ≥ αm−1}.
#
�
 �"
��
 � ���������!� $�� ��! �
��
"
 n ∈ N ����


∫
[0,1]

|zn|4 dμ ≤
∞∑

m=1

μ(Amn)(αm − αm−1) ≤ ((α1 − α0) + ... + (α8 − α7))+

+
∑
m≥9

μ(Amn) · (m4 − (m − 1)4) ≤ α8 +
∑
m≥9

∞∑
i=m

m4 − (m − 1)4

i!
=

= α8 +
∞∑

i=m

(α9 − α8) + ... + (αi − αi−1)
i!

≤ α8 +
∞∑
i=9

i4

i!
= 84 +

∞∑
i=9

i4

i!
= C.

����� sup
n∈�

∫
[0,1]

|zn|4 dμ ≤ C < ∞. ♦

#�	�� ��"�
 
���������! �����	�� ��
�����

������� ��	� ����� (xn)∞n=1 � ��	
���
��	�� �
�������� ����
��

���� 
������
�� 
�
���� � ��
��
�� 	�������� X = sp [xn : n ∈ N]� ����
X ��� ���������� �� l1� ��� ��	���� ������	���� ���������� �� l2�


�����

�� ���
���� �������
��� %��� ��	���
������! 	
�	�
��
�

���� &���'
�
"
 	�
��
��� �
 �
�
����( &���'
� 	�
��
� � �������
��)

%��� *��	������� 	�
��
�� 
�
�
�+��( �
 l1, �� �
����� 	
�	�
��
�
��

�
�
�+��' �
 l2� #
�� �
������
 	
������� �
 !��
 X �� 
�
�
�+��(

�
 l1� �
 �
� �
����� 	
�	�
��
�� 
�
�
�+��( �
 l2�

-�! �
��
"
 n ∈ N 	
������
 yn = xn
||xn|| � ��������
� �
 (yn)∞n=1 �

�
��
���� 	
��
�
��
��� ��
���.��' ���������' ��	���
��' ����.�� �

����
��� ������
�� �
&�
� 
���� 	
��
�
��
��� δn .���� δn ∈ {1,−1} �����



��� ��������	
� ���
�
���	


�� ����	
���	�
� zn, 
� zn = δnyn 
�� ������� n ∈ N � �� ����	
���	�
�

�����	� 
��� ��
������� 	 X = sp [zn : n ∈ N]�
 ��	���� X �� 	!�������� 
� l1" 
� ����	
���	�
� (zn)∞n=1 �� ���	��#

���
�� �
��
��
���� $�!��� � l1� %��� !�	
�� ! 
������& '�( 	���) $���#
$�!�� ����	
�����
	 (zn)∞n=1" ���� ���	�����
��� �
��
��
���� $�!��� �

l2" !������" � X 	���) �	
����
	�" 	!�������� 
� l2� ♦
%���� �����
�� ������) ���
���� ��
�����

������� ���� ����� (xn)∞n=1 � ��	
����� ��
�������
�� �������

���� ���������� ������� � �������
 
�	����
� X = sp [xn : n ∈ N] �

X �� 
�
���� ����	�
��	��� ���
�	���� �� l2 �
�� ���
����
�� ��	��

�
�
��������� l1� !� �"��#$����� X ���
�	���� �� l1 ���
�������
��

(xn)∞n=1 ������������ 
�����	���
� "���
� � l1�%

��� ����� 	
 ��� 
�������� �
 
�������� �� L1 ���������� L1. 
���
����
 � ����

� ��� �
 
 � 	
  !"#  $


� � %
�
 &��� �
 
�������
 	��'������� �� Lp ���� ��������� ������� �(
����������� �����) *�����+�� ,, -�)������� �����)�����
 � ����
 � ��� �
 

� 	
 �.�#��$


�"� %
�
 &��
 /� ���'������� �� �� L1 ,, 0��
����
 � ��1$
 � ���� �
"
 � 	
 .1"#
.�.
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