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Дослiджується структура напiвгрупи PH C

cf .R/ усiх монотонних коскiнченних час-
ткових гомеоморфiзмiв дiйсної прямої R. Доведено, що iнверсна напiвгрупа PH C

cf .R/ є
факторизовною та F -iнверсною. Описано структуру в’язки напiвгрупи PH C

cf .R/, її дво-
бiчнi iдеали, максимальнi пiдгрупи та вiдношення Грiна на нiй. Доведено, що фактор-
напiвгрупа PH C

cf .R/=Cmg за найменшою груповою конгруенцiєю Cmg iзоморфна гру-
пi H C.R/ усiх порядкових iзоморфiзмiв прямої R, а також, що напiвгрупа PH C

cf .R/
iзоморфна напiвпрямому добутку H C.R/ nh P1.R/ вiльної напiвгратки з одиницею
.P1.R/;[/ та групи H C.R/.
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In the paper we investigate the semigroup of monotone co-finite partial homeomorphisms
of the space of the real line R. We prove that the inverse semigroup PH C

cf .R/ is factorizable
and F -inverse. We describe the structure of the band of the semigroup PH C

cf .R/, its two-
sided ideals, maximal subgroups and Green’s relations. We prove that the quotient semigroup
PH C

cf .R/=Cmg of PH C

cf .R/ by the maximal group congruence Cmg is isomorphic to the
group of all order isomorphisms of the real line R, and show that the semigroup PH C

cf .R/
is isomorphic to a semidirect product H C.R/ nh P1.R/ of the free semilattice with unit
.P1.R/;[/ and the group H C.R/.
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1. Термiнологiя та означення

В данiй працi ми користуватимемося термiнологiєю з [21, 22, 32].
Надалi у текстi потужнiсть множини A позначатимемо через jAj, перший не-

скiнченний кардинал через !, i множину натуральних чисел — через N. Також,
будемо вважати, що на множинi дiйсних чисел R визначена звичайна (евклiдова)
топологiя.

Якщо визначене часткове вiдображення ˛ W X * Y з множини X у мно-
жину Y , то через dom˛ i ran˛ будемо позначати його область визначення та
область значень, вiдповiдно, а через .x/˛ i .A/˛ – образи елемента x 2 dom˛ та
пiдмножини A � dom˛ при частковому вiдображеннi ˛, вiдповiдно. Часткове
вiдображення ˛ W X * Y називається коскiнченним, якщо множини X n dom˛

та Y n ran˛ є скiнченними.
Часткове вiдображення ˛ W R * R називається частковим гомеоморфi-

змом простору R, якщо його звуження ˛jdom˛ W dom˛ ! ran˛ є гомеомор-
фiзмом.

Рефлексивне, антисиметричне та транзитивне вiдношення на множинi X на-
зивається частковим порядком на X . Множина X iз заданим на нiй частковим
порядком 6 називається частково впорядкованою множиною i позначається
.X;6/.

Елемент x частково впорядкованої множини .X;6/ називається:

� максимальним (мiнiмальним) в .X;6/, якщо з вiдношення x 6 y (y 6 x)
в .X;6/ випливає рiвнiсть x D y;
� найбiльшим (найменшим) в .X;6/, якщо y 6 x (x 6 y) для всiх y 2 X .

У випадку, якщо .X;6/ — частково впорядкована множина i x 6 y, для
деяких x; y 2 X , то будемо говорити, що елементи x та y — порiвняльнi в
.X;6/. Якщо ж для елементiв x 6 y не виконується жодне з вiдношень x 6 y

або y 6 x, то говоритимемо, що елементи x та y є непорiвняльними в час-
тково впорядкованiй множинi .X;6/. Частковий порядок 6 на X називається
лiнiйним, якщо довiльнi два елементи в .X;6/ є порiвняльними. Пiдмножина A
частково впорядкованої множини .X;6/ називається:

� ланцюгом, якщо вiдношення 6 iндукує на A лiнiйний порядок;
� антиланцюгом, якщо довiльнi два рiзнi елементи в A є непорiвняльними

стосовно iндукованого з .X;6/ часткового порядку.

З леми Цорна випливає, що кожен ланцюг (антиланцюг)A частково впорядкова-
ної множини .X;6/ мiститься в максимальному ланцюзi (антиланцюзi) B , сто-
совно вiдношення включення пiдмножин, а отже кожен ланцюг (антиланцюг) в
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.X;6/ можна доповнити (необов’язково єдиним чином) до максимального лан-
цюга (антиланцюга). Лiнiйно впорядкована множина, яка є порядково iзомор-
фна множинi вiд’ємних цiлих чисел f�1;�2;�3;�4; : : :g зi звичайним порядком
6 називається !-ланцюгом.

Вiдображення h W X ! Y з частково впорядкованої множини .X;6/ в час-
тково впорядковану множину .Y;6/ називається монотонним, якщо з x 6 y

випливає .x/h 6 .y/h.
Якщо S — напiвгрупа, то її пiдмножина iдемпотентiв позначається через

E.S/. Напiвгрупа S називається iнверсною, якщо для довiльного її елемента
x iснує єдиний елемент x�1 2 S такий, що xx�1x D x та x�1xx�1 D x�1.
В iнверснiй напiвгрупi S вище означений елемент x�1 називається iнверсним
до x. В’язка — це напiвгрупа iдемпотентiв, а напiвгратка — це комутативна
в’язка. Надалi через .P1.R/;[/ позначатимемо вiльну напiвгратку з одиницею
над множиною дiйсних чисел, тобто множину усiх скiнченних (включно з поро-
жньою) пiдмножин множини R з операцiєю об’єднання.

Вiдношення еквiвалентностi K на напiвгрупi S називається конгруенцiєю,
якщо для елементiв a i b напiвгрупи S з того, що виконується умова .a; b/ 2 K

випливає, що .ca; cb/; .ad; bd/ 2 K, для всiх c; d 2 S . Вiдношення .a; b/ 2 K ми
також будемо записувати aKb, i в цьому випадку будемо говорити, що елемен-
ти a i b є K-еквiвалентними. На кожнiй напiвгрупi S iснують наступнi конгру-
енцiї: унiверсальна US D S � S та одинична (дiагональ) �S D f.s; s/ W s 2 Sg.
Такi конгруенцiї називаються тривiальними. Кожен двобiчний iдеал I напiв-
групи S породжує на нiй конгруенцiю Рiса: KI D .I � I / [�S .

Якщо S — напiвгрупа, то на E.S/ визначено частковий порядок:

e 6 f тодi i лише тодi, коли ef D fe D e:

Так означений частковий порядок на E.S/ називається природним.
Означимо вiдношення 6 на iнверснiй напiвгрупi S наступним чином:

s 6 t тодi i лише тодi, коли s D te для деякого iдемпотента e 2 S:

Так означений частковий порядок називається природним частковим поряд-
ком на iнверснiй напiвгрупi S [26]. Очевидно, що звуження природного частко-
вого порядку 6 з iнверсної напiвгрупи S на її в’язку E.S/ збiгається з природ-
ним частковим порядком на E.S/. Iнверсна напiвгрупа S називається факто-
ризовною, якщо для кожного елемента s 2 S iснує елемент g групи одиниць
напiвгрупи S такий, що s 6 g стосовно природного часткового порядку 6 на
S .
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Надалi, через PH C

cf .R/ ми позначатимемо множину усiх монотонних ко-
скiнченних часткових гомеоморфiзмiв топологiчного простору R. Зауважимо,
що ця множина збiгається з множиною часткових порядкових iзоморфiзмiв пря-
мої R, надiленої природним лiнiйним порядком.

Оскiльки для довiльного елемента ˛ 2 PH C

cf .R/ i для довiльної пiдмно-
жини A � dom˛ звуження ˛jdom˛nA W dom˛ n A ! ran˛ n .A/˛ є частковим
гомеоморфiзмом простору R, обернене часткове вiдображення ˛�1 до ˛ iснує,
i ˛�1 2PH C

cf .R/, то виконується наступне твердження.

Твердження 1.1. Множина PH C

cf .R/ з операцiєю композицiя часткових вiд-
ображень є iнверсним пiдмоноїдом симетричного iнверсного моноїда I.R/ над
множиною дiйсних чисел R.

Надалi одиницю та групу одиниць напiвгрупи PH C

cf .R/ будемо позначати
через 1 та H.1/, вiдповiдно. З означення напiвгрупи PH C

cf .R/ випливає, що
її група одиниць H.1/ iзоморфна групi H C.R/ усiх гомеоморфiзмiв, що збе-
рiгають орiєнтацiю (монотонних гомеоморфiзмiв) простору R, причому група
H C.R/ є простою (див. [18, Наслiдок 1]).

2. Мотивацiя дослiджень i коротка iсторична довiдка

Дослiдження автоморфiзмiв i груп автоморфiзмiв многовидiв малого вимi-
ру формують широку область сучасної математики, яка дуже швидко розвива-
ється та розташована на стику топологiї, алгебри та теорiї динамiчних систем.
Ця область охоплює вивчення груп гомеоморфiзмiв прямої та кола, теорiю авто-
морфiзмiв поверхонь i теорiю груп класiв вiдображень, найважливiшим частко-
вим випадком яких є групи кос Артiна, — в силу чого вказана область тiсно по-
в’язана практично з усiма роздiлами маловимiрної топологiї (у першу чергу —
з теорiєю вузлiв i зачеплень), з диференцiальною та гiперболiчною геометрiєю,
теорiєю ламинацiй та теорiєю Тайхмюллєра, з комбiнаторною та геометричною
теорiєю груп, теорiєю впорядкованих груп, i навiть з криптографiєю.

Автоморфiзмам i групам автоморфiзмiв многовидiв розмiрностi 1 i 2 при-
свяченi фундаментальнi працi Клейна, Фрiке, Пуанкаре, Гурвiца, Дена, Данжуа,
Александера, Нiльсена, Артiна, Керек’ярто, А.А. Маркова. Пiзнiше вказаною
проблематикою займалися В. Магнус, В. Бурау, Дж. Бiрман, X. Цiшанг, В. I.
Арнольд, Г. А. Маргулiс, У. Тьорстон, О. Я. Вiро, Ф. Гарсайд, В. Джонс, Е. Гiз i
багато iнших. В останнє десятилiття в цiй областi отриманi такi важливi резуль-
тати, як розв’язок С. Керкхофом проблеми Нiльсена про реалiзацiю, вiдкриття
порядку Деорнуа, доведення лiнiйностi груп кос (Д. Краммер, С. Бiгелоу) та
iншi. Розв’язок схожого типу проблем потребує рiзноманiтної технiки, а новi
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досягнення теорiї (груп) автоморфiзмiв застосовуються (i, як правило, мають
суттєвi наслiдки) в сумiжних областях математики. Так, зокрема сучаснi дослi-
дження груп гомеоморфiзмiв прямої викладено в оглядах Бекларяна [1, 2] та її
застосування в теорiї динамiчних систем у монографiї [25].

Основнi результати теорiї напiвгруп перетворень отриманi протягом 50-70-
х рокiв минулого столiття викладенi в оглядах Меггiла [27] та Глускiна, Шайна,
Шнепермана та Ярокера [23]. У цьому напрямку працювали такi вiдомi матема-
тики, як Гауi, Гельфанд, Глускiн, Грiн, Енгелькiнг, Клiффорд, Ляпiн, Меггiл,
Престон, Саббах, Серпiнський, Сушкевич, Улам, Шайн, Шнеперман, Шутов,
Ярокер. На думку Меггiла (див. [27]) теорiя напiвгруп неперервних перетво-
рень топологiчних просторiв бере свiй початок з робiт Глускiна [3, 4, 5, 6, 7, 8].
В основному цi працi Глускiна присвяченi описанню структури напiвгрупи S.I /
неперервних перетворень одиничного вiдрiзка I , а також описанню пiднапiв-
груп напiвгрупи S.X/ неперервних перетворень топологiчного просторуX . На-
пiвгрупа S.I / неперервних перетворень одиничного вiдрiзка також дослiджува-
лась Шутовим в працях [16, 17], де вiн описав максимальну власну конгруенцiю
на S.I /.

Напiвгрупа S.I / також дослiджувалась в працях [9, 11, 12, 13, 15, 19, 24,
29, 33, 34], зокрема в роботах [3, 9] були описанi конгруенц-простi пiднапiвгру-
пи в S.I /. Шнеперман [14] та Уарндоф [35] показали, що одиничний вiдрiзок
визначається напiвгрупою неперервних перетворень. Iншi класи топологiчних
просторiв, що визначаються своїми напiвгрупами неперервних перетворень бу-
ли описанi Уарндофом в [35] i Росiцким в [33, 34]. Зокрема такими є: локально
зв’язнi сепарабельнi метричнi континууми, локально евклiдовi гаусдорфовi про-
стори, нульвимiрнi метричнi простори, CW -комплекси та iншi. Також О’Рейлi
в працi [31] довела, що кожен гаусдорфовий простiр X визначається напiвгру-
пою усiх компактних вiдношень на X .

Зауважимо, що група гомеоморфiзмiв дiйсної прямої iзоморфна групi го-
меоморфiзмiв одиничного вiдрiзка (iнтервалу). Таким чином виникає задача:
описати структуру напiвгрупи часткових гомеоморфiзмiв топологiчного про-
стору X , а в частковому випадку одиничного вiдрiзка, чи дiйсної прямої. Однi-
єю з останнiх робiт з цiєї тематики є стаття Чучмана [20], в якiй описано стру-
ктуру напiвгрупи замкнених зв’язних часткових гомеоморфiзмiв одиничного
вiдрiзка з однiєю нерухомою точкою.

У данiй працi дослiджується структура напiвгрупи PH C

cf .R/ усiх монотон-
них коскiнченних часткових гомеоморфiзмiв дiйсної прямої R. Доведено, що
iнверсна напiвгрупа PH C

cf .R/ є факторизовною та F -iнверсною. Описано стру-
ктуру в’язки напiвгрупи PH C

cf .R/, її двобiчнi iдеали, максимальнi пiдгрупи та
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вiдношення Грiна на нiй. Доведено, що фактор-напiвгрупа PH C

cf .R/=Cmg за най-
меншою груповою конгруенцiєю Cmg iзоморфна групi H C.R/ усiх гомеоморфi-
змiв, що зберiгають орiєнтацiю простору R, а також, що напiвгрупа PH C

cf .R/
iзоморфна напiвпрямому добутку H C.R/nh P1.R/ вiльної напiвгратки з оди-
ницею .P1.R/;[/ з групою H C.R/.

3. Алгебраїчнi властивостi напiвгрупи PH C

cf.R/

Наступне твердження описує в’язку напiвгрупи PH C

cf .R/.

Твердження 3.1. .i/ Елемент " напiвгрупи PH C

cf .R/ є iдемпотентом тодi i
лише тодi, коли " – тотожне вiдображення коскiнченної пiдмножини в R.

(ii) В’язкаE.PH C

cf .R// iзоморфна вiльнiй напiвгратцi з одиницею .P1.R/;[/
стосовно вiдображення h W E.PH C

cf .R// ! .P1.R/;[/, означеного за
формулою ."/h D R n dom ".

(iii) Усi максимальнi ланцюги напiвгратки E.PH C

cf .R// є !-ланцюгами.
(iv) Кожен максимальний антиланцюг напiвграткиE.PH C

cf .R//, що не мiстить
її одиницi має потужнiсть континуума.

Доведення. Твердження .i/ випливає з твердження 1.1. Твердження (ii) є оче-
видним, i з нього випливають (iii) i (iv).

Оскiльки гомеоморфiзми зберiгають кiлькiсть компонент зв’язностi, то ви-
конується наступне твердження.

Твердження 3.2. Якщо ˛ 2 PH C

cf .R/, то jR n dom˛j D jR n ran˛j. Бiльше
того, якщо ˛ — частковий монотонний гомеоморфiзм простору R такий, що
jR n dom˛j D jR n ran˛j < !, то ˛ 2PH C

cf .R/.

Наступне твердження випливає з означення напiвгрупи PH C

cf .R/.

Твердження 3.3. Для довiльних елементiв ˛ i ˇ напiвгрупи PH C

cf .R/ виконує-
ться умова jR n dom .˛ˇ/j 6 jR n dom˛j C jR n domˇj:

Лема 3.4. Нехай n — довiльне невiд’ємне цiле число. Тодi для довiльних еле-
ментiв ˛ i ˇ напiвгрупи PH C

cf .R/ таких, що jR n dom˛j D jR n domˇj D n iсну-
ють елементи 
 i ı в PH C

cf .R/ такi, що ˛ D 
 �ˇ �ı i jRndom 
 j D jRndom ıj D n.

Доведення. Нехай ˛ i ˇ— елементи напiвгрупи PH C

cf .R/ такi, що jRndom˛j D

jR n domˇj D n. У випадку n D 0 маємо, що ˛ i ˇ — елементи групи одиниць
H.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/, а отже iснують елементи 
; ı 2H C.R/ �PH C

cf .R/
такi, що ˛ D 
 � ˇ � ı i jR n dom 
 j D jR n dom ıj D 0. Тому, надалi будемо
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вважати, що n > 0. Нехай R n dom˛ D fa1; : : : ; ang i R n domˇ D fb1; : : : ; bng,
причому a1 < : : : < an i b1 < : : : < bn. Через �0 позначимо довiльний гомео-
морфiзм iнтервала .�1; a1/ на iнтервал .�1; b1/, через �n позначимо довiль-
ний гомеоморфiзм iнтервала .an;C1/ на iнтервал .bn;C1/, i для довiльного
натурального числа i D 1; : : : ; n � 1 — через �i позначимо довiльний гомео-
морфiзм iнтервала .ai ; aiC1/ на iнтервал .bi ; biC1/. Такi гомеоморфiзми (навiть
як лiнiйнi вiдображення) iснують, оскiльки кожнi такi два iнтервали є попарно
гомеоморфними [22]. Покладемо � D �0 [ �1 [ � � � [ �n. Тодi, очевидно, що
� 2PH C

cf .R/, ˛˛
�1 D ���1 i ��1� D ˇˇ�1. Таким чином, отримуємо

˛ D ˛˛�1˛ D ���1˛ D .���1/.���1/˛ D

D �.��1�/��1˛ D �.ˇˇ�1/��1˛ D �ˇ.ˇ�1��1˛/:

З побудови гомеоморфiзму � випливає, що ran˛ D dom � i domˇ D ran �. Звiд-
си отримуємо, що ran .ˇ�1/ D dom .��1/ D dom˛, а отже ran .ˇ�1��1˛/ D
ran˛ i dom .ˇ�1��1˛/ D ranˇ. Таким чином, елементи 
 D � i ı D ˇ�1��1˛ —
шуканi.

Наступне твердження, що випливає з твердження 3.3 та леми 3.4, описує
двобiчнi iдеали напiвгрупи PH C

cf .R/.

Твердження 3.5. Для кожного невiд’ємного цiлого числа n множина

In D f˛ 2PH C

cf .R/ j jR n dom˛j > ng

є двобiчним iдеалом в PH C

cf .R/. Бiльше того, I0 D PH C

cf .R/ i для кожного
власного двобiчного iдеалу I напiвгрупи PH C

cf .R/ iснує натуральне число n
таке, що iдеали I та In є iзоморфними.

Якщо S — напiвгрупа, то через R, L , D , H i J позначаються вiдношення
Грiна на S (див. [21, §2.1]):

aRb тодi i лише тодi, коли aS1 D bS1I

aL b тодi i лише тодi, коли S1a D S1bI

D D L ıR D R ıL I H D L \RI

aJ b тодi i лише тодi, коли S1aS1 D S1bS1:

Наступна теорема описує вiдношення Грiна на напiвгрупi PH C

cf .R/.

Теорема 3.6. Нехай ˛; ˇ 2PH C

cf .R/. Тодi:
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(i) ˛Rˇ тодi i лише тодi, коли dom˛ D domˇ;
(ii) ˛L ˇ тодi i лише тодi, коли ran˛ D ranˇ;

(iii) ˛H ˇ тодi i лише тодi, коли dom˛ D domˇ i ran˛ D ranˇ;
(iv) ˛Dˇ тодi i лише тодi, коли jR n dom˛j D jR n domˇj;
(v) J D D в PH C

cf .R/.

Доведення. (i) Нехай ˛ i ˇ — елементи напiвгрупи PH C

cf .R/ такi, що ˛Rˇ.
Позаяк PH C

cf .R/ — iнверсна напiвгрупа i ˛PH C

cf .R/ D ˇPH C

cf .R/, то з теоре-
ми 1.17 [21] випливає, що

˛PH C

cf .R/ D ˛˛
�1PH C

cf .R/ i ˇPH C

cf .R/ D ˇˇ
�1PH C

cf .R/;

а отже ˛˛�1 D ˇˇ�1. Таким чином, виконується рiвнiсть dom˛ D domˇ.
Навпаки, нехай ˛ i ˇ — елементи напiвгрупи PH C

cf .R/ такi, що dom˛ D

domˇ. Тодi ˛˛�1 D ˇˇ�1. Позаяк PH C

cf .R/ — iнверсна напiвгрупа, то з тео-
реми 1.17 [21] випливає, що ˛PH C

cf .R/ D ˛˛�1PH C

cf .R/ D ˇPH C

cf .R/, а отже
виконується рiвнiсть ˛PH C

cf .R/ D ˇPH C

cf .R/.
Доведення (ii) аналогiчне доведенню пункту (i).
Пункт (iii) випливає з (i) та (ii).
(iv) Нехай ˛ i ˇ — елементи напiвгрупи PH C

cf .R/ такi, що ˛Dˇ. Тодi iснує
елемент 
 напiвгрупи PH C

cf .R/ такий, що ˛R
 i 
L ˇ. За твердженнями (i) та
(ii) маємо, що dom˛ D dom 
 та ran 
 D ranˇ. Тодi, використавши тверджен-
ня 3.2, отримуємо

jR n dom˛j D jR n dom 
 j D jR n ran 
 j D jR n ranˇj D jR n domˇj:

Навпаки, нехай ˛ i ˇ— елементи напiвгрупи PH C

cf .R/ такi, що jRndom˛j D

jR n domˇj D n, де n — деяке невiд’ємне цiле число. У випадку n D 0 маємо,
що ˛ i ˇ — елементи групи одиниць напiвгрупи PH C

cf .R/, тобто ˛ i ˇ є го-
меоморфiзмами простору R, а отже вони є D-еквiвалентними, оскiльки ˛H ˇ.
Тому, надалi будемо вважати, що n > 0. Нехай R n dom˛ D fa1; : : : ; ang i
R n domˇ D fb1; : : : ; bng, причому a1 < : : : < an i b1 < : : : < bn. Через 
0
позначимо довiльний гомеоморфiзм iнтервала .�1; a1/ на iнтервал .�1; b1/,
через 
n позначимо довiльний гомеоморфiзм iнтервала .an;C1/ на iнтервал
.bn;C1/, i для довiльного натурального числа i < n — через 
i позначимо
довiльний гомеоморфiзм iнтервала .ai ; aiC1/ на iнтервал .bi ; biC1/. Такi гомео-
морфiзми (навiть як лiнiйнi вiдображення) iснують, оскiльки кожнi такi два iн-
тервали попарно гомеоморфнi. Покладемо 
 D 
0[
1[� � �[
n. Тодi, очевидно,
що 
 2PH C

cf .R/, ˛R
 i 
L ˇ, а отже ˛Dˇ.
(v) Включення D � J випливає з означень вiдношень Грiна D i J . Обер-

нене включення випливає з пункту (iv), леми 3.4 та твердження 3.5.
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Лема 3.7. Для довiльного елемента ˛ напiвгрупи PH C

cf .R/ iснує єдиний еле-
мент 
˛ групи одиниць H.1/ такий, що ˛ D ˛˛�1
˛ D 
˛˛�1˛.

Доведення. У випадку ˛ 2 H.1/ твердження леми є очевидним, а тому да-
лi вважатимемо, що ˛ … H.1/. Нехай dom˛ D R n fx1; : : : ; xng i ran˛ D
R n fy1; : : : ; yng, причому x1 < : : : < xn i y1 < : : : < yn в R. Означимо вiд-
ображення 
˛ W R! R за формулою

.x/
˛ D

(
.x/˛; якщо x 2 dom˛I

yi ; якщо x D xi для i 2 f1; : : : ; ng:
(1)

Тодi, очевидно, що так означене вiдображення 
˛ є монотонним гомеоморфi-
змом простору R, та оскiльки ˛˛�1 i ˛�1˛ — тотожнi вiдображення множин
dom˛ D R n fx1; : : : ; xng i ran˛ D R n fy1; : : : ; yng, вiдповiдно, то отримуємо,
що ˛ D ˛˛�1
˛ D 
˛˛�1˛.

Єдинiсть елемента 
˛ випливає з означення напiвгрупи PH C

cf .R/.

З леми 3.7 випливає

Наслiдок 3.8. PH C

cf .R/ — факторизовна iнверсна напiвгрупа.

Конструкцiя 1. Нехай "— довiльний, вiдмiнний вiд одиничного елемента, iдем-
потент напiвгрупи PH C

cf .R/. За твердженням 3.1.i/ iснують такi дiйснi числа
x1; : : : ; xn, n 2 N, що dom " D ran " D R n fx1; : : : ; xng, " W R n fx1; : : : ; xng !
R n fx1; : : : ; xng — тотожне вiдображення i x1 < : : : < xn. З теореми 3.6(iii)
випливає, що для кожного елемента ˛ H -класу H."/, який мiстить iдемпотент
", виконується умова dom˛ D ran˛ D R n fx1; : : : ; xng. Позаяк для довiль-
них рiзних дiйсних чисел a, b i c iнтервали .a; b/, .�1; c/ i .c;C1/ є гомео-
морфними, то надалi для спрощення викладу покладемо x0 D �1 i xnC1 D
C1. Для довiльного числа i 2 f0; 1; : : : ; ng означимо часткове вiдображення
˛.xi ;xiC1/ W R ! R наступним чином: dom˛.xi ;xiC1/ D ran˛.xi ;xiC1/ D

R n fx1; : : : ; xng i

.x/˛.xi ;xiC1/ D

(
.x/˛; якщо x 2 .xi ; xiC1/I

x; якщо x … .xi ; xiC1/:

Тодi очевидно, що ˛.xi ;xiC1/ 2PH C

cf .R/.

В термiнах попередньої конструкцiї зробимо наступне зауваження.

Зауваження 3.9. (i) За теоремою 3.6(iii) маємо, що ˛.xi ;xiC1/ 2 H."/ для
довiльних ˛ 2 H."/ та i 2 f0; 1; : : : ; ng.
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(ii) Якщо ˛ — iдемпотент, то ˛.xi ;xiC1/ D ˛, для довiльного i 2 f0; 1; : : : ; ng.
(iii) ˛ D ˛.x0;x1/ � : : : � ˛.xn;xnC1/ для довiльного елемента ˛ 2 H."/, причому

це зображення єдине з точнiстю до перестановки множникiв i множення
на iдемпотент "0 > " напiвгрупи PH C

cf .R/.
(iv) Оскiльки довiльний iнтервал дiйсної прямої гомеоморфний цiй прямiй, то

для довiльного числа i 2 f0; 1; : : : ; ng пiдмножина
˚
˛.xi ;xiC1/ W ˛ 2 H."/

	
з iндукованою з PH C

cf .R/ бiнарною операцiєю є групою, яка iзоморфна
групi H C.R/.

Наслiдок 3.10 описує структуру максимальних пiдгруп напiвгрупи PH C

cf .R/
i вiн випливає з пунктiв (iii) та (iv) зауваження 3.9.

Наслiдок 3.10. Нехай " — неодиничний iдемпотент напiвгрупи PH C

cf .R/.
Тодi H -клас H."/, який мiстить iдемпотент ", iзоморфний прямому степеню�
H C.R/

�nC1, де n D jR n dom "j.

Твердження 3.11. Кожен елемент ˛ напiвгрупи PH C

cf .R/ стосовно природного
часткового порядку порiвняльний з єдиним елементом 
˛ групи одиниць H.1/.

Доведення. З леми 3.7 i леми 1.4.6 [26] випливає, що для довiльного елемента
˛ напiвгрупи PH C

cf .R/ iснує елемент 
˛ групи одиницьH.1/ такий, що ˛ 6 
˛.
Припустимо протилежне до твердження: iснує елемент ˛ напiвгрупи PH C

cf .R/
такий, що ˛ 6 
˛ i ˛ 6 
�˛ для двох рiзних 
˛; 
�˛ 2 H.1/. З тверджен-
ня 1.4.10 [26] випливає, що ˛ … H.1/. Тодi iснує дiйсне число x таке, що .x/
˛ ¤
.x/
�˛ . З означення напiвгрупи PH C

cf .R/ випливає, що її група одиницьH.1/ iзо-
морфна групi H C.R/ усiх гомеоморфiзмiв, що зберiгають орiєнтацiю просто-
ру R, а отже за гаусдорфовiстю простору R отримуємо, що iснує дiйсне число
a > 0 таке, що .y/
˛ ¤ .y/
�˛ для всiх y 2 .x � a; x C a/. Тодi з твердже-
ння 3.1.i/ випливає, що "
˛ ¤ "
�˛ для довiльного iдемпотента " напiвгрупи
PH C

cf .R/, а це суперечить тому, що ˛ 6 
˛. З отриманого протирiччя випливає
єдинiсть елемента 
˛.

Найменша групова конгруенцiя Cmg на iнверснiй напiвгрупi S визначається
наступним чином (див. [32, III.5]):

sCmgt в S тодi i лише тодi, коли es D et для деякого iдемпотента e 2 S:

За твердженням 3.11 для довiльного елемента ˛ напiвгрупи PH C

cf .R/ iснує
єдиний елемент 
˛ групи одиниць H.1/ такий, що ˛ 6 
˛, а отже визначено
вiдображення

G W PH C

cf .R/! H.1/ W ˛ 7! 
˛: (2)
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Також, з тверджень 1.4.7 [26] i 3.11 випливає, що так означене вiдображення G

є сюр’єктивним гомоморфiзмом, i бiльше того для ˛; ˇ 2 PH C

cf .R/ маємо, що
˛Cmgˇ тодi i лише тодi, коли .˛/G D .ˇ/G.

Таким чином, нами доведена наступна теорема:

Теорема 3.12. Фактор-напiвгрупа PH C

cf .R/=Cmg iзоморфна групi H C.R/ усiх
гомеоморфiзмiв, що зберiгають орiєнтацiю простору R, причому природний го-
моморфiзм C

\
mg W PH C

cf .R/!H C.R/ визначається за формулою .2/.

Наступне твердження трiшки “посилює” властивостi напiвгрупи PH C

cf .R/
за модулем леми 3.7.

Твердження 3.13. Для довiльного елемента ˛ напiвгрупи PH C

cf .R/ iснує єди-
ний елемент 
˛ групи одиниць H.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/ такий, що

˛˛�1 D ˛
�1˛ i ˛�1˛ D 
�1˛ ˛: (3)

Доведення. Для елемента ˛ напiвгрупи PH C

cf .R/ означимо гомеоморфiзм 
˛

простору R наступним чином. Якщо ˛ — елемент групи одиниць H.1/ напiв-
групи PH C

cf .R/, то покладемо 
˛ D ˛.
Нехай ˛ … H.1/ i jRndom˛j D jRnran˛j D n > 1. Тодi iснують дiйснi числа

x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn такi, що dom˛ D Rnfx1; : : : ; xng, ran˛ D Rnfy1; : : : ; yng,
x1 < : : : < xn i y1 < : : : < yn. Означимо вiдображення 
˛ W R! R за формулою
(1). Очевидно, що так означене вiдображення 
˛ є монотонним гомеоморфiзмом
простору R та елемент 
˛ групи одиниць H.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/ задоволь-
няє умову (3). Також з неперервностi вiдображення ˛ W dom˛ ! ran˛ та коскiн-
ченностi множин dom˛ та ran˛ в R випливає, що .x1/ˇ D y1; : : : ; .xn/ˇ D yn,
для довiльного гомеоморфiзму ˇ простору R, звуження ˇjdom ˛ якого збiгає-
ться з частковим вiдображенням ˛. Таким чином, так побудований гомеомор-
фiзм 
˛ W R! R єдиний, що задовольняє умову (3).

Далi ми опишемо додатковi властивостi D-еквiвалентних елементiв у напiв-
групi PH C

cf .R/, якi пов’язанi з її групою одиниць.

Лема 3.14. Для довiльних D-еквiвалентних iдемпотентiв � та " напiвгрупи
PH C

cf .R/ iснує такий елемент 
�;" групи одиниць H.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/,
що � D 
�;""
�1�;" .

Доведення. За теоремою 3.6.iv/ маємо, що jRndom �j D jRndom "j. Покладемо

dom � D ran � D R n fx1; : : : ; xng i dom " D ran " D R n fy1; : : : ; yng:
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Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що x1< : : : <xn i y1< : : : <yn. Озна-
чимо вiдображення 
�;" W R! R за формулою

.x/
�;" D

8̂̂<̂
:̂
x � x1 C y1; якщо x 6 x1I
yi � yi�1

xi � xi�1
� .x � xi�1/C yi�1; якщо xi�1 6 x 6 xi ; 1 < i � nI

x � xn C yn; якщо x > xn:

Легко бачити, що вiдображення 
�;" W R ! R означене коректно, причому
.x1/
�;" D y1; : : : ; .xn/
�;" D yn. Позаяк вiдображення 
�;" є кусково-лiнiйним,
то воно, очевидно, є гомеоморфiзмом простору R, а отже 
�;" є елементом гру-
пи одиниць H.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/. Також з означення вiдображення 
�;"
випливає, що виконується рiвнiсть � D 
�;""
�1�;" .

Твердження 3.15. Для довiльних D-еквiвалентних елементiв ˛ та ˇ напiвгрупи
PH C

cf .R/ iснують елементи 
 та ı групи одиниць H.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/
такi, що ˛ D 
ˇı.

Доведення. За теоремою 3.6.iv/ iдемпотенти ˛˛�1 та ˇˇ�1 є D-еквiвалентними
в напiвгрупi PH C

cf .R/. Тодi за лемою 3.14 iснує елемент � групи одиниць H.1/
напiвгрупи PH C

cf .R/ такий, що ˛˛�1 D �ˇˇ�1��1. З леми 3.7 випливає, що
iснує елемент групи одиниць 
ı такий, що ˇ D 
ıˇ

�1ˇ. Тодi отримуємо, що
ˇ�1 D ˇ�1ˇ
�1

ı
, а отже маємо:

˛˛�1 D �ˇˇ�1��1 D �ˇˇ�1ˇ
�1ı ��1 D �ˇ
�1ı ��1:

За твердженням 3.13 iснує єдиний елемент 
˛ групи одиниць H.1/ напiвгрупи
PH C

cf .R/ такий, що ˛˛�1 D ˛
�1˛ . Таким чином, отримуємо:

˛ D ˛ � 1 D ˛ � 
�1˛ 
˛ D ˛˛
�1
˛ D �ˇ


�1
ı ��1
˛ D 
ˇı;

де, очевидно, що 
 D � i ı D 
�1
ı
��1
˛ — елементи групи одиниць H.1/ напiв-

групи PH C

cf .R/.

4. Структурна теорема для напiвгрупи PH C

cf.R/

Нагадаємо, що iнверсна напiвгрупа S називається F -iнверсною, якщо Cmg-
клас sCmg кожного елемента s має найбiльший елемент стосовно природного час-
ткового порядку в S [28]. Очевидно, що кожна F -iнверсна напiвгрупа мiстить
одиницю.

З твердження 3.11 випливає

Наслiдок 4.1. PH C

cf .R/ — F -iнверсна напiвгрупа.
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Для довiльного елемента s iнверсної напiвгрупи S позначимо #s D fx 2
S W x 6 sg, де 6 — природний частковий порядок на S .

Нехай S — довiльна F -iнверсна напiвгрупа. Для довiльного елемента s на-
пiвгрупи S через es позначимо iдемпотент ss�1 2 S , через ts — найбiльший
елемент стосовно природного часткового порядку в S в Cmg-класi sCmg елемента
s, i нехай TS D fts W s 2 Sg. Тодi напiвгрупа S є диз’юнктним об’єднанням
множин #t , де t 2 TS [28].

СтруктураF -iнверсних напiвгруп викладена у наступних твердженнях з пра-
цi [28], i ми далi скористаємося ними для описання напiвгрупи PH C

cf .R/.

Лема 4.2 ([28, лема 3]). Нехай S — F -iнверсна напiвгрупа з одиницею 1S . Тодi:

.i/ 1S — одиниця напiвгратки E.S/;
(ii) множина TS з бiнарною операцiєю u � v D tuv, u; v 2 TS , є групою з ней-

тральним елементом 1S , i t�1 є оберненим до елемента t в групi .TS ;�/;
(iii) для кожного елемента t 2 TS вiдображення Ft W E.S/! #et ,

Ft W f 7! tf t�1, є сюр’єктивним гомоморфiзмом, причому F1S
є тото-

жним вiдображенням на E.S/;
(iv) .1S /Ft D et й .et /Ft�1 D et�1 , для довiльного елемента t 2 TS ;
.v/ для довiльних елементiв u; v 2 S та довiльного iдемпотента f 2 S вико-

нується рiвнiсть
�
.1S /Fu

�
Fv � .f /Fu�v D

�
.f /Fu

�
Fv;

.vi/ якщо u; v 2 TS , то f � .g/Fu 6 eu�v, для всiх iдемпотентiв f 6 eu та
g 6 ev напiвгрупи S .

Теорема 4.3 ([28, теорема 3]). Нехай S — F -iнверсна напiвгрупа i
S D

S
t2TS

.#et � ftg/. Означимо на S бiнарну операцiю ı наступним чином:
якщо u; v 2 TS , то для iдемпотентiв f 6 eu та g 6 ev покладемо

.f; u/ ı .g; v/ D .f � .g/Fu; u � v/ : (4)

Тодi ı— напiвгрупова операцiя на S i напiвгрупа .S ; ı/ iзоморфна напiвгрупi
S стосовно вiдображення H W S ! S W s 7!

�
ss�1; ts

�
.

НехайA таB — напiвгрупи, End.B/— напiвгрупа ендоморфiзмiв напiвгру-
пи B та визначено гомоморфiзм h W A! End.B/ W b 7! hb . Тодi множина A�B
з бiнарною операцiєю

.a1; b1/ � .a2; b2/ D .a1a2; .b1/ha2
b2/ ; a1; a2 2 A; b1; b2 2 B;

називається напiвпрямим добутком напiвгрупиA напiвгрупоюB стосовно гомо-
морфiзму h i позначається Anh B [26]. У цьому випадку кажуть, що визначена
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права дiя напiвгрупи A на напiвгрупi B ендоморфiзмами (гомоморфiзмами). За-
уважимо, що напiвпрямий добуток iнверсних напiвгруп не завжди є iнверсною
напiвгрупою (див. [26, роздiл 5.3]).

Лема 4.4. Вiдображення h W H.1/! End
�
E.PH C

cf .R//
�
W 
 7! h
 , де .˛/h
 D


�1˛
 — автоморфiзм напiвгратки E.PH C

cf .R//, є гомоморфiзмом, причому
h1 — тотожний автоморфiзм напiвгратки E.PH C

cf .R//.

Доведення. Для довiльних 
 2 H.1/, "; � 2 E.PH C

cf .R// маємо, що

."�/h
 D 

�1"�
 D 
�1"

�1�
 D ."/h
 .�/h
 ;

а отже h
 — гомоморфiзм напiвгратки E.PH C

cf .R//. Також, оскiльки для до-
вiльних 
 2 H.1/ та " 2 E.PH C

cf .R// елемент 
"
�1 є iдемпотентом напiв-
групи PH C

cf .R/ i .
"
�1/h
 D 
�1.
"
�1/
 D ", то гомоморфiзм h
 є сюр’-
єктивним вiдображенням. Очевидно, що h1 — тотожне вiдображення напiвгра-
тки E.PH C

cf .R//.
Припустимо, що ."/h
 D .�/h
 , для деяких 
 2 H.1/, "; � 2 E.PH C

cf .R//.
Оскiльки H.1/ — група одиниць напiвгрупи PH C

cf .R/, то з рiвностей

�1"
 D ."/h
 D .�/h
 D 


�1�


випливає, що
" D 1"1 D 

�1"

�1 D 

�1�

�1 D 1�1 D �;

а отже h
 — автоморфiзм напiвгратки E.PH C

cf .R//.
Зафiксуємо довiльнi 
; ı 2 H.1/. Тодi для довiльного iдемпотента

" 2PH C

cf .R/ маємо рiвнiсть

."/h
ı D .
ı/
�1"
ı D ı�1
�1"
ı D ı�1."/h
ı D

�
."/h


�
hı D ."/

�
h
 � hı

�
;

а отже так означене вiдображення h W H.1/! End
�
E.PH C

cf .R//
�

є гомоморфi-
змом.

Наступна теорема описує структуру напiвгрупи PH C

cf .R/.

Теорема 4.5. Напiвгрупа PH C

cf .R/ iзоморфна напiвпрямому добутку H C.R/nh

P1.R/ вiльної напiвгратки з одиницею .P1.R/;[/ та групи H C.R/ усiх по-
рядкових iзоморфiзмiв прямої.

Доведення. Оскiльки група одиницьH.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/ iзоморфна гру-
пi H C.R/ усiх порядкових iзоморфiзмiв прямої R, то за твердженням 3.1(ii)
нам достатньо показати, що напiвгрупа PH C

cf .R/ iзоморфна напiвпрямому до-
бутку H.1/ nh E.PH C

cf .R// напiвгратки E.PH C

cf .R// та групи одиниць H.1/
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напiвгрупи PH C

cf .R/ стосовно гомоморфiзму h W H.1/ ! End
�
E.PH C

cf .R//
�
,

h W 
 7! h
 , де .˛/h
 D 
�1˛
 .
Означимо вiдображення T W PH C

cf .R/! H.1/nhE.PH C

cf .R// за формулою
.˛/T D

�

˛; ˛

�1˛
�
, де елемент 
˛ групи одиниць H.1/ напiвгрупи PH C

cf .R/,
визначений у твердженнi 3.11. З твердження 3.1 i наслiдку 4.1 випливає, що вiд-
ображення T W PH C

cf .R/ ! H.1/ nh E.PH C

cf .R// означене коректно, i воно є
сюр’єктивним. Припустимо, що iснують елементи ˛ та ˇ напiвгрупи PH C

cf .R/
такi, що .˛/T D .ˇ/T. Тодi

�

˛; ˛

�1˛
�
D
�

ˇ ; ˇ

�1ˇ
�

i, використавши твердже-
ння 3.11 i лему 1.4.6 з [26], отримуємо ˛ D 
˛˛

�1˛ D 
ˇˇ
�1ˇ D ˇ, а отже

вiдображення

T W PH C

cf .R/! H.1/nh E.PH C

cf .R//

є сюр’єктивним.
Нехай ˛ та ˇ — довiльнi елементи напiвгрупи PH C

cf .R/. Тодi за теоре-
мою 3.12 маємо, що ˛ˇCmg
˛
ˇ , i оскiльки 
˛; 
ˇ 2 H.1/, то отримуємо, що

˛
ˇ D 
˛ˇ . Звiдси випливає, що

.˛/T.ˇ/T D
�

˛; ˛

�1˛
� �

ˇ ; ˇ

�1ˇ
�
D

D

�

˛
ˇ ; 


�1
ˇ ˛�1˛
ˇˇ

�1ˇ
�
D

�

˛ˇ ; 


�1
ˇ ˛�1˛
ˇˇ

�1ˇ
�
:

За лемою 4.4 вiдображення h
 W E.PH C

cf .R// ! E.PH C

cf .R// W ˛ 7! 
�1˛
 є
автоморфiзмом напiвгратки E.PH C

cf .R//, а отже отримуємо, що елемент

�1
ˇ
˛�1˛
ˇ є iдемпотентом напiвгрупи PH C

cf .R/. Оскiльки PH C

cf .R/ — iн-
версна напiвгрупа, то за твердженням 3.11 i лемою 1.4.6 з [26] маємо, що ˇ D

ˇˇ

�1ˇ, а отже:


�1ˇ ˛�1˛
ˇˇ
�1ˇ D

�

�1ˇ ˛�1˛
ˇ

� �
ˇ�1ˇ

� �
ˇ�1ˇ

�
D

D

�
ˇ�1ˇ
�1ˇ

� �
˛�1˛

� �

ˇˇ

�1ˇ
�
D

D
�

ˇˇ

�1ˇ
��1 �

˛�1˛
� �

ˇˇ

�1ˇ
�
D

D ˇ�1
�
˛�1˛

�
ˇ D

�
ˇ�1˛�1

�
.˛ˇ/ D .˛ˇ/�1 .˛ˇ/ :

Таким чином, отримуємо .˛ˇ/T D
�

˛ˇ ; .˛ˇ/

�1˛ˇ
�
D .˛/T.ˇ/T; а отже вiд-

ображення T W PH C

cf .R/! H.1/nhE.PH C

cf .R// є гомоморфiзмом, що i завер-
шує доведення нашої теореми.

Подяка: Автори виражають щиру подяку рецензенту за кориснi зауваження та
коментарi до рукопису цiєї працi.
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