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+����� ���� � ���
�� d 	� � ��� X �� ���� �	 �� �� ����������	 �� ���
�	��	(��� ��
	�� �
������ ���,
����� �	���-

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}

�	
 ��� x, y, z ∈ X�

+����� ���	 ���� � ��� f : X → Y 	� ���
�� ������ (X, d) ��� (Y, �)
�� ������ 
�
��
�
��
� �� �(f(x), f(y)) ≤ d(x, y)* �	
 ��� x, y ∈ X� ���

��
����
�� ������ ��� ����
 �	�� ������� ���� �	
� � �����	
� ���	���
�� UMET�
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�
���	
 �� ��� �����	
� COMP �� ���
	�
��� �� #�$� %������� �&��

'� ��� ��,
��* 0�
���	
1 ����� 0�	��
���� �
���	
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	 )� ��� ���� � �
���	
 F : COMP→ COMP �� 
����� ��
F ��-

�� F �
���
��� (����� 2����* w(F (X)) = w(X)* �	
 ���
� ������� X34

�� F �� �	����
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	�	��
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�� F �� ����	��
�� ������ F ��������� �
� 	
�	 ������

�� F ��������� �
��������	
��

�� F ��������� ����������

�� F ��������� ��
����	
� �
� �
� ����� ����

�
� ���
���	
 ��	�� �� !���� �	�� �	���
��� "	
��
!��� 	# � #!
��	� F
���
� �
�� �� �	��!��� $��
 �
� ������ 	# �
����� ������� 	��� �������� �����

%	� � �	
	�	��
�� #!
��	� F �
� �
� ��	��� �!���� A 	# � �	�����
&�!��	�' ����� X� $� ���
��#� F (A) $��
 �
� �!���� F (i)(F (A)) 	# F (X)�
$
��� i : A→ X ��
	��� �
� �
��!��	
 ���� �
�� F ��������� �
� �
��������(
	
� ���
� �
�� F (∩α∈ΓAα) = ∩α∈ΓF (Aα)� #	� ����� #����� {Aα | α ∈ Γ}
	# ��	��� �!����� 	# � �	����� &�!��	�' ����� X� )���
 � �	
	�	��
��
#!
��	� F �
�� ��������� �
� �
��������	
�� #	� �
� a ∈ F (X)� $� ���
�
�
� ������� supp(a) �� ∩{A | A �� � ��	��� �!���� 	# X �
� a ∈ F (X)}� *�
Fω(X) $� ��
	�� �
� ��� 	# �	�
�� 	# �
��� �!��	�� �
 �
� ��� F (X)�

�
� ����������	
 	# ��������� ���
� �
��� #	� �
� ��� f : X → Y
�
 COMP �
� �
� ��	��� �!���� B 	# Y � $� 
��� F (f)−1(F (B)) =
F (f−1(F (B)))�

+ #!
��	� F �� ������ ��	��� 
��	�� ������������� ���
�� 
��	��� �# ��
��������� ��� �
� ��	������� #�	� �
� ���
���	
 	# 
	���� #!
��	� �!� �
�
��������(����������	
 ������������� 	# ���
� ����	��
����

��� �����	
�� �� ��
��� ������
	 ���� ��� ������
� ��

�������� 	����	

*� β $� ��
	�� �
� ,�	
�(-"��
 �	�����������	
 #!
��	� ����
� #�	� �
�
�����	�� COMP �	 �
� �����	�� TYCH 	# ���
	
	� ������ �
� �	
��
!	!�
�����

�
� #	��	$�
� �	
���!���	
 �� ��������� �� "
��	���.� /�0� )���
 � 
	����
#!
��	� F : COMP→ COMP �
� � ���
	
	� ����� X� $� ���

Fβ(X) = {a ∈ F (βX) | supp(a) ⊂ X ⊂ βX}.
1# f : X → Y �� � �	��
��� �
 TYCH� �
�
 F (β(f))(Fβ(X)) ⊂ Fβ(Y ) �
�
$� ��
	�� �� Fβ(f) �
� ���������	
 F (β(f))|Fβ(X) : Fβ(X) ⊂ Fβ(Y )� �
�
	����
�� #!
��	� Fβ �
 �
� �����	�� TYCH �� � 
	���� #!
��	� �
 �
� ��
��
	# /�0�

%	� �
� ��2� 	# 
	����	
�� ����������� $� 2��� �
� 
	����	
 F #	� �
�
�3��
��� #!
��	� 	��� �
� �����	�� TYCH�
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�� ���

� ���� ���	
��

��� (X, d) �� �� �	�
����
�
 ���
�� ��
 ��� r > 0 ������ �� Dr ��� ����	�
�� ��
����������� D �� X ���������� ��� 
���������� ���
� �	����� �� D ��
� ����� �� ��		� �� 
���� ≥ r� �� ������ �� Fr ��� ����	� �� �������� ����
{X → X/D | D ∈ Dr}�

����� ��� ���
���� d̂ : F (X)× F (X) → R �� ��		����

d̂(a, b) = inf{r > 0 | F (f)(a) = F (f)(b), ��
 ���
� f ∈ Fr}.
�� �
�� 
���
 ���� ���� ���
���� �� ��		!������� "�����# 	�� a, b ∈ F (X)�

$��� ��� ��� A = supp(a) ∪ supp(b) �� 
����
� ��� ���
���
� ��������
%������ ���� diam(A) < r0# ��
 ���� r0 > 0� $���# ��
 ��� f ∈ Fr0 # ��� ���
f(A) �� � ����	���� ��� ���
���
� F (f)(a) = F (f)(b)�

������� ��	� ��� �����	
� d̂ 	� �� �
�������	� 
� ��� ��� F (X)�


����� "� �� ������� ���� d̂(a, b) ≥ 0# ��
 �		 a, b ∈ F (X)� %������ ���
���� a 
= b� %��
� ��� ��� �� ������ ���� ����� �����
�� �� ����� �� F (X)
&��� '()*# ���
� �+���� r0 > 0 ��� f ∈ Fr0 ��
� ���� F (f)(a) 
= F (f)(b)� ��
���
���
� 
��
	��� ���� d̂(a, b) ≥ r0 > 0�

"� �� 
	��
 ���� ��� ���
���� d̂ �� ������
�
�
�� �
� ����� �� ���� ���� d̂ �������� ��� ��
��� �
����	� ������	���� ���

a, b, c ∈ F (X) ��� ������� ���� d̂(a, b) < r# d̂(b, c) < r# ��
 ���� r > 0� $���
���
� �+��� D1, D2 ∈ Dr ��
� ����# ��
 ��� �������� ���� qi : X → X/Di#
i = 1, 2# �� ���� F (q1)(a) = f(q1)(b) ��� F (q2)(b) = F (q2)(c)� ������ ��
D ��� ��
����������

D1 ∧D2 = {U1 ∩ U2 | Ui ∈ Di, i = 1, 2} \ {∅},
���� �
�� ��� �
���
���� �� �	�
����
�
� �� ����	� ��		��� ���� D ∈ Dr� $��
�������� ��� q : X → X/D ��� ��� �
���
�� ���� q = f1q1 = f2q2# ��
 ����
f1, f2� $���

F (q)(a) = F (f1q1)(a) = F (f1q1)(b) = F (f2q2)(b) = F (f2q2)(c) = F (q)(c),

����
� d̂(a, c) < r ��� ��� ��
��� �
����	� ������	��� ��	��� �

"� ��� �����	# �� ����� ��� ���
�� �� ��� ��
� F (X)# ��
 �� �	�
����
�

���
� (X, d) ���� ��� �	�
����
�
 d̂ ������ ������

������� ���� ��� (X, d)� (Y, �) �� �
�������	� ������ ��� 
�� f : X → Y �� �

�
�������	�� ���� ���� ��� ��� F (f) : F (X) → F (Y ) 	� �
�
 �
�������	�

���



��� ��������	
�

������ ��� a, b ∈ F (X) ��	 �̂(F (f)(a), F (f)(b)) < r
 ��
 ���� r > 0�
���� ��
 ���
� g ∈ Fr �� ���� F (g)(F (f)(a)) = F (g)(F (f)(b))� ����� ���

��� f �� ��������	���
 �� ������	� ���� gf ∈ Fr
 ������ d̂(a, b) < r� ����

��������� ��� �
���� �

�� ���
���
� ������ �� ��	�������
 �� ��� ������
� UMET  �� !���

��� �������� F ��
 ���� � ������
"�

��� ϕ = (ϕX) : F → G �� � ����
�� �
�����
������ �� ��
��� ������
�

�� COMP� #� �� !���� ���� ���� � �
�����
������ ���$���� 	���
����� ���

����
�� �
�����
������ �� ��� �����	�	 ������
� ���
 TYCH  ��
 ����� ��

!��� ��� ���� ��������"�

������	 
�
� ��� ������� ����	
�����
�� ϕ = (ϕX) : F → G �
 ������


������	 
� COMP ������
��	 � ������� ����	
�����
�� �
 ��� �����	����
�

�� 
������	 
� UMET�

������ ��� (X, d) �� �� ���
����
�� �����
 a, b ∈ F (X) ��	 d̂(a, b) < r�
����
 ��
 ���
� f : X → Y 
 f ∈ Fr
 �� ���� F (f)(a) = F (f)(b)� ��� �
	����� ��� ���
����
�� �� Y � %
�� ��� ������������� �� ��� 	���
��

F (f)
F (X) −→ F (Y )

ϕX ↓ ↓ ϕY

G(X) −→ G(Y )
G(f)

�� ������	� ����

G(f)ϕX(a) = ϕY F (f)(a) = ϕY F (f)(b) = G(f)ϕX(b),

������ d̂(ϕX(a), ϕX(a)) < r� �� ���
���
� ������	� ���� ��� ���� ϕX �
�

��������	���� �

������
�
�� 
��� ��� 	�� Fω(X) 
	 ���	� 
� ��� 	���� F (X)� 
�� ���

���������
� 	���� (X, d) ��� ��� ������ 
������ F �

������ ��� a ∈ F (X) ��	 ε > 0� ��� D ∈ Dε� %�
 ��� ������� C ∈ D


������ � ����� xC ∈ C� #� �� ����
 ���� ��� ��� Y = {xC | C ∈ D} �� �����	

�� X
 ����� � 	���
��� ����� �� ��� ����� ���� d(x, y) ≥ ε
 ��
 ���
� x, y ∈ Y 


x 
= y�
&����� �� f : X → Y ��� 
��
������ ���� ���� f(C) = {xC}
 ��
 ���
�

C ∈ D� ���� F (f)(a) ∈ Fω(X)
 ������� supp(F (f)(a)) = f(supp(a))
�� � ������� ������ �� Y ��	 ���
���
� '����� (�� ��� ������ ��� ����

d̂(a, F (f)(a)) ≤ ε� �
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 ���
�� ���

� �������	

����� �� �	
� 
��� �
�����
 �� ������ �������
 ��� ��
��	�� ���
���������	��

�� �� 
���� �	�� ��� ��	�	�� �
����� �� ��� 	����	�� �������� ���	��
���
��� ����� ���
�����	�� ������	��
 ��
� ��� 	����	�� ������� �� ��� ���� ���
UMET�

�� !�� F = (−)n� ����� 1 < n < ω "��� ����� ��������� ��� ��� ��
	��

�� ����� ��� �� ���������	� 
���� (X, d)� ��� ����	� d̂ ���#
 �
 ������
$

d̂((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max{d(xi, yi) | i = 1, . . . , n}
"��� l∞%����	���

&� !�� F = (−)ω "��� ��������� ����� ��������� '� ��	
 ��
� ��� ��
�
����	�
 ��� l∞%����	� �� Xω� (��� ���� ��	
 ����	� ���
 ���  ������� ���
������� ������ � �� Xω� ��� ������� X�

)� !�� exp ������ ��� �����
���� �������� *����� ���� ��� �����
����
exp(X) �� � +������� 
���� X 	
 ��� 
�� �� ��� �������� ������� 
��
��

�� X� +�� ,	����	
 ������ � �� exp(X) 	
 ��� ������ � ���
� ��
� ���
	
�

�� ��� 
��
 �� ��� ����

〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ exp(X) | A ⊆ ∪n
i=1Ai, A ∩ Ui 
= ∅ ��� ����� i},

����� U1, . . . , Un ��� ���� ��� ������ � �� X� n ∈ N� '� (X, d) 	
 � ����	�

����� ���� ��� ������ � �� exp(X) 	
 ����  �������� �� ��� -��
���. ����	�
dH $

dH(A,B) = inf{r > 0 | A ⊂ Or(B), B ⊂ Or(A)}
"���� Ot(C) 
����
 ��� ��� r%��	 �������� �� C�� '� 	
 #���� "��� ��
� ��

��� ���� ��� -��
���. ����	� dH 	
 �� ���������	� 	� 
� 	
 d�

�� ���  �	� �� 
��� ����� ��� ��� ���������	� 
���� (X, d)� ���
���������	� d̂ ��	��	��
 �	�� dH � !�� A,B ∈ exp(X)� '� dH(A,B) < r� ����
����� ���� Br(x) �	���� 	����
���
 ���� A ��� B �� �	

�
 ���� A ��� B�
+���� ��� ����� f ∈ Fr� �� ���� f(A) = f(B)� ������ d̂(A,B) < r ��� ��
�������� ���� d̂ ≤ dH � �� ��� ����� ����� 	� d̂(A,B) < r� ���� ���
	��� ���
�������
	�	�� D = {Br(x) | x ∈ X} ��� ��� f : X → X/D �� ��� /���	���
���0 ���� f(A) = f(B)� ������ A ⊂ Or(B)� B ⊂ Or(A) ��� �� ��������
���� dH(A,B) < r�

1� +�� ������� P �� ������	�	�� ���
���
� +�� 
�� P (X) ���
	
�
 ��
������	�	�� ���
���
 �	�� ������� 
������ �� X� -���� ��� ,	�# 2�3
	��������� ��� ���������	� �� ��� 
�� P (X) �
 ������
� 4�� r > 0� ��� Or

���
	
� �� ��� 
��
 ���� ��� �� �����
����� �
 ��� ��	��
 �� ����
 �� ���		 r�



��� ��������	
�

�����	 
�� �
��� D ∈ Dr	 ��� �������� �
 D ������ �� Or	 �� �������� ����
��� ����������� ��������� ���
� ��������� ���� ���� ���������� �� ������
��� �����

��  �� ��� ��������� !��
� ����	 
�� ��� 
������ I �
 ����!����� ��������	
��� ������ ��"��� ���
� ��������� ���� ���� ��"��� �� �����# ��� $��������
%&'�

��� ������	
��

(� ��� ��)���	 F �� � ������ 
������ �� ��� �������� COMP�

����������� 	
�
 ��� X �� � ����� 	
��������
 ���
�� ��� 	
��������
 ���
�

F (X) �� ���
���� �� ��� ����� ���� ����� �� c > 0 �	
� ����� ��� ��� ������
�

a, b ∈ F (X)� �� ���� d̂(a, b) ≥ c�

�����
 *�� c = min{d(x, y) | x, y ∈ X, x 
= y}� +��� c > 0� (

a, b ∈ F (X)	 a 
= b	 ��� F (f)(a) = F (f)(b)	 
�� ���� f ∈ Fr	 r > 0	
���� ����������� r ≥ c	 ������ ��� ������ 
������� �


������ 	
�
 ��� ��� supp: F (X) → exp(X) �� �������������

�����
 *�� a, b ∈ F (X) ��� dH(supp(a), supp(b)) ≥ r� +���	 
�� ���
r′ < r ��� ��� f ∈ Dr′ 	 �� ��
� f(supp(a)) 
= f(supp(b))	 ������ F (f)(a) 
=
F (f)(b)	 ��� �����
��� d̂(a, b) ≥ r′� ����� r′ < r �� ���������	 �� �������� ����
d̂(a, b) ≥ dH(supp(a), supp(b))� +��� ��� ��! supp �� ����,!������� �

(� 
������ 
��� +������ &�� ���� ��� ��! supp �� ���������� ���
�����
��� ��� ��� 
������� �� ��� �������� UMET ��������� �� ������

������� �� COMP ��� 
������� ���� ���������� ��!!����� -��� ���� ���� ��
��� ��� ���� 
�� ��� 
������� �� ��� �������� COMP�

.����� ���� ����	 
�� � ���!��� ����������� �!��� (X, d)	 ��� ��!�����
�� F (X) ������� �� ��� ������ d̂	 ���� ��� ����������� �������� ���� ���
������� ��!����� �
 F (X)� (�����	 ���� ������ 
������ 
��� ��� �,������� �
 ���
������ 
������� ���� ������������� ��!!���� /����	 ��� 
������ P �
 !������0
���� ����������

+�� 
�������� �,��!�� ������������ ����	 �
�� 
�� ��� 
������� �
 "0
���� ������ ���� ���������� ��!!����	 ��� ��!����� �� F (X) ������� ��
��� ������ d̂	 ���� ��� ����������� �������� ���� ��� ������� ��!����� �

F (X)� (�����	 ������ �� P2 ��� 
������ �
 !���������� �������� ����
��!!��� �
 ����������� �� ���� �� +�� �������� �
 P2(X) ��� �
 ��� 
���
μ = tδx + (1− t)δy	 ����� x, y ∈ X ��� t ∈ [0, 1]� 1� ��"�� ��� ���
������
F �
 P2 �� 
������2

F (X) = {tδx + (1− t)δy ∈ P2(X) | t ∈ {0, 1} ∪ [1/3, 2/3]}.
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 ���
�� ���

�� �� �	�
 �� ��� ��	�

d̂(tδx + (1− t)δy, sδx + (1− s)δy) = d(x, y),


�� 	�
 �������� s, t ∈ [1/3, 2/3]�

����������� 	
�
 ��� X �� � ���	�
 	��	�� �� �
 ����������� 	���� Y � ���


F (X) �	 � ���	�
 	��	�� �� F (Y )�

�����
 �� �� �	�
 �� ��� ��	� F (X) = supp−1(exp(X)) 	�� ��� ������

������ 
��� ������� ��� 	�� ��� 
	�� ��	� exp(X) �� 	 ������ ������ �

exp(Y )� �

����������� 	
	
 ��� (X, d) �� � ���

�
 ����������� 	����� ���


diam(X, d) = diam(F (X), d̂)�

�����
 ��� ������ 
������ 
��� ��� 
	�� ��	�� 
�� ��� �����	�� �	�
f : X → {∗}� �� �	�� F (f)(a) = F (f)(b)� 
�� ����
 a, b ∈ F (X)� ���	��� F
��������� ��� ����������� �


������ 	
�
 ��� (X, d) �� � �������� ����������� 	����� ���
 ��� 	����

(F (X), d̂) �	 ��	� ���������

�����
 ��� (ai)∞i=1 �� 	 �	���
 �� ����� �� F (X)� !���� ��� ��	��
exp(X) �� �������� "��� #�$%&� ��� �� ����� (supp(ai))∞i=1 �� ����������� ���
�� ������ ��� ����� �
 A�

'�� 	�
 n ∈ N� ��� �� ������ 	 (���� ���)���� 
	���
 Bn �
 �	��� �
 �	���
1/n ��	� ������ A 	�� ���� ��	� ����
 ������� �
 ���� 
	���
 ���������� A�
��� An �� 	 ������ �
 A ���� ��	� ����
 ������� �
 Bn ����	��� ��������

��� �
 ��� ������ �
 An� *����� �
 rn : ∪ Bn → A ��� ����	����� ��	� �����
����
 ������� �
 Bn ���� ��� ����� �
 An ��������� �� ���� ��������

���� ��� �� ����� (F (rn)(ai))∞i=1 �� ��	����	�
+ ���� �	���
 
������ 
���
��� 
	�� ��	� ���� �� ����� �� ���������� 	�� ,���������� ����

��� �� ������ ��� ����� �
 bn� n ∈ N� -�������
� supp(bn) ⊂ A� 
�� ����

n ∈ N� ����� �.��� �	�� sn : supp(bn+1) → supp(bn) ���� ��	� snrn+1 = rn�

�� ����
 n ∈ N� -�� �	� �	���
 ��� ��	� F (sn)(bn+1) = bn�

/��	��� �
 ��� ������������ �
 X� ��� �	� �	���	��
 ������

 A =
lim←−{supp(bn), sn} ���� 	 ������ �
 X� ��� �� ����� (bn)∞n=1 �� �����
���
���������� �� ��� ��	�� F (A) "������� ���� ��� �����	� �������
&+ ��� ��
������ ��� ����� �
 a� 0� 	�� ����� �� ���� ��	� a �� ��� ����� �
 ��� �� �����
(ai)∞i=1 �� ��� ��	�� (F (X), d̂)�

��� ε > 0� ����� �.���� n ∈ N ���� ��	� 1/n < ε� 1��� ��	� d̂(a, bn) ≤
1/n� ����� �.���� N ∈ N ���� ��	� d̂(bn, am) < 1/n� 
�� 	�� m > N � ����
d̂(a, am) < 1/n� 
�� 	�� m > N � ������ ��� 	�������� 
�������
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��� �� 
���	������
��	����� �� 
����� �� ����

� ������� �	
 ���	 
������	�

�������� 	
�
 � �����
 �
	
� (X, d) �� �	�� �� �� ��������	 
������
��



��� �� ��� ����� ������ c ∈ (0, 1) ��
� ��	�� ��� ����� �	���	� n 	�� �����
x0, x1, . . . , xn ∈ X�  � �	��

cd(x0, xn) ≤ max{d(xi−1, xi) | i = 1, . . . , n}.

!�� ��������� ���
����
��� �
	
�� 	�� "�
�
���# �	
� ���� 	 
	�������
� �	���	� $������� 	����� �� ��������� �� ��� ��������� ������� ���� ����

	�������

�������� 	
�
 %� �&'�� �����
 �
	
��  ��� ��������	�� ����	�����
 	��

��������� 	�� 
�	�	
����#��� �� ��	�� 	� 	� �
�� 
������  ������ �����
������ 	 �	���	� �����
 �� ��� �
	
�� �� ��� ���� F (X)� ��� ��� ���������
�
	
���

� ����	� ���
��� F �� 
	���� (���	�� �� F 
�������� ��� 
�	�� �� (���� �����
�� 
��)�
���� ��	�� ��� 	 (���	�� ���
��� F  ��� (���� ��

���� ��� ��
�����
�� F (X) ����
�� �� ��� ����	�����
 d̂ 
���
����  ��� ��� �����	� ��
����� ��
F (X)� ��� 	�� ����	�����
 �
	
� (X, d)�

��� �����	
�� 
� 
�� �� �� �
����� ������� ��
��������� 	�
������ 
 ������  �����
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���� �� *���+#�
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 ��
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�	 Meas
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