[prumHOK 10 Teopii CTDKKOBUX NepeKpoiB.
(Ein Beitrag zur Theorie der Kegelschnitte).

HANHCAB

Op. MEKONAa YaliKOBCEKHM.

§ 1.

Koan crixkropi nepexpoi 6yzemo BBakaTd reoMeTpAYHAME Micuauu
BCIX TOYOK, AJMA AKHX BifHOMEHS BiAAaNeHE BiJ MocTiiinoY To9xH (OrHEMA)
BUODOBAAHTH 60raTo IpHKMET, CUIABHHX BCIM CTIMEOBUM NEpEKpOAM.
Ilomaeawyn Bei Ti mpurMerd, A saraiAbHO 3BiCHi, X0YeMO0 B HEHIMBiN
HOTATOi 3BEPHyTH yBary Ha Asi pisd: 1) Koam npmiimemo BifjaneHs
OrEEWA BiA BEPIKA WOCTIHHAM | WifAaM0 9HCENBHY EKCUEHTPRYHICTH

2 7,2
al—10 . . . .
(8= / o —) smisam 8ig O g0 co, Ary wacrEmry niomi aalme Tpo-

Mafla criskoBBX EpEBBX ? i 2) A8 3aXoByIOTH ca mpopigui alafi eaime,
Koau & Gyne Tar caMoO sMiHATH ¢4, i KOJH DpEiiMeMO BiAHONIEHE OrHHAMA
Bij Bepka, AR moumepejHo, mocrilinam ?

llepes tem opmawe sEmpoBagAMO BeY BeNHYIRHH, UOTPiOHi AAs
TEOpil CTimKOBEX Meperpois,

§. 2.

Hexaii 6yne A ormamem, A nposigoo aimiew crikEoBEX nepe-
kpoiB; Toal geviminiline pisHaHe Beix T00E P 6amaHax Kpasux 6:
AF
P &, (1)
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Ae B ¢ rogrow, B dkiif Tpa®a4e nposigny aiafo HOpMaiasHa, momejeHa
a P (pme. 1). 3 710ro pesdiminilinoro pisnana OJeDPXKEMO aHadITHIHE
pipHaBE CTIXKOBAX mepekpois
yi=2c e+ o4 (e 1)xf @)

a camMe BEpUIEOBE piBHaHE, 60 BiXHOCHMO HOTO 0 C-PALRAX, AKDX
ocuio X 6 HOpMaNkHA B3 orEAmMA A0 mpoizuof aimii, a Bick Y mepexo-
ZuTh depes Ty TuouRy Ha ocE X, sAka JIAATH BiAAaJeHe OCHEIE Bif
oposipuol aYuif B Bigmomento ¢ : 1. Koau O e Bepuirom xpmeaX, a 3a-
pasom i mowaTroM copalHax, 1o ¢ = O4 — 1. 34., ce Bijjaneds orHAWA
Bi{ BepMES. ;

Ha ocuoBi pipHana (2) moKeMo mepesecTH HOBHY AACKYyCito crik-
KOBAX OEpPerpoiB, KON (yaeMo BBAXKATH & 3MIHBAM IT4PaMeTpOM.
Imenno:
ana e =0 MaeM0 E0J0;
o, &<l  enioey;
. &=1 napadono ;
s €>1 , rinepéonwo;
. €=o00 , Opamy nigito, a caMe Bics Y; i pis-
HAHE 6: x=0.
Ana Bipémnnx & Kpasi 6 HeajexinfoBadi.

§ 3.
Tenep mykaemo camerpii mamux EKpEBEX ; B Tili nian snaxopumo
TouKE Depeciulm Kpusmx 3 ocmio X; ix 6 pui: sepmor O i mepmor O
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. 2¢ . .
B Bigialemw z, = T—% ana € <1 nexnrb BiH Ra npaso Big O, Aaa

1
=1 ¢ B GesxomesnveTd, a AA4 €>1 no xisili croponi Bigx O, 6o

1031 € o, < 0. Hassim a=

[
s Topl @) = 2a HA3HBAGTH CA B €-

AOEOK a60o r0M0OBHOI OCHIO KpHEBOY.
Tsopssa noxiguy pissaua (2), ogepxEMO

gy =cle4 1) (¥ — 1) a;

BOH& CTa6é 3epoM AAd x = = a. B il Touni gocaras Kpusa ma-

1—¢
ximum aéo minimum. Bigzanens o6ox excrpemiB HasuBae ¢4 U061 9-
Hoto (ao Man0K) OCHIO KPHBOI; o3Hauim ii 25, Toai e

1 46
b_cl/l—a'
dna e==16 b==00, 414 ¢ > | & BOHO MHHME.

Toury nepecitm o6ox ocmit M HasmEBaéMO oCepeAKOM KpH-
B0 1. Bipnanens ocepepsa Bij BEepmIEaA 6

1—¢'
Biaganens Bif orummia &
AM=a — o= —uae
.. 1—e
Bono mae masgy A¥nY#iHOIl eXCHEBTPHIHUAOCTH; 03BAIYEMO
Horo 6yEs00 6: o= ae.

3BigcE J1erK0 BHUPOBAABTH 3BiCHE piBHAHE:
a®> — bt =ed,

Jng mBOMOrO b Maemo, posymisTh ¢a, a® -~ b7 =el,

§ 4

Touka A’, AEa JEMHTH HA TOAOBHid ocH cmMerpmuro 3 4 a0 M,
¢ pismo-w® ormmmes, a npama A’, cumerpuuna go M cyuporm A, é Ta-
k0% nposiguoto ainfex Epmsol. Ce Jserko npopipaTE- pyxke NpoCTAM
paxyukom. Keaa nassemo B’ Toury, B Arili upama Hopmansia 3 P go
A’ tpasnse opamy A', oflepxumo piBHO-® Aediuiliiine piBnaHe KRpmBoi

P4’ .
PFT ¢ )
3 pissaus (1) i (3) cxinye
PA 4~ PA'==¢ . (PB+ PB)=¢.CC";
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sensynna C'C’ e siananenem o6ox HpoBigHAX il :
CC’=2C0M==2(CO 4 OM),

[

c
?.l]lO OO—-?,TO OO-["OM:E(Téj,
) % 2a r—o .
OTHE cc === upore ¢ . CC'=2a;
ROJH NONOMKBMO: 7, = P4, r,= PA’, opjepxBEMO:
7, 1y =2a, } (4)
Orce spuuaiina Reoimigia eaimen. — Ii momemo opeminnra

piBHO-3 i fo rinepGoni, TinekE 3 TEM 3acTepelkeHEM, INO KOJH TOYKH
A’ i B’ nexarb uo sigemuifi croponi ocm Y, To Benguana PA’ i PB
Tpeba 6paTH a Big6MHHM SHaKOM, OT:ke piBHame (3) Tpeba sigolimaTH
Big (1). Ce pacte:
ry - vy = €. CC0 =2 )

Ocawn camerpii KpEBEX 6 06i OCH; OCepezKOM CHMETDIil ocepeaok
epaBoi. llapabons mae TiAsKW oAWy Bich cHMerpil, a came Bice X
(ronosuy sicy), Ii ocepepor cmmerpii Jemuts B 6E3KOHETHOCTH.

§ 5.

IIpexopamMo Temep nqo Gepmoro UHTAHA, SK€ MH HOCTABAJH Ha
BeTyDi, iMeHHO, AR 3aX0ByeTh ¢A rpomaja EpEBEX (2) Ha Biaomi, koI
¢ 6yre mocriiime, a & mpaimemo 3a 3mMiHHmil Lapamerep*).

Jna e =0 maemo Koao o nyum ¢ 3 ocepefcom B A ; Bigfazens
npoBignoi ataif 6 CO==00; Tagk camo i gpyra upoBigua niuia e B Ge3-
KOHEYHOCTH.

daa & <1 ogepayesmo enimey; il BEZOB:KEHS 3pocrasé ai 3pocToM
c

uapamerpy &, 60 moxm ¢ <5< 1, 10 0y = >a. 3i 3pocTom & Bifg-

l—¢g
ZanmoioTs ca opore Toaka M, A’ 1 O’ mocriiino, ax 318 =1 mepeligyTs
B GE3KOHEednieTs. .

Kona e nepeiige rpanano 1, Bei 3ragasi TOUYKH NOABAJIOTL CA 0O
afsiit cropori Y, 6o seauunHm a i ¢ cralots Bifemmi. Bomm 6yayrs
36uiara cqa mocriino xo Bepmra O, 60 Koam & >&>1, 10 a; =

[4 —C

= . 81 =é:-—'_—l'<a1-

2¢ ={, mpor 6i Bizai
e('l—-sj_ , Opore o06i uposig

Aimif sifigyrs ca; Toal e pisHo- CO =0, or:e BORE BOAJYTH HA Bich Y.
3 pisrans (2) oAepaxamo Toal =03 upore Uiaa KpHBA ODepeiije B Bich Y.

Aaa &==co oaepxamo CC’ ==

*) He MiImaTe 3 NapaMerpoM CTIAKOBEX Hepexpois !
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Koxnxa 3 gpoeux Oyae oSmupnféima sig mnouepeznsoi, 60 Koad
opaiiveno & > ¢, Hup. & =2¢ + 06, (6>0), T0 aza TOro camoro x
Maento y,>y,. Orxe komm ABi cycigui kpusi eraeators ca B Touyi O,
TO HE MOXYTh BKe MATH HHOIEX CHINBHAX TOYOK.

§ 6.
Koxm cxouemo 3HaliTe, aKy 9acrasy njowi OOKpHE rpomMaga KpiH-
BEX [IpH TArJiH 3migi mapameTpy & DoCTaBMO €051 TaKe NHTAHE : ,HEXal
6yne aama touka P(& 7) ma naomi; aga e BapricTh napamerpy & Toi
KpHuBOi, W0 nepexofurs 4epes toumy P¢?
Berasusma B pisuane (2) copagui tousa P i possasaBmu  itoro
3 OpMAJYy HA & OJEPM:KEMO :

l e .
= g VE— O T ®)
3uar ,,-—“ npn KOpiHA € BUKNIOYeHHH, 60 MH UpHEMAEMO mapaMe-

Tep € 3aégHo pojarmiii. 3sigem caigys, mo myceT, 6yTE CclHOBHEHA
oana Bupora and § i 7: .
V(S - c)2+n2§61 1(7)

6o Tineke Toni smoske 6yrm & >0. Hepismicrs (7) BAcKasys, umio TiAsKE
T0Al uepes To9Ry F MoKe mepexoABTH ofua KpHBaA 3 rpomany (2), koam
P nexnrs we ma moai Kodaa o ayud ¢ i ocepeary B orEEmE A. Yepes
KOy BHMY TOYKY MEPEXOARTH OAHA i TiXsKA O/HA KPHBA 3 CpoMajd
(2), 60 £ mae TiTBEH OJEY MOXIHBY BapTicTs.

3sipen cninye, IM0 rpoMaja CTIKKOBHX EPUBHUYX, Ja-
HEX piBHaHeM (2) 3i 3MiHHEM DNapaMeTpoM & OOKDHE-
Bae Niay naocmy 3 BAYMEOM BEpMmMKOBOro BONA 0 Ny4YH
¢ 3 ocepearomM B ormume A.

*  Haa Bigemmax & Hami KpuBi, K CKazaHO, He3AedinioBaHi.

§ 7.

ITo6a poscaipmypars sminy uodoxeud nposiguax aYeiii 3 mapa-
MeTpom, 3BeAim piBHane (2) o ocepegozmoro BERY (MoskaHBE
ce, poayseTs ¢4, TiAbkE apn eximei # rinepboaf).

[Ipes eaiuci mepecypaémMo HOYATOR COPSAHEX O a HA NPaBo; TOMY
CEOpPOUYSMO CODAABY « 0 &

(1 &) y2==c?,

a6o B 3BEYalEIl ®opmi

1+4¢
l1—¢

(e (=1

, (8)
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opu rinepboai BiA6ysaerh €a orce mepecyneud ¢ TARY CaMy BeNAUYHHY
Ha aiso, oTHe copagua x Oyje OpOAOBMKEHA O &) C€ FACTD :

(e ~ar—yr = S (9)
e—1
OTXe 3BHYAlBA ®opMa piBHaga rimepboai Gyae :
LN AY
—)Y—{(ZYy=1.
ka) (b)

Bippanene o6ox mposigumx Jinfif € B 060X paiax

A= CC" =25
- g(l—g)
arAAHO _2c
T e(e—1)
KONH-3K TYT He (yJeMO BBaXaTH Ha 3HAK, MOMKEMO OPEAMMTA nepuiwnil

B30pelE.

Ana e=0 6 d==oco; aaa 0< e < | npuiimas BoHO cringeni Bap-
TOCTH, & RAd €= 1 erae ouaTe oo. Omicnsa, xoau & > 1, omagase BoHO
Bifl oo m0 0. — 3sigen caigye, mo koxm & spocraé Big 0 a0 1, d ne-
pebiras cuepmy CnafgawuEll pag, a omicad 3HOB 3POCTAs.

3aaiinim goafmeio rpaumme Toro pAxy. Koam noaoxamo

p(e)=¢e(l - ¢),

9 () =1~ 2;
@' (€) crae sepom gng e=1, a mo @”"(e)=—2<0, ro @(¢) 8 paa
€ ==1 maximum, ormxe Tofi d 8 minimum. OrKe Z0ATMHEQI0 IPARBICIO
paprocrail d 6

MasMo |

dmm =8¢ 3
o6inpoBiaui Aiuwii eainen He MoXkyTh BHikOAB 36xB-
3ATH cA o cebe Ginpme, AK HaA Be.

§ 8.
[lomominn &, =1+, eg=1— 0; TOAl &
2¢
d, dz—i-—da'

JABi eaioen, HKBX BepPWKD OXHAKOBO BigAaanenl Bix
OFrHHEW i AEHX YHCEJbHI EECHEHTPHIHOCTH 6 CHME-
TPHYHO POBAOMKEH]I CYyNIpPOTH YRCAA §, MAWTH Ti cami
aposigui n2inil. Taxki gsi eainca o Tax camn< mposiguEx afaiax
HA3BEMO UPDHHANENHEMH enimcamu cympura ¢ (zugehorige
Ellipsen in bezug auf ¢).

Pisnana Koxkpol mapm OpPEHATERHAX €NiNC 6 TAKI:

—



> 9 ¥y 2
—L N\,
( 2 ) 4*(C l/3+26)
t—20 1—20
(10)
~ L. Y N,
(2 ) (. 5=20)
[+26 152¢ - l
Tyt €: 2 2
W19 T 128t 0
) /3T, _ /3= [ (10a)
= 126 T ¥ 128
d3a 9 =0 anasars ¢q o6i eaimew B 0fIBY :
ZNe, (Y N\
G+ () =1 an

Orce onBHOKA eninca, iAGHTHIHA 3] CBOEGI0 OPHHEAINEX-
HOW; BOHA NpuHalzexHa Jo 0=0. fi sasemo ronossow eaimn-
cow (Hauptellipse).

Koxm niB-ocm romosmoi exince HasseMo @, b, 4 nip-0cE napu,OpH-
HANeXHAX eniue o, b, i ay, by, ofiepXEMO TaKi peralii:

a>a>ag; b>0> b,

T, 30. 3NapH ABOX NPRHAJNENXKHHX eJiNc OABa JEXKHATH
Ha 30BHY, a Apyra MicTmTs €8 BHYTPi TOXOBHOI
enigcs.

Ina 6=} wmaemo: & =1, & =0, omke d == co; nepme piBHAHE
(10) Tparate cBos snauine, 60 08éi miB-0CE CTawTH oo, A4 APYre CTAE
2?4+ y?=c¢% 1 3n

ErcTpemom opuHaJexunux eJiNc € Taka napa,
Mo Despnra eniogea crTac 663KOHEIHO BEAHKa, T. 6. 06a
fiorsema, Bepmked & npoBifgni nigii Bigcypawrs ca
bearoHesHO fAaneko, (crac mapafoneto o GearoHewne AaJerint
Bepuity), a apyra eafgea c¢cTae BUIMEOBEM KOXOM
onydmc, 3 ccepearom M. ’

Jna opmuazexxHaAx eainc samiTHi Taki peasuil:

4e
@t ay = g =14d;

___.ﬁ_@y_@f
=, = — .
a, & e, Uy &g



§ 9.

Kona-6 mum xorinm nepesecTE Tol cam Rocaig BaN rimeploxero,
nobavmmo, mo Aaa € >1 icraye minimum ¢ TiZABEB A4 & = co; € BOHO
d=0. Jlo HbOr0 HAZEXRATH TiNBEH OJHO & OTKE J 0 KOMW Ol HapH
oposigueEx niBifil HaNeXHTH OAHA i TiAbRY OpBa ri-
nepb6oas.

) § 10.

Konmerpyryia uap npaeazexunx exfnoe.

Mposiaai aisfi eatmeu snaxopmmo, BeJyIu CTHYRI A0 erimcE B Ki-
uax ii napamerpis, T. 6, B TOIKAX HOPMAJAbHO HajA oraHmams. Bosm
nepernHaloTh ¢A 3 0CHI0 X B TOYKAX, KyAE NEPeX0AATh IpOBigHi Aiglf, —
Crugui->x 70 exnimem nepermualtors Bick X B TAX caMEX TOYRAX, U0
creyai o Koiaa 3 ocepepkoM M i aydem a (BenMka nis-Bich exigen),
BefleHi 8 TOYOK HODMANbHO HAX AOTUYHAME ToYKaME exinc. [Ipore koH-
eTpyENiA DpoBiAwEX nin{H enlmcE 6 Ayme Jerxa.

Hexaif a, i @, 03BauyloTh BelHK miB-0CH OXHOI HAPE NpPEHANEX-
HEX exiuc; ToAi 6 Aani Taox i 06i eximes, a 3 pisHamp (10a) moxemo
sHaifiTa ¢ 1 0, oTKe BChO, o noTpifHe Ao BuzHaYeHA enimen. — [aa
UpHHEAJAERKHBX exilCc icTHY6 penanis

a + ay =4d;
oTHE KoNu 3adeprueMo 3 M cumiBocepegHi Kona nyyamMu «; i @, i Big-
mipamo Ha oca X BigtAEoR CM = a, 4+ a,, T0 Touka C nojacrs, KyAR
nepexogure npoeigaa aAfsis. 3 C segemo cruumi Ao obox kim; mern
TOYOK CTHYHOCTH H& Bick X BE3HA4ATh UOJOXKEHE OPRAM 066X exaioe
(pme. 2).

Olo ckoncrpyoBaai Tak enioen e cnpaBAl UPUHAZENHI, MOMKEdO
JOKAa3aTH TaK: 1) mycamo sm@Kazars, o ofi eximew mawTs cmiibui
uposizni aisif; 2) mycumo foxasars, mo ofi malTh oAHAKOBEyBiAAa-
JIeH6 BepHIKiB BiZ oramml.

1) Caipye Gesnocepepuo 3 xomerpysrnit; npsami Ai A’ e copasai
npoBiguEME nigiamu obox exnine, 6o D, C i DyC ¢ craunuma Ao Kia
HaJ BEJIHEHNE ucAMH enfoc, a TOYEH CTHYHOCTH JEXKATh OPAMO Hag
OTHHIIAME €aiuc.

2) Maemo gozasarn, mo O, 4, = 0,4,. 3 AMCD, i MCD, caipys:

a, 2= A M A D,? a,*=A4,M*+ A,D,?,
a TaKoX :

A, D*=CA, . A M; A,D,*==CA,.A,M.
Tyr a:

CA, =CM — A M= (a,+ ay) — A, M;

CA; =CM — A, M= (a,+ a,) — 4, M,



o M =+~ a,), oTHe panbule
A, D2 ={(a,+ay)— A4, M] . 4,M;
A, D2 =[(a,+ a) — 4,M] . 4, M,

2 2
mpote: A M= —3—; A, M= 2

a,tag ay +dy

4

Baxani sigTRaru 6:
O 4;/=a,— AM i 0,4, =a,— 4A,M,
1%
a,+ay _
Ana xomerpyrnii ronosroi entnen (a;=a,) pECysMO TOURY
C B migganenio 2q,(=a,+ a,) Big M.

Teproniav, 30. X1, 1911.

OTKE OIA}= 02‘42' ==

==¢, AE ce caiaye pisHo-:x 3 (10a).

RESUME,

Hier werden die Kegelschnitte als geometrische Orter derjenigen
Punkte definiert, far die das Verhiltnis der Abstinde von einem
fixen Punkt 4 (Brennpunkt) und einer fixen Linie A (Leitlinie) einen
konstanten Wert £ hat.

Wenn der Abstand des Brennpunktes vom Scheitelpunkt O der
Kurven mit ¢ bezeichnet wird, dann lautet die Scheitelgleichung der
Schaar samtlicher Kegelschnitte :

yr=2c(e+ Do+ (€ — 1),
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worin ¢ der verinderliche Parameter*) ist, den man von O bis+ oo
stetig variieren lasst; fir negative Werte desselben sind die Kurven
nicht mehr definiert.

Der Gegenstand des vorstehenden Beitrags ist: 1) zu zeigen,
welcher Teil der Ebene durch die ganze Kurvenschaar bedeckt wird,
und 2) zu untersuchen, wie sich die Ellipsen verhalten, sobald man
ihre Leitlinien hin und her verschiebt.

Die erste Frage ergibt die Antwort, dass durch alle diejenigen
Punkte der Ebene Kurven der genannten Schaar gehen kénnen, die
nicht innerhalb des ,Ausnahmskreises® liegen, d. h. des Kreises vom
Radius ¢ um den Brennpunkt 4. Den Extremen é=0 und &=co
entsprechen der Ausnahmskreis als Grenzlage aller Ellipsen, und
die Y - Achse als Grenzlage aller Hyperbeln.

Zur Behandlung der zweiten Frage wird die Scheitelgleichung
der Ellipse in eine Mittelpunktsgleichung transformiert :
14+¢
1—¢'
ferner wird ¢ als konstant beibehalten und beim Variieren des Para-
meters ¢ sollen alle Ellipsen konzentrisch bleiben. Es zeigt sich als-
dann, dass fiir 0<{&<C1 den zwei Ellipsen, die durch &=14--d und
g, =4 — 6 (0 <6 <}) bestimmt sind, je ein gemeinsames Leitlinien-
paar zukommt; fur solches Ellipsenpaar wird die Bezeichnung ,ein-
ander zugehdrige Ellipsen in bezug auf 0% gewihlt. Fiur 6 =0 ist
g,==¢&,; dann bekommen wir nur eine einzige, sich selbst zugehdrige
Ellipse. Sie mag ,Hauptellipse* heissen ; bei ihr ist der Abstand der
beiden Leitlinien ein Minimum, u. z. = 8c.

Fir 6—1 kommen wir auf ein Extrempaar; die eine Ellipse ist
unendlich gross, die andere der Ausnahmskreis um 2,

Zuletzt wird die Konstroktion der zugehdrigen Ellipsenpaare an-
gegeben; auf der X -Achse wird ein Punkt (' bestimmt, dessen
Abstand von M gleich der Summe ist der grossen Halbachsen beider
Ellipsen ; er gibt die Lage der Leitlinie. A an, denn es ist der halbe
Abstand beider Leitlinien }d= a,4 a,. Dann werden um M zwei
Kreise mit den Radien a; und a, geschlagen, an welche dann von ¢
aus Tangenten zu legen sind. Die Projektionen der Beruhriingspunkte
auf die X-Achse sind die Brennpunkte beider zugehdrigen Ellipsen.

(1 —&)a? | yi=c2.

*) Nicht zu verwechseln mit dem ,Parameter eines Kegelschnitts“!



