Uber die Erzeugnisse krummer projektiver Gebilde, deren
Trager unikursale Plankurven sind,
(Il. Mitteilung). *)

von

Drx. B. XXalicun in Lemberg.

III. Uber das Erzeugnis zweier projekti-
ver Punktreihen, einer auf einer Kurve
K* n Ordnung mit einem (»—1) - fachen
Punkte und einer anderen auf einer Kurve
K p= Ordnung mit einem (p—1) - fachen
Punkte, wenn die Trigerkurven in zwei
verschiedenen Ebenen liegen?).

1. Es seien die Vielfachpunkte der Tragerkurven K* und K* be-
ziehungsweise mit V»—! und VP-! bezeichnet. Die Verbindungsgerade
v dieser Punkte sei als die Achse zweier projektiver Ebenenbischel (a)
und (a‘) angenommen. Jede Ebene @ des Buschels (@) schneidet die
Kurve K® in je einem Punkté A4, und jede Ebene «' des Buschels (‘)
schneidet die Kurve KP in je einem Puankte A‘. Die Punkte 4 und
A’, welche in den entsprechenden Ebenen der projektiven Ebenenbii-

schel liegen, werden als entsprechende Elemente der projektiven Punkt-
reihen (A4) und (A') betrachtet. Es handelt sich nun um das Gebilde,

1) Die vorliegende Abhandlung bildet eine Fortsetzung zu den
Untersuchungen, welche der Verfasser in den Abhandiungen unter
demselben Titel in den Silzungsberichten der Kaiserlichen Akademie
der Wissenschaften, und zwar I. Mitteilung im Bd. CXXIL._Abt. I a.
Februar 1913, I1. Mitteilung im Bd. CXXIIL. Abt. ITa Februar T9T4 —
veroffentlicht hat.

3) Anstatt der unikursalen Plankurven kdnnen hier mit gewissen
Voraussetzungen unikursale Raumkurven angenommen werden.
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welches die Verbindungsgeraden der entsprechenden Elemente dieser
Punktreihen erzeugen, Es wird leicht nachzuweisen, daB dieses Ge-
bilde eine windschiefe Regelflache R"t? des (n+p)* Gra-
des ist. Um den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, betrachten
wir ein Paar entsprechender Punkte 4 unrd 4‘ und ihre Nachbar-
pankte 4, und 4,’. Die Verbindunsgeraden AA'=g und 4, 4,'=¢'
bilden zwei unmittelbar folgende Erzeugende des Erzeugnisses. Da aber
die Tangenten 4 4, und A’ A’; der Tragerkurven K und K¢ im allge-
meinen auf einander windschief stehen, so nilissen auch die Geraden
g und ¢* windschief sein, Der zweite Teil des Satzes wird folgender-
mafien bewiesen'): Eine Ebene X, welche durch eine Gerade 7 beliebig
gelegt wird, schneidet die Kurve K® in n Punkten X, denen ebenso-
viel Punkte X' auf K projektiv entsprechen, welche in » Ebenen des
Bischels () liegen. Jede beliebige andere Ebene X' durch ! schneidet
wiederum K? in p Punkten X', denen ebensoviel Punkte X auf K®
projektiv entsprechen, welche in p Ebenen des Biischels (f) liegen. Es
entsteht daher in I eine Ebenenkorrespondenz [n, p]; in jeder von
n 4+ p Koinzidenzebenen liegt je eine Erzeugende, welche folglich die
Gerade I schneiden muB. Die beliebige Gerade  trifft somit die Regel-
fliche R*t? in a4 p Punkien, diese Flache ist also des (n 4 p)=
Grades, was zu bewiesen war.

Durch die Achse v und a — 1 Vielfachpunktstangenten der K
im V"-1 gehen n-—1 Ebenen, denen, zum Ebenenbischel (@) ge-
rechnet, ebensoviel im Ebenenbiischel (a') projektiv entsprechen; diese
letzteren schneiden die Kurve K? in n — 1 Punkten, welche mit Va1
verbunden n — 1 Erzeugende der Flache liefern. Der Punkt Vot
wird daher zu einem (n—1)-fachen ebenso der Punkt
Ve=1 zu einem (p—1)-fachen Punkte der Regelflache
Rtr, Die Gerade Vi—1 Ve-1=y {rifft daher die Fliche Re+e auBer Vo-!
und V! noch in zwei Punkten, welche sich auf folgende Weise be-
stimmen lassen: Die projektiven Ebenenbiischel (@) und (e’) haben
zwei Doppelebenen d; und d,, von denen jede, wie leicht zu bemerken,
je eine Erzeugende der Fliche enthilt. Diese Erzeugenden schneiden
die, Achse v in den gesuchten Punkten.

Haben die Tragerkurven einen gemeinschaftlichen Punkt Z, der
sich selbst in beiden projektiven Punktreihen entspricht, so ist die
erzeugte Regelfliche nur des (n + p — 1)*® Grades; denn jede Gerade,
welche durch den Punkt Z geht wird als eine uneigentliche Erzeugende

1) Vergl. Cremona. Allgemeine Theorie der Oberflichen, ibersetat
von Curtze — p. 54.
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der Flache angesehen; eine beliebige Gerade I schneidet daher nur
n -+ p—1 eigentliche Erzeugende. Diese Flache wird ferner nur des
(n 4+ p — 2)*® Grades sein, wenn die Tragerkurven zwei gemeinsame
sich selbst projektiv entsprechende Punkte haben.

Haben die Trigerkurven X% gemeinsame sich selbst projektiv
entsprechende Punkte, so ist das erzeugte Fliache des (m + p — k)*®
Grades. Die projektiven Punkireihen sind perspekiiv und von dem-
selben Ebeunenbiischel (%) in beide Tragerkurven eingeschnitten. Die
Achse v des Ebenenbiischels (¢) wird in diesem besonderen Falle
von samtlichen Erzeugenden geltroffen, sie liegt damit géanzlich auf
dieser Fliache. Also:

Zwei projektive Punktreihen, die eine auf einer
unikursalen Kurve K° 2 Ordnung und die andere auf
einer unikursalen Kurve KP p* Ordnung erzeugen eine
windschiefe Regefiiche des (n+ p)* Grades, welche die
Vielfachpunkte der Tridgerkurven zu ihren Vielfach-
punkten derselben Ordnung hat. Die Ebene der Tréager-
kurve K" ist eine p-fache und diecse der Tragerkurve
Ke eine n-fache Tangentialebene der Flache. — Haben
die Tragerkurvenk sich selbst projektiventsprechende
gemeinsame Punkte, so wird diese FFlache des (n+p— %)
Grades, wobei fir 2>2 die Verbindungsgerade der
Vielfachpunkte der Triagerkurven von samtlichen Er-
zeugenden geschnitten wird.

2. Wir wollen die Regelfitche RotP aus einem Punkte §; auf
eine Ebene = projizieren. Es werden dabei projiziert: die Tragerkurven
K» und K? in die Kurven K;® und K,® derselben Ordnungen, die pro-
jektiven Punktreihen (4) und (4‘) in die projektiven Punktreihen (4,)
und (4,), ferner die Erzeugende g, welche die entsprechenden Punkte
4 und 4’ der (4) und der (4') verbindet, in die Gerade g,, welche
die entsprechenden Punkte A, und A4,' der (4,) und der (4,‘) ver-
bindet. Die Projektionen ¢, der Erzeugenden ¢ umhillen eine Kurve
1@n 4 p, welche als das Erzeugnis zweier projektiver Punktreihen
{4,) und (4,°) der (n 4 p)*™ Klasse des 0 Geschlechtes, daher der
2(n+4-p— 1) Ordoung sein muB?). Man gelangt daher zum Salze:

Aus eivnem beliebigen Punkte des Raumes der Re-
gelflache Re+» umschriebener Kegel ist der (n- p)
Klasse der 2(5’1 +p—- 1) Ordnung des 0°» Geschlechtes.

1y Vergl. die erwihnte Abhandlung des Verfassers unter demsel-

ben Tilel II. Mitteilung p. 5. Diese Mitteilung werden wir fortan der
Karze halber mit ,II¢ bezeichnen.




Der scheinbare Umri der Regelflache Rv® auf
einer beliebigen Riflebene z ist eine Kurve der (n +4p)=
Klasse der 2(n+4p — 1) Ordnung des 0°® Geschlechtes.

Die Doppeltangenten der RiBkurve ! x - p lassen sich auf die-
selbe Weise wie in I p. 4. bestimmen und sie stellen die Schnitt.
geraden der Riebene = mit den Doppeltangentialebenen der Fliche
RMve dar, welche durch den Punkt S, hindurchgehen. Da aber R n-p
mt+p—1) n+p—

2

2) Doppeltangenten haben mufl, so erbalten wir

den Salz:

Die doppelberihrende Developpable der Regelfla
che R ist der (rtp— 1)2(n+p—— 2) Klasse.

Der Berabrungspunkt der Tangente g, der Kurve 8,4, 146t sich
nach 1L p. 7. linear konstruiren und die Verbindungsgerade dieses
Punktes mit S bildet die Beriihrungskante der Tangentialebene 8, g,
des Kegels S, (*®u4,). Diese Kante trifft die Erzeugende ¢ der Flache
Rety in dem Berdhrungspunkte der Tangentialebene 8, ¢ =5, g, mit
Rete, Man kann daher auf diese Weise linear die Kurve
bestimmen, die den wirklichen Umrif der Regelflache
Rr+r bildet.

3. Lassen wir die Regelfliche Rst® aus einem anderen Puonkte S,
auf dieselbe Riflebene z projizieren, so erhalten wir eine zweite Rifkurve
3R.+p, Welche von den projektiven Punkireihen (4,) und (4;") auf den
Kurven K,°, K,® erzeugt erscheint, wenn diese Punktireihen und diese
Kurven die Projektionen aus S, der Punktreihen (4), (4'} bzw. der
Kurven K@, K* darstellen.

Die projektiven Punktreithen: (4,) 7 (4,"), (dy) A (4,"), ferner
(4A) A (4;) und (4,°) A (Ay') veranlassen eine eindeutige Beziehung
zwischen den Tangentenbischeln (g,) und (g,) der RiBkurven 18,4,
und *R®,4p, wobei jedes Paar entsprechender Tangenten g,, g, dieser
Kurven als die Projektionen aus den Zentren S;, S, dersclben Erzeu-
genden g der Regelfliche Ro+? erscheinen. Die beiden RiBkur-
ven 'R™? und 2@+ haben aber n 4 p solche gemeinsame
Tangenten ¢, welche in der erwdhnten eindeutigen Be-
ziehung sich selbst entsprechen. Es wird namlich die Ver-
bindungsgerade &, &, beider Zentren von =n 4 p Erzeugeuden der
Flache R»t? geschnitten; die Projektionen dieser Erzeugenden aus S,
und §; auf = fallen daher zusammen. — Diese gemeinsamen Tangen-
ten bilden daher einen Bestandteil der (n + pj*® Ordnung der Kurve
@@+ der 2 (n - p)™ Ordnung, welche nach IL p. 10. von den pro-
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jektiven Tangentenbiischeln (g,) uud (g,) der RiBkurven !®,4, und
2®u4p erzeugt wird. Der Gbrige Bestandteil dieses Erzeugnisses bildet
somit eine Kurve @€*+? der (n - p)°® Ordnung, welche als Schnittkurve
der Fliche Rote mit der Ebene m erscheint, Die Kurve §20+9) jst be-

kanntlich des 0°® Geschlechtes, sie hat daher (2 ( +2p )= 1) Dop-

pelpunkte. LaBt man von diesen letzteren (n 42—10) Schnittpunkle

der gemeinsamen Tangenten ¢ unter einander und (n +p — 1) (n +p)
ihre  Schnittpunkte mit @r+» substrahieren, so eridbrigen

n+p—1) (n4p
2

) Doppelpunkte derSchnittkurve Eute,

welche somit des 02 Geschlechtes sein muf, Daducrch ge-
langt man zum Satze:

Von zwei projektiven Punktreihen auf zwei uni-
kursalen Kurven erzeugte Regelfliche Ro+» ist des O
Geschlechtes.

Die Doppelpunkte der Schnittkurve €°+e, die sich nach II, p. 9.
beslimmen lassen, sind die Schnittpunkte der Schnittebene » mit der
Doppelkurve D der Flache. Also:

Die Doppelkurve D der Regelfliche R"t ist der

(nt+p—1)(ntp—
2

2)Or(inung, wobei durch den Vielfach
punkt Vet (n;l) und durch den Vielfachpunkt Ve-!

(P;-l) Zweige dieser Kurve hindurchgehen, Es gehen
nimlich dgrch V21 n — 1 und dfireh V»-!' p — 1. Erzeugende der Fia-

che, welche einander in (n—-é—l) bezichungsweise in (PE 1)

Punkten der Doppelkurve D treffen.

Geht daher die gedachte Schnittebene = .durch die Gerade
Vo-1 Po-1=y, so hat die Schnittkurve €otr in V2-1 ejinen (n — 1)-fa-
chen und in Vv-! einen (p — 1) fachen Punkt, von welchen der erste

mit (n;l) und der zweite mit (p;l) ihren Doppelpunkten

gleichbedeutend sina; die Ebene s schneidet somit die Doppelkurve D
noch in np'— 1 Punkten. Fillt aber die Ebene 7 mit ciner von den
Doppelebenen ¢ der projektiven Ebenenbischel (@) und () zusammen,
so liegen n+p—2 von diesen Punkten auf derin dieser Doppelebene
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sich befindenden Erzeugenden!). Die Schniltkurve besteht in diesem
Falle aus dieser Erzeugenden und einer Kurve @u+e-!  welche auller
einem (n - 1)-fachén und einem (p — 1)-fachen Punkte noch

(n — 1) (p — 1)] Doppelpunkte hat, Also;

Auf der Regelfliche Rotr liegen zwei Plankurven
der (m+p—1)* Ordnund des (= Geschlechtes, wobei
dieses Geschlecht auller einem (r — 1)-fachen und einem
(p—1)fachen Punkte noch durch (n —1) (p—1) Doppel-
puankte bedingt wird.

Die eindeutige Bezichung zwischen den Tangentenbischeln (g,)
und (g,) der RiBkurven *®.4, und *R,4, gibt uns ein Miltel nicht
nur die Punkte der Schnittkurve € +? sondern auch in
einem beliebigen Punkte der Flache R*P jhre Tangen
tialebene linear zu konsiruircn. Man kann ndmlich nach 1L
p.... in einem beliebigen Punkte X der Kurve @+t¢ ihre Tangente
linear konstruiren, und dicse letztere bestimmt mit der durch X ge-
henden Erzeugenden der Fliche die Tangentialebene im Punkte X.

4. Durch jeden Punkt ¥ der S:hnittkurre G°+r geht eine Erzeu-
gende der Fliche, welche die Doppelkurve D in #n 4 p — 2 Punkten
trifft. Durch jeden von diesen letzteren geht je cine Erzeugende, welche
@2+2 in je einem Punkte ¥ trifft, so dafl es dem Punkte X n 4+-p —2
Punkte Y korrespondieren. Aber auch jedem Punkte Y' korrespon.
dieren anf dieselbe Weise n 4+ p — 2 Punkte Y, Es enisteht daher
auf @rt? einec Korrespondenz [n4-p—2, n+4p—2], deren
2(n+ p—2) Koinzidenzpunkie auf ebensoviel solchen Erzeugen.
den liegen, welche von ibren unmittelbar folgenden Erzeugenden ge-
schnitten werden?). Die Regelflache R+?hat daher 2(n+p—2)
singulire Erzeugende, also ebensoviel Kuspidalpunkte
und Kuspidalebenen.

5. Wir wollen schlieBlich noch besondere Arten der Fliche Rt
betrachten.

a. Verbindet, die Doppelebene d, der projektiven Ebenenbdschel
(a) und (&') eine Vielfachpunkistangente der Tragerkurve K® und eine
Vielfachpunkstangente der Trigerkurve X, so wird die Gerade
Vo1 Ve~1=4¢y zu einer Erzeugenden der Fliche. Die Gerade
Vo-1 Pr-i=y wird daher zu einer Doppelerzeugenden,
wenn in beiden Doppelebenen d,, d, der Ebenenbiischel
(@) und () je ein Paar entsprechender Vielfachpunkts-
tangenten der Tréigerkurven liegen. Die Doppelkurve I}

1) Vergl. Cremona. Allgemeine Theorie etc. p. 53.
%) Ebenda p. 58, )
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wird in diesem Falle aus der genannten Erzeugenden und einer Kurve der
a4+p—1)nt+p—2)
2

b. Sind die Punktreihen (4) und (4‘) perspektiv (Vergl. p. 3),
so kann der Fall eintretten, daB » (r << p <n) Vielfachpunktstangen-
ten der Tragerkurve K ebensovielen Vielfachpunkistangenten der Tra-
gerkurve K? projekiiv entsprechen. Die Gerade V! V?—'=v wird
in diesem Falle zu einer » fachen Erzcugenden der Fla-

che, daher zu einem Bestandteile der (g )%Ordnung

der Doppelkurve D.

c. Wird insbesondere p==1 angenommen, so erhalten wir zum
Erzeugnisse einer krummer Punkireihe (A4) auf einer Kurve K® o
Ordnung mit einem (rn — 1)-fachen Punkie ¥2-! und einer projektiven
geraden Punkireihe (A4‘) auf einer Geraden a eine Regelfliche Ro+t
des (n 4 1)*® Grades, welche in Vo' einen (» — 1)-fachen Punkt hat.
Diese Fliche wird daher vou jeder Geraden durch V-1 nock in 2
Punkten getroffen, und von jeder Ebene durch V2-1 in einer Kurve
der (n - 1) Ordnung geschnitten, welche in diesem Punkte einen
(n — 1)-fachen Punkt hat; diese Kurve schneidet daher die Doppel-
kurve D noch in n — { Punkten. Sind die Punktreihen (4) und (4%
perspektiv, so wird die Achse des Ebenenbischels (a'’) ginzlich von
der Regelfliche Rv+! enthalten; diese Fliche wiirde in diesem Falle
zwei gerade Linien haben.

Trifft die Tragergerade g die Trigerkurve XK® in einem Punkle,
der sich selbst projektiv entspricht, so ist die Regelfliche nur des n*®
Grades, Durch einen von n — 2 Doppelpunkten auf einer Erzeugen-
den g dieser Fliche durch den (n — 1)-fachen Punkt V2-2 gelegte Ge-
rade g trifft die Flache in n 4 1 Punkien, sic wird daher ginzlich von
dieser Fliche enthalten. Wiren daher die gedachten Doppelpunkte
aof jeder Erzeugenden g verschieden, so miBte jede Ebene durch ¥V2-1
und je eine Erzeugende die Flache R" in % Geraden schneiden, von
welchen n — 2 durch Vo-1 gingen. Die Fliche R* wirde somit aus
einem Kegel der (» — 2)*® Ordnung mit dem Scheitel Vo2 und einer
Fliche 2¢r Ordnung bestehen. Auf dieser Flache 2¢* Ordnung mifte -
aber die Plankurve K* n*T Ordnung liegen, was unméglich ist. Daraus
ist ersichtlich, daB die Doppelpunkte auf jeder Erzeugenden g¢ in je
einem Punkte sich vereinigen und folglich simtlich auf einer durch
Va—1 gehenden Geraden liegen missen. Die Doppelkurve der Re-
gelflache Re erscheint daher als eine (n — 1)-fache Ge-
rade dieser Fidache. Also:

— 1 Ordnung bestehen.




Zwei projektive Punktreihen, von denen die eine
auf einer Kurve K2 der 2*®* Ordnung mit einem (n — 1)-fa.
chen Punkte V2-) und die andere auf einer Geraden a
liegen, wobei die Gerade a die Kurve K% in einem sich
selbst projektiv entsprechenden Punkte trifft, erzeu-
gen eine Redelflacbe R* des n®™ Grades, welche eine
‘(n—1)-fache durch Vit gehende Gerade enthalt.

Was Eigenschaften und eine eindeutige Abbildung der letzgenann-
ten Regelfliche anbelangt, sei es an die Abhandlung des Verfassers
,Beitrage zu den Regelflichen ¥V Ordnung® hingewiesen, welche in
den Sitzungsberichten der Kaiser. Akademie der Wissenschaften in Bd.
CXX und CXXI veroffentlicht wurden.

Inhaltsangabe.

_In der vorgelegten Abhandlung wird das Erzeugnis zweier pro-
jektiver Punktreihen untersucht, wenn diese Punkireihen auf zwei Kur-
ven n* und p* Ordnungen in zwei verschiedenen Ebenen angenommen
werden.

Nach der Festsetzung, daB dieses Erzeugnis im allgemeinen eine
windschiefe Regelflicke des (n 4 p)*® Grades ist, wird auf die Ernie-
drigung dieses Grades durch besondere Lage der projektiven Punkt-
reihen hingewiesen.

Durch eine Zentralprojektion dieser Fliche auf eine beliebige
Ebene gelangt man zu einem Beweise, daB die doppelberithrende De-
(ntp— 1)2(?1 +p—2) Klasse ist, und
ferner zu einer linearen Konstruktion des scheinbaren und des wirkli-
chen UmriBes dieser Fliche.

Zwei Zentralprojektionen dieser Flache fihren zum Beweise, daB
(“+P“‘1)2("+P — 2) Ordnung
ist, und ferner zu einer linearen Konstruktion der ebenen Schnittkurve
und der Tangentialebene in einem beliebigen Punkte der Fliche,

Schliefllich wird bewiesen, dal, wenn eine Punkireihe auf einer
unikursalen Kurve »¢ Ordnung und die andere auf einer Geraden an-
genommen ist, wobei die Trigerkurve von der Trigergeraden in einem
sich selbst projektiv entsprechenden Punkte getroffen wird, die Re-
gelfliche des n*® Grades ist und eine (n» — 1)-fache Gerade enthilt.

veloppable dieser Fliache der

die Doppelkurve dieser Flache der




