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У замiтцi доводиться наступне твердження. Нехай H0 ↪→ H –
пара вкладених сепарабельних гiльбертових поросторiв. Тодi iсну-
ють такi замкненi ортогональнi пiдпростори X та Y в H0, якi щiль-
нi в H.

Кажуть, що банахiв простiр (X0, ‖ · ‖0) щiльно вкладений у банахiв
простiр (X, ‖ · ‖), якщо X0 – щiльний в X0 лiнiйний пiдпростiр, X0 �= X
та ‖x‖ ≤ ‖x‖0 для кожного x ∈ X0. У замiтцi [2] було доведене наступне
твердження.

Нехай X0 ↪→ X – пара щiльно вкладених банахових просторiв, причо-
му X0 гiльбертiв, а X має базис. Тодi в X0 iснує ортогональна система,
що буде базисом в X, але не в X0.

У зв’язку з цим i деякими питаннями теорiї операторiв у гiльбертових
просторах М. Федик поставив питання, позитивною вiдповiддю на яке є
основний результат цiєї замiтки.

Розглянемо пару H0 ↪→ H щiльно вкладених сепарабельних гiльбер-
тових просторiв. Далi 〈 , 〉 означатиме скалярний добуток у просторi
H0 , A� – анулятор пiдмножини A ⊆ H∗

0 у H0, а lin – лiнiйну оболонку.
Позначимо через J канонiчне вiдображення H0 на H∗

0 : (Jx)(y) = 〈x, y〉.
Зауваження 1. З означення вiдразу випливає що спряжений простiр

H∗ буде щiльно вкладеним в H∗
0 , причому лiнiйний пiдпростiр H∗ ⊆ H∗

0

має там першу категорiю. Звiдси випливає, що для кожного замкненого
пiдпростру G ⊆ H∗

0 скiнченної ковимiрностi, множина G\H∗ щiльна в
G.
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Теорема 1. Нехай H0 ↪→ H – пара вкладених сепарабельних гiльберто-
вих просторiв. Тодi iснують такi замкненi ортогональнi пiдпростори
X та Y з H0, що i X щiльний в H, i Y щiльний в H.

Доведення. Ми використаємо конструкцiю з [2]. Вiзьмемо довiльний
ортонормальний базис (en) простору H. Вiзьмемо довiльнi числа εk > 0,∑∞

k=1 εk < 1. Побудуємо таку послiдовнiсть (xn) з H0, що для кожного
натурального n :

1) 〈xi, xj〉 = 0 при i �= j , i, j = 1, . . . , n ,

2) Fn ∩H∗ = 0 , де Fn = lin(Jxi)n
1

i для кожного парного n = 2k

3) ‖xn−1 − ek‖ < εk та ‖xn − ek‖ < εk .

Конструкцiю проведемо iндукцiєю за парними n. Пiдпростiр
J−1(H∗) ⊆ H0 є першої категорiї. Тому iснує елемент x1 ∈ H0, x1 �∈
J−1(H∗) , для якого

‖x1 − e1‖ < ε1 .

За побудовою, F1 ∩ H∗ = 0; отже анулятор F�
1 ⊂ H0 щiльний там

за нормою ‖ · ‖. Тому, внаслiдок зауваження 1, iснує елемент x2 ∈ F�
1 ,

x2 �∈ J−1(H∗ + F1), для якого

‖x2 − e1‖ < ε1 .

Згiдно з вибором x2 , Jx2 �∈ H∗ + F1, тому умова 2) виконується. Пере-
вiримо умову 1). Справдi, x2 ∈ F�

1 , тому

〈x1, x2〉 = (Jx1)(x2) = 0 .

Нехай для набору (xi)n−2
1 , n = 2k, умови 1)–3) виконуються. За

умовою 2), Fn−2 ∩ H∗ = 0; отже анулятор F�
n−2 ⊂ H0 щiльний там в

нормi ‖ ‖. Тому, внаслiдок зауваження 1, iснує елемент xn−1 ∈ F�
n−2,

xn−1 �∈ J−1(H∗ + Fn−2), для якого

‖xn−1 − ek‖ < εk .

Згiдно з вибором xn−1 , Jxn−1 �∈ H∗ + Fn−2, тому умова 2) виконується.
Перевiримо умову 1). Справдi, xn−1 ∈ F�

n−2, тому при i < n− 1

〈xi, xn−1〉 = (Jxi)(xn−1) = 0 .
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Так само, за побудовою, Fn−1 ∩ H∗ = 0; отже анулятор F�
n−1 ⊂ H0

щiльний там за нормою ‖ ‖. Тому, на пiдставi зауваження 1, iснує еле-
мент xn ∈ F�

n−1, xn �∈ J−1(H∗ + Fn−1), для якого

‖xn − ek‖ < εk .

Згiдно з вибором, Jxn �∈ H∗ + Fn−1, тому умова 2) виконується. Перевi-
римо умову 1). Справдi, xn ∈ F�

n−1, тому при i < n

〈xi, xn〉 = (Jxi)(xn) = 0 .

З вiдомої теореми про стiйкiсть базису [1], i умови 3) випливає, що як
(x2k−1), так i (x2k) буде базисом (Шаудера) в H. Вiзьмемо за X замкнену
в нормi ‖ ‖0 лiнiйну оболонку елементiв (x2k−1), а за Y – замкнену
лiнiйну оболонку елементiв (x2k). На пiдставi умови 1), цi пiдпростори
ортогональнi в H0. �
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The following proposition is proved. Let H0 ↪→ H be a couple of densely
embedded Hilbert spaces. Then there exist closed orthogonal subspaces X
and Y of H0 such that both X and Y are dense in H.




