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А. Бандура. Новi критерiї обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для цiлих фун-
кцiй // Мат. вiсн. Наук. тов. iм. Шевченка. — 2016. — Т.13. — C. 58–67.

Отримано аналоги деяких критерiїв обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для
цiлих функцiй F W Cn ! C, n � 2, у випадку L.z/ D .l1.z/; : : : ; ln.z//, z 2 Cn, що
ранiше доведенi М.Т. Бордуляк та М.М. Шереметою для L.z/ D

�
l1.jz1j/; : : : ; ln.jznj/

�
,

z D .z1; : : : ; zn/. Також встановлено новi критерiї обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю
змiнних, що описують локальне поводження у полiкрузi частинних похiдних цiлої функцiї.

A. Bandura, New criteria of boundedness of L-index in joint variables for entire functions, Math.
Bull. Shevchenko Sci. Soc. 13 (2016) 58–67.

In the paper we obtain analogues of some criteria of L-index boundedness in joint variables
for an entire function F W Cn ! C and a function L.z/ D .l1.z/; : : : ; ln.z//; z 2 Cn: For-
merly such theorems were proved by M.T. Bordulyak and M.M. Sheremeta for the case L.z/ D�
l1.jz1j/; : : : ; ln.jznj/

�
, z D .z1; : : : ; zn/ 2 Cn. We also present new criteria of L-index bound-

edness in joint variables, which describe the local behaviour of partial derivatives of an entire
function in a polydisc.

Вступ

Нехай L.z/ D
�
l1.z/; : : : ; ln.z/

�
, L W Cn ! Rn

C
WD .0;C1/n – деяка фiксована

функцiя. Цiлу функцiю F W Cn ! C називаємо ([5, 6], див. також [2, 3]) функцiєю
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, якщо iснує таке число m 2 ZC WD
f0g [ N, що для всiх z D .z1; : : : ; zn/ 2 Cn та всiх J D .j1; j2; : : : ; jn/ 2 Zn

C

jF .J /.z/j

J ŠLJ .z/
� max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W K 2 ZnC; kKk � m

�
; (1)

2010 Mathematics Subject Classification: 30D60, 32A10, 32A40 УДК: 517.555
Ключовi слова та фрази: цiла функцiя вiд декiлькох змiнних, полiкруг, обмежений L-iндекс за су-
купнiстю змiнних, максимум модуля, частинна похiдна
E-mail: andriykopanytsia@gmail.com



КРИТЕРIЇ ОБМЕЖЕНОСТI L-IНДЕКСУ ЗА СУКУПНIСТЮ ЗМIННИХ 59

де

F .K/.z/ WD
@kKkF

@zK
WD

@k1C:::Cknf

@z
k1

1 : : : @z
kn
n

; K D .k1; : : : ; kn/ 2 ZnC;

а kKk D k1 C : : :C kn; KŠ D k1Š � � � knŠ; LJ D l
j1

1 � � � l
jn
n :

М.Т. Бордуляк та М.М. Шеремета [2, 3] дослiджували цiлi функцiї обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних тiльки для вектор-функцiй L; у яких кожна
компонента залежить лише вiд модуля однiєї змiнної, а саме L.z/ D L0.z/ WD�
l1.jz1j/; : : : ; ln.jznj/

�
i тому L.z/ є тотожно сталою на кiстяку кожного полiкруга з

центром у початку координат. Крiм цього вiдзначимо, що, наприклад, цiла функцiя
F.z/ D expfz1 � � � zng не є цiлою функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних для жодної функцiї L D L0, вказаного щойно вигляду. Хоча є функцiєю
обмеженого iндексу за кожною своєю змiнною при фiксованих iнших, як функцiя
вiд однiєї змiнної, а також є функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних
для деякої функцiї L W Cn ! Rn

C
([5], n D 2).

Якщо lj .zj / � 1; j 2 f1; 2; : : : ; ng; то цiла функцiя називається функцiєю
обмеженого iндексу за сукупнiстю змiнних [8, 9, 15]. При n D 1 та L D l дi-
стаємо означення цiлої функцiї обмеженого l-iндексу [4], а коли n D 1 та L D 1

— цiлої функцiї обмеженого iндексу [12]. Також варто зауважити, що для L.z/ ��
1
˛1
; : : : ; 1

˛n

�
та � D Cn наше означення збiгається з означенням з [11] аналiтичної

в областi� � Cn .n 2 N/ функцiї обмеженого iндексу для ˛ D .˛1; : : : ; ˛n/ 2 Rn
C

.
У статтi [5] узагальнено деякi вiдомi критерiї обмеженостi L-iндексу за суку-

пнiстю змiнних, а також встановлено умови на логарифмiчнi частиннi похiднi за
усiма змiнними та розподiл нулiв цiлої функцiї, якi забезпечують обмеженiсть L-
iндексу за сукупнiстю змiнних. Вiдповiдне твердження є досить зручним для дослi-
джень нескiнченних добуткiв та цiлих розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними
або їхнiх систем.

Дана стаття є продовженням дослiджень властивостей цiлих функцiй
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, розпочатих у статтi [5]. Поряд з роз-
ширенням кола аналогiв критерiїв обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних,
нами отриманi новi твердження, якi мiстяться у теоремах 4 та 9 i є новими на-
вiть у випадку L � .1; : : : ; 1/ (див. [8, 9, 11, 13, 14, 15]). Натомiсть теореми 6,
7, 8 є узагальненнями тверджень, отриманих в [3] для випадку L.z/ D L0.z/ D�
l1.jz1j/; : : : ; ln.jznj/

�
:

1. Основнi поняття та позначення

Нам знадобляться деякi стандартнi позначення. Нехай RC D .0;C1/. По-
значимо 0 D .0; : : : ; 0/ 2 Rn, e D .1; : : : ; 1/ 2 Rn, 2 D .2; : : : ; 2/ 2 Rn, ej D
.0; : : : ; 0; 1„ƒ‚…

j -те мiсце

; 0; : : : ; 0/ 2 Rn. ДляR D .r1; : : : ; rn/ 2 Rn
C

таK D .k1; : : : ; kn/ 2

Zn
C

покладемо kRk D r1C� � �Crn; KŠ D k1Š �: : : �knŠ: Також дляA D .a1; : : : ; an/ 2
Cn; B D .b1; : : : ; bn/ 2 Cn використовуватимемо такi позначення

AB D .a1b1; � � � ; anbn/; A=B D .a1=b1; : : : ; an=bn/; A
B D a

b1

1 a
b2

2 � : : : a
bn
n ;
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однак не порушуючи при цьому умов iснування вказаних виразiв. Запис
A < B означає, що aj < bj .j D 1; : : : ; n/I подiбно визначається вiдношення
A � B:

Полiкруг fz 2 Cn W jzj �z0j j < rj ; j D 1; : : : ; ng позначаємо через Dn.z0; R/; а
його кiстяк fz 2 Cn W jzj � z0j j D rj ; j D 1; : : : ; ng— через Tn.z0; R/; замкнений
полiкруг fz 2 Cn W jzj � z0j j � rj ; j D 1; : : : ; ng— через DnŒz0; R�:

Нехай L.z/ D
�
l1.z/; : : : ; ln.z/

�
; де lj .z/— додатнi неперервнi функцiї, z 2 Cn,

j 2 f1; 2; : : : ; ng.
Найменше цiле число m; для якого виконується нерiвнiсть (1), називається

L-iндексом за сукупнiстю змiнних функцiї F та позначається через N.F;L/:
Для R 2 Rn

C
; j 2 f1; : : : ; ng та L.z/ D

�
l1.z/; : : : ; ln.z/

�
визначимо

�1;j .R/ D inf
z02Cn

inf
n lj .z/
lj .z0/

W z 2 Dn
�
z0; R=L.z0/

�o
;

�2;j .R/ D sup
z02Cn

sup
n lj .z/
lj .z0/

W z 2 Dn
�
z0; R=L.z0/

�o
;

ƒ1.R/ D
�
�1;j .R/; : : : ; �1;n.R/

�
; ƒ2.R/ D

�
�2;1.R/; : : : ; �2;n.R/

�
:

Через Qn позначимо клас додатних неперервних функцiй L.z/; якi для кожного
R 2 Rn

C
та j 2 f1; : : : ; ng задовольняють 0 < �1;j .R/ � �2;j .R/ < C1:

Крiм того, для цiлої функцiї F.z/ покладемо M.R; z0; F /DmaxfjF.z/j W z 2

Tn.z0; R/g: У подальших мiркуваннях нам потрiбнi такi теореми з [5, 6].

Теорема 1 ([5, 6]). Нехай L 2 Qn: Для того, щоби цiла функцiя F мала обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно i досить, щоби для кожного R 2 Rn

C

iснували числа n0 D n0.R/ 2 ZC та p0 D p0.R/ � 1 такi, що для кожного z0 2 Cn
та деякого K0 D K0.z0/ 2 Zn

C
; kK0k � n0;

max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk � n0; z 2 Dn

�
z0; R=L.z0/

��
� p0

jF .K
0/.z0/j

K0ŠLK
0
.z0/

: (2)

Теорема 2 ([5, 6]). Нехай L 2 Qn: Цiла функцiя F є обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують числаR0; R00; 0 < R0 < e < R00;

та p1 D p1.R0; R00/ � 1 такi, що для кожного z0 2 Cn виконується нерiвнiсть

M
�
R00=L.z0/; z0; F

�
� p1 �M

�
R0=L.z0/; z0; F

�
: (3)

2. Локальне поводження частинних похiдних цiлої функцiї
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних

У [5, 6] доведено наступну теорему, яке є узагальненням вiдповiдного твердже-
ння, отриманого у [3].

Теорема 3 ([5, 6]). Нехай L 2 Qn i цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних з N.F;L/ D N < 1. Тодi для кожного R 2 Rn

C
iснує таке
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p D p.R/ � 1, що для усiх z0 2 Cn та деякого K0 2 Zn
C
; kK0k � N; виконується

нерiвнiсть

max
n
jF .K

0/.z/j W z 2 Dn
�
z0; R=L.z0/

�o
� p � jF .K

0/.z0/j: (4)

Достатнiсть умови (4) не було встановлено нi в [3] для L.z/ D�
l1.jz1j/; : : : ; ln.jznj/

�
, нi в [5, 6] для L.z/ D

�
l1.z/; : : : ; ln.z/

�
, z 2 Cn. Водночас

наразi не вiдомо прикладу, який би показував, що цiєї умови не досить для обме-
женостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Натомiсть нам вдалося довести твердже-
ння з умовами, подiбними до (4), що накладаються на частиннi похiднi по кожнiй
змiннiй та є достатнiми для обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Теорема 4. Нехай L 2 Qn: Якщо 8R > 0 9n0 2 ZC 9p � 1 8z0 2 Cn 8j 2
f1; : : : ; ng 9K0j D .0; : : : ; 0; k0j„ƒ‚…

j -те мiсце

; 0; : : : ; 0/ таке, що k0j � n0 та

8j 2 f1; : : : ; ng W max
˚
jF .K

0
j
/.z/j W z 2 Dn

�
z0; R=L.z0/

�	
� p � jF .K

0
j
/.z0/j; (5)

то цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Для довiльних z0 2 Cn; K0j 2 Zn
C

i S 2 Zn
C

запишемо iнтегральну
формулу Кошi у такому виглядi

F .K
0
j
CS/.z0/

SŠ
D

1

.2�i/n

Z
Tn.z0;R=L.z0//

F .K
0
j
/.z/

.z � z0/SCe
dz:

Звiдси, використовуючи (5), для k0j � n0 виводимо

jF .K
0
j
CS/.z0/j

SŠ
�

1

.2�/n

Z
Tn.z0;R=L.z0//

jF .K
0
j
/.z/j

jz � z0jSCe
jdzj �

�
1

.2�/n

Z
Tn.z0;R=L.z0//

max
˚
jF .K

0
j
/.z/j W z 2 Tn.z0; R=L.z0//

	LSCe.z0/
RSCe

jdzj D

D max
˚
jF .K

0
j
/.z/j W z 2 Tn.z0; R=L.z0//

	LS .z0/
RS

�
pLS .z0/

RS
jF .K

0
j
/.z0/j: (6)

Вiзьмемо R > e: Позначимо Or D min
˚
rj W j 2 f1; : : : ; ng

	
: Виберемо S таке, що

kSk � s0, де p
Ors0
� 1. Тодi з (6) випливає, що для всiх j 2 f1; : : : ; ng та k0j � n0

jF .K
0
j
CS/.z0/j

L
K0

j
CS .z0/.K0j C S/Š

�
p

RS

SŠK0j Š

.K0j C S/Š

jF .K
0
j
/.z0/j

L
K0

j .z0/K0j Š
�
jF .K

0
j
/.z0/j

L
K0

j .z0/K0j Š
:

Отже, N.F;L/ � n0 C s0:
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Зауваження 5. Зазначимо, що умова (5) гарантує обмеженiсть lj -iндексу за на-
прямком ej (див. означення та властивостi для цiлих функцiй у [1, 6, 7]). Насправдi
ми неявно довели твердження Теореми 6 з [5, 6].

Позначимо eL.z/ D .el1.z/; : : : ;eln.z//. Запис L � eL означає, що iснують
�1 D .�1;j ; : : : ; �1;n/ 2 Rn

C
; �2 D .�2;j ; : : : ; �2;n/ 2 Rn

C
такi, що 8z 2 Cn

�1;jelj .z/ � lj .z/ � �2;jelj .z/:
Теорема 6. Нехай L 2 Qn та L � eL. Цiла функцiя F W Cn ! C має обмеженийeL-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли вона має обмежений L-
iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Легко довести, що з L 2 Qn та L �eL випливає включенняeL 2 Qn.
Нехай N.F;eL/ < C1. Тодi за теоремою 1, для кожного eR > 0 знайдутьсяep � 1 та en0 2 ZC такi, що для кожного z0 2 Cn та деякого K0, kK0k � en0;

нерiвнiсть (2) виконується зeL та eR замiсть L and R. Звiдси

ep
K0Š

jF .K
0/.z0/j

LK
0
.z0/

D
ep
K0Š

�K
0

2 jF
.K0/.z0/j

�K
0

2 LK
0
.z0/

�
ep
K0Š

jF .K
0/.z0/j

�K
0

2
eLK0

.z0/
�

�
1

‚K
0

2

max

�
jF .K/.z/j

KŠeLK.z/ W kKk �en0; z 2 Dn
�
z0; eR=eL.z/�� �

�
1

�K
0

2

max

�
�K1 jF

.K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk �en0; z 2 Dn

�
z0; eR=eL.z/�� �

�

min
0�kKk�n0

f�K1 g

‚K
0

2

max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk �en0; z2Dn�z0; eR=eL.z/��:

З огляду на теорему 1 робимо висновок, що функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних.

Теорема 7. Нехай L 2 Qn. Цiла функцiя F W Cn ! C має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують R > 0; n0 2 ZC; p0 > 1 такi,
що для кожного z0 2 D2.z0; R/ та деякого K0 2 Zn

C
; kK0k � n0 виконується (2).

Доведення. Необхiднiсть випливає з необхiдностi у теоремi 1. Займемося доведе-
нням достатностi. З доведення достатностi у теоремi 1 (див. теорема 3 у [5]) при
R D .2; : : : ; 2/ (а, отже, й для R > .2; : : : ; 2/) випливає, що N.F;L/ < C1: Нехай
L
� D

R0

R
L.z/; R0 D .2; : : : ; 2/: У загальному випадку з виконання (2) для F та L з

R < .2; : : : ; 2/ маємо

min
kKk�n0

�R0
R

�K
max

�
jF .K/.z/j

KŠ.L�.z//K
W kKk � n0; z 2 Dn

�
z0; R0=L

�.z0/
��
�

� max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk � n0; z2Dn

�
z0; R=L.z0/

��
�

�
p0

K0Š

jF .K
0/.z0/j

LK
0
.z0/

D
2kK

0kp0

RK
0
K0Š

jF .K
0/.z/j

.L
�
.z0//K

0
<

p0jF
.K0/.z/j

K0Š.L
�
.z0//K

0
max
kKk�n0

2n0

RK
:
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Тобто (2) виконується для F; L� та R < R0: За теоремою 1, функцiя F.z/ є обме-
женого L

�-iндексу за сукупнiстю змiнних. Тому за теоремою 6, функцiя F має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

3. Аналог теореми Хеймана для цiлих функцiй
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних

Теорема 8. Нехай L 2 Qn: Цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують числа p 2 ZC та c 2 RC такi, що для всiх
z 2 Cn справджується нерiвнiсть

max

�
jF .J /.z/j

LJ .z/
W kJ k D p C 1

�
� c �max

�
jF .K/.z/j

LK.z/
W kKk � p

�
: (7)

Доведення. Необхiднiсть випливає з означення обмеженостi L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних цiлої функцiї при p D N.f;L/ та c D

�
.N C 1/Š

�n
:

Доведемо достатнiсть. Для F � 0 твердження теореми очевидне, тому вважа-
ємо надалi, що F 6� 0: Нехай (7) виконується, z0 2 Cn; z 2 DnŒz0; 2

L.z0/
�: Для всiх

J 2 Zn
C
; kJ k � p C 1; маємо

jF .J /.z/j

LJ .z0/
� ƒJ2 .2/

jF .J /.z/j

LJ .z/
� c �ƒJ2 .2/max

�
jF .K/.z/j

LK.z/
W kKk � p

�
�

� c �ƒJ2 .2/max
n
ƒ�K1 .2/

jF .K/.z/j

LK.z0/
W kKk � p

o
� B �G.z/;

(8)

де B D c � maxfƒK2 .2/ W kKk D p C 1g � maxfƒ�K1 .2/ W kKk � pg, та G.z/ D

max
˚
jF .K/.z/j

LK.z0/
W kKk � p

	
. Виберемо точки z.1/ D .z

.1/
1 ; :::; z

.1/
n / 2 Tn.z0; e

2L.z0/
/

та z.2/ D .z
.2/
1 ; : : : ; z

.2/
n / 2 Tn.z0; 2

L.z0/
/ так, щоб F.z.1// ¤ 0 та jF.z.2//j D

M
�

2

L.z0/
; z0; f

�
¤ 0: Такi точки можна вибрати, бо у протилежному випадку рiв-

нiсть нулю функцiї на кiстяку полiкруга Tn.z0; e

2L.z0/
/ чи Tn.z0; 2

L.z0/
/ за теоре-

мою єдиностi означає рiвнiсть нулю цiєї ж функцiї у всiх точках з Cn: Побудуємо
площину

˛ D

8̂̂<̂
:̂
z2 D k2z1 C c2;

z3 D k3z1 C c3;

: : :

zn D knz1 C cn;

де ki D
z

.2/

i
�z

.1/

i

z
.2/
1 �z

.1/
1

; ci D
z

.1/

i
z

.2/
1 �z

.2/

i
z

.1/
1

z
.2/
1 �z

.1/
1

; i D 2; : : : ; n: Елементарно перевiряємо, що

точки z.1/ 2 ˛ та z.2/ 2 ˛:
Нехай QG.z1/ D G.z/

ˇ̌
˛

— звуження функцiї G на площину ˛: Позаяк для ко-

жного K 2 Zn
C

функцiя F .K/.z/
ˇ̌
˛

є цiлою функцiєю та QG.z.1/1 / D G.z.1//
ˇ̌
˛
¤ 0

через вибiр точки z.1/; то всi нулi функцiї F .K/.z/
ˇ̌
˛

як функцiї однiєї змiнної z1
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iзольованi. Тому iзольованими є всi нулi функцiї QG.z1/: Отже, на площинi ˛ можна
вибрати кусково-аналiтичну криву 
; задану так:

z D z.t/ D .z1.t/; k2z1.t/C c2; : : : ; knz1.t/C cn/; t 2 Œ0; 1�;

яка з’єднує точки z.1/; z.2/ та на якiйG.z.t// ¤ 0 i
R 1
0 jz
0
1.t/jdt �

4

l1.z
0
1/
: Для побу-

дови такої кривої через z.1/1 та z.2/1 проведемо пряму z�1 .t/ D .z
.2/
1 � z

.1/
1 /t C z

.1/
1 ,

t 2 Œ0; 1�: Вона може пройти через точки z1; в яких QG.z1/ D 0: Їхнє число m D
m.z

.1/
1 ; z

.2/
1 / буде скiнченним. Нехай .z�

1;k
/ — послiдовнiсть цих точок, упоряд-

кована за зростанням значення jz.1/1 � z
�
1;k
j; k 2 f1; 2; : : : ; mg: Виберемо досить

мале r < min
1�k�m�1

˚
jz�
1;k
� z�

1;kC1
j; jz�1;1 � z

.1/
1 j; jz

�
1;m � z

.2/
1 j;

3
2�l1.z0/

	
: Навколо

кожної точки z�
1;k

будуємо коло радiуса r 0
k
< r

2k так, що QG.z1/ ¤ 0 для всiх
точок z1 кола. Це здiйсненно, бо F 6� 0: Кожне таке коло прямою z�1 .t/ розби-
вається на два пiвкола. Шукана кусково-аналiтична крива z1.t/ складається з дуг
побудованих пiвкiл та вiдрiзкiв прямої z�1 .t/; якi послiдовно з’єднують їх мiж со-
бою чи з точками z.1/1 ; z

.2/
1 : Довжина кривої z1.t/ у C (а не z.t/ у Cn!) менша за

2
l1.z0/

C
1

2l1.z0/
C �r < 4

l1.z
0
1/
: Тодi,

Z 1

0

jz0s.t/jdt D jksj

Z 1

0

jz01.t/jdt �
jz
.2/
s � z

.1/
s j

jz
.2/
1 � z

.1/
1 j

4

l1.z0/
�

�
2:5

ls.z0/

l1.z
0/

1:5

4

l1.z0/
�

8

ls.z0/
; s 2 f2; : : : ; ng:

Домножимо останню нерiвнiсть на ls.z0/ та пiдсумуємо по sZ 1

0

nX
sD1

ls.z
0/jz0s.t/jdt � 8n: (9)

Оскiльки функцiя z D z.t/ кусково-аналiтична на Œ0; 1�; то на кожному її iнтервалi
аналiтичностi для будь-яких K 2 Zn

C
; J 2 Zn

C
; kKk � p; kJ k � p; K ¤ J; або

jF .K/.z.t//j

LK.z0/
�
jF .J /.z.t//j

LJ .z0/
; (10)

або рiвнiсть
jF .K/.z.t//j

LK.z0/
D
jF .J /.z.t//j

LJ .z0/
(11)

виконується лише для скiнченної множини точок t D tk 2 Œ0; 1�:
Тодi для функцiї G.z.t// як максимуму таких виразiв jF

.J /.z.t//j

LJ .z0/
по всiх kJ k �

p можливi два випадки:
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1. G.z.t// на деякому промiжку аналiтичностi кривої 
 тотожно дорiвнює одно-
часно декiльком частинним похiдним, тобто, справджується (10) i, вiдповiд-
но,G.z.t// � jF

.J /.z.t//j

LJ .z0/
для деякого J; kJ k � p: Зрозумiло, що F .J /.z.t// –

аналiтична функцiя, а jF .J /.z.t//j – неперервно диференцiйовна на згадано-
му промiжку аналiтичностi за винятком точок, у яких F .J /.z.t// D 0: Проте
таких точок нема, бо у протилежному випадку йG.z.t// D 0; а це суперечить
вибору кривої 
:

2. G.z.t// на деякому промiжку аналiтичностi кривої у скiнченному числi то-
чок одночасно дорiвнює декiльком частинним похiдним, тобто, справджує-
ться (11). У цьому випадку вказанi точки tk розiб’ють iнтервал аналiтичностi
на скiнченне число вiдрiзкiв, на кожному з яких G.z.t// дорiвнює однiй з
похiдних, тобто, G.z.t// � jF .J /.z.t//j

LJ .z0/
для деякого J; kJ k � p: Також на

кожному з таких промiжкiв на основi тих самих мiркувань, що й у попере-
дньому випадку, jF .J /.z.t//j; а, отже, i G.z.t// неперервно диференцiйовна
функцiя за винятком точок tk :

Беручи до уваги (8) та нерiвнiсть d
dt
jf .t/j � jdf .t/

dt
j; ми маємо

d

dt
G.z.t// � max

n 1

LJ .z0/

ˇ̌̌ d
dt
F .J /.z.t//

ˇ̌̌
W kJ k � p

o
�

� max
n nX
sD1

ˇ̌̌ @kJkC1F

@z
j1

1 : : : @z
jsC1
s : : : @z

jn
n

.z.t//
ˇ̌̌
jz0s.t/j

Lj .z0/
W kJ k � p

o
�

� max
kJk�p

nX
iD1

ˇ̌̌ @kJkC1F

@z
j1

1 : : : @z
jsC1
s : : : @z

jn
n

.z.t//
ˇ̌̌ ls.z

0/jz0s.t/j

l
j1

1 .z
0/ : : : l

j1C1
s .z0/ : : : l

jn
n .z

0/
�

�

� nX
iD1

ls.z
0/jz0s.t/j

�
� max
kJk�pC1

jF .j /.z.t//j

LJ .z0/
�

� nX
iD1

ls.z
0/jz0s.t/j

�
� B �G.z.t//:

Враховуючи (9), одержуємоˇ̌̌
ln
G.z.2//

G.z.1//

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌ Z 1

0

1

G.z.t//

d

dt
G.z.t//dt

ˇ̌̌
� B

Z 1

0

nX
sD1

ls.z
0/jz0s.t/jdt � 8nB:

З огляду на вибiр точки z.2/ маємо M. 2

L.z0/
; z0; F / � G.z.2// � G.z.1//e8nB : Але

z.1/ 2 Tn.z0; e

2L.z0/
/; тому для всiх J 2 Zn

C
справджується нерiвнiсть Кошi

jF .J /.z.1//j

LJ .z0/
� J Š.2/JM

�
e

2L.z0/
; z0; F

�
:

Тому при kJ k � p отримуємо G.z.1// � .pŠ2p/nM
�

e

2L.z0/
; z0; F

�
;

M
�

2

L.z0/
; z0; F

�
�
�
pŠ2pe8nB

�n
M
�

e

2L.z0/
; z0; F

�
i за теоремою 2, функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
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Наступна теорема є новою навiть для цiлих функцiй обмеженого iндексу за
сукупнiстю змiнних, хоча при n D 1 цей результат вiдомий (див. [16], або [10] для
випадку l � 1).

Теорема 9. Нехай L 2 Qn. Цiла функцiя F W Cn ! C є функцiєю обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують c 2 .0IC1/ та
N 2 N такi, що для кожного z 2 Cn

NX
kKkD0

jF .K/.z/j

KŠLK.z/
� c

1X
kKkDNC1

jF .K/.z/j

KŠLK.z/
: (12)

Доведення. Нехай 0 < �j < 1; j 2 f1; : : : ; ng; � D .�1; : : : ; �n/. Якщо F має обме-
жений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то за теоремою 6, функцiя F має обмеже-
нийeL-iндекс за сукупнiстю змiннихN.F;eL/ D eN < C1; деeL D �el1.z/; : : : ;el2.z/�,elj .z/ D �j lj .z/, j 2 f1; : : : ; ng. Тому

max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk � eN� D max

�
‚K jF .K/.z/j

KŠeLK.z/ W kKk � eN� �
�

nY
iDs

�
eN
s max

�
jF .K/.z/j

KŠeLK.z/ W kKk � eN� � nY
iD1

�
eN
s

jF .J /.z/j

J ŠeLJ .z/ D
nY
iD1

�
eN�js
s

jF .J /.z/j

J ŠLJ .z/

для всiх J � 0 та

1X
kJkDeNC1

jF .J /.z/j

J ŠLj .z/
� max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk � eN� 1X

kJkDeNC1
�js�eN
s D

D

nY
iD1

�s

1 � �s
max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk � eN� � nY

iD1

�s

1 � �s

eNX
kKkD0

jF .K/.z/j

KŠLK.z/
:

Звiдси, ми отримуємо (12) з N D eN та c D
Qn
iD1

�s

1��s
: Навпаки, з нерiвностi (12)

випливає

max

�
jF .J /.z/j

J ŠLJ .z/
W kJ k D N C 1

�
�

1X
kKkDNC1

jF .K/.z/j

KŠLK.z/
�
1

c

NX
kKkD0

jF .K/.z/j

KŠLK.z/
�

�
1

c

NX
iD0

C inCi�1max

�
jF .K/.z/j

KŠLK.z/
W kKk � N

�
i за теоремою 8 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Автор висловлює щиру подяку Рецензенту за його цiннi зауваження, якi сприя-
ли покращенню змiсту статтi.
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