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Розвивається проєкцiйно-алгебраїчний метод дискретних апроксима-
цiй для лiнiйних диференцiальних рiвнянь в банахових просторах, да-
но аналiз збiжностi скiнченно-вимiрних апроксимацiй, що грунтуються
на функцiонально-алгебраїчному пiдходi до дискретних апроксимацiй
та методах теорiї операторiв в банахових просторах. Розглянуто за-
стосування отриманих результатiв до функцiонально-iнтерполяцiйної
схеми проєкцiйно-алгебраїчного методу дискретних апроксимацiй. На
основi узагальненого твердження типу Лере-Шаудера розглянута
проєкцiйно-алгебраїчна схема дискретних апроксимацiй та дано аналiз
її розв’язностi та збiжностi для спецiального класу нелiнiйних опера-
торних рiвнянь.

1 Вступ

Нехай X i Y є заданими функцiональними просторами Банаха. Роз-
глянемо диференцiально-операторне рiвняння

Au = f(u), (1)

де, в загальнiм випадку, f : X → Y є деяким неперервним нелiнiйним
вiдображенням, а оператор A : X → Y є замкненим лiнiйним дифе-
ренцiальним виразом A :=

∑m
|β|=0 aβ(x)

∂β

∂xβ
з частковими похiдними в

областi Ω ⊂ Rq з гладкими коефiцiєнтами aβ ∈ C∞(Rq;R), q,m ∈ Z+,

та областю визначення D(A) ⊂ X, i задовольняє умову Range(A) = Y ,
або Range(A) = Y. З метою побудови дискретної апроксимацiї рiвня-
ння (1), придатної для ефективних комп’ютерних обчислень, ми роз-
виваємо проєкцiйно-алгебраїчний метод дискретних апроксимацiй, що
грунтується на функцiональному та Лi-алгебраїчному пiдходах праць
[1, 2, 3, 4, 5]. Грунтуючись на загальних властивостях [6, 7, 8] апрокси-
муючих скiнченно-вимiрних банахових пiдпрострiв, нами дано опис не-
обхiдних умов збiжностi прєкцiйно-алгебраїчного методу дискретних
апроксимацiй для сталого вiдображення f : X → Y як в загальному
випадку, так i у випадку функцiонально-iнтерполяцiйної схеми дис-
кретних апроксимацiй, адаптованої до вiдповiдних скiнченно-вимiрних
квазi-репрезентацiй базисної операторної алгебри Гайзенберга-Вейля.
Використовуючи результати праць [4, 5] про iснування розв’язкiв не-
лiнiйних операторних рiвнянь, що грунтуються на узагальненiй тео-
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ремi типу Лере-Шаудера, нами описанi достатньо ефективнi необхi-
днi умови розв’язностi та збiжностi проєкцiйно-алгебраїчного методу
дискретних апроксимацiй для випадку нелiнiйного неперервного A-
компактного вiдображення f : X → Y та замкненого лiнiйного сю-
рєктивного оператора A : X → Y .

2 Функцiонально-операторнi аспекти проєкцiйно-
алгебраїчного методу дискретних апроксимацiй
лiнiйних рiвнянь

Нижче будемо вивчати випадок рiвняння (1), коли вiдображення f :

X → Y є довiльним, але сталим вектором простору Y . Розглянемо двi
сiм’ї скiнченно-вимiрних iнтерполяцiйних функцiональних пiдпросто-
рiв X̃N ⊂ X, а також ỸN ⊂ Y для N ∈ Z+ i таких, що X̃N ⊂ X̃N+1,
ỸN ⊂ ỸN+1.

Коли задана область Ω ⊂ Rq є обмеженою, для простору X :=

Lp(Ω;R) та областi визначення D(A) = W
(m+s)
p (Ω) i Range(A) =

W
(s)
p (Ω) ⊂ Lp(Ω;R) := Y, p > q, s > 0, вирази X̃N := P

(x)
N W

(m+s)
p (Ω),

ỸN := P
(y)
N W

(s)
p (Ω), де P (x)

N → X i P (y)
N → Y, N ∈ Z+, є лiнiйними опера-

торами, визначеними на неперервних функцiях в областi Ω ⊂ Rq. Опе-
ратори P

(x)
N i P (y)

N є, як вiдомо, операторами проєктування, для яких
виконуються умови P (x)

N P
(x)
N = P

(x)
N , P (y)

N P
(y)
N = P

(y)
N для всiх N ∈ Z+.

Розглянемо тепер для кожного N ∈ Z+ наступне рiвняння

P
(y)
N AũN = P

(y)
N f (2)

на елемент ũN ∈ X̃N , для якого limN→∞ ‖AũN − f‖Y = 0 при N →∞,
де вiдображення f : X → Y є сталим заданим елементом простору
Y . Очевидно, що рiвняння (2) має один розв’язок ũN ∈ X̃N , коли для
кожного N ∈ Z+ має мiсце рiвнiсть

P
(y)
N AX̃N= Ỹ N . (3)

Умова (3) є рiвнозначна iснуванню оберненого скiнченно-вимiрного
оператора P (y)

N AP
(x)
N := AN : X̃N → ỸN для кожного N ∈ Z+.

Дамо визначення довiльної гранично-щiльної сiм’ї пiдпросторiв
{BN ⊂ B : N ∈ Z+} банахового простору B.
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Означення 2.1. Сiм’я пiдпросторiв {BN ⊂ B : N ∈ Z+} називається
гранично-щiльною в B, якщо для кожного g ∈ B має мiсце рiвнiсть

ρ(g,BN) := inf
w̃N∈BN

‖g − w̃N‖B → 0

при N →∞.

Для подальшого аналiзу нам буде потрiбне наступне твердження
про збiжнiсть процесу апроксимацiї.

Твердження 2.1. Нехай оператор A : X → Y є оборотним на щiль-
нiй областi визначення D(A) ⊂ X а також має мiсце рiвнiсть
Range(A) = Y, де X i Y є просторами Банаха. Припустимо, що сiм’я
пiдпросторiв

{
AX̃N ∈ Y : N ∈ Z+

}
є гранично-щiльною, а оператори

проєктування P (y)
N : Y → Y задовольняють умову

‖P (y)
N ‖ ≤ c

(y)
N (4)

для деякої послiдовностi c(y)N ∈ RN , N ∈ Z+. Тодi для кожного елемен-
та f ∈ Y рiвняння

P
(y)
N Au = P

(y)
N f

має єдиний розв’язок ũN ∈ X̃N для усiх N ∈ Z+, де

lim
N→∞

‖AũN − f‖Y = 0, (5)

тодi i тiльки тодi, коли
i) виконується умова (3);
ii) iснують такi послiдовностi τ (y)N ∈ R+, N ∈ Z+, що

‖P (y)
N ṽN‖ỸN ≥ τ

(y)
N ‖ṽN‖Y , limN→∞c

(y)
N τ

(y),−1
N <∞, (6)

для кожного елемента ṽN ∈ AX̃N , N ∈ Z+;

iii) верхня межа

limN→∞

[(
1 + c

(y)
N τ

(y),−1
N

)
ρ(f, AX̃N)

]
= 0

для кожного f ∈ Y.
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Доведення. Перш за все припустимо, що для кожного елемента f ∈
Y рiвняння P

(y)
N Au = P

(y)
N f, N ∈ Z+, має єдиний розв’язок ũN ∈ X̃N ,

а також ‖AũN − f‖Y → 0 при N →∞. Тодi на основi нерiвностi

ρ(f,AX̃N) = inf
wN∈AX̃N

‖f − w̃N‖Y ≤ ‖f − AũN‖Y

можна зробити висновок, що limN→∞ ρ(f, AX̃N) = 0, тобто сiм’я пiд-
просторiв

{
AX̃N ∈ Y : n ∈ Z+

}
є гранично щiльною в Y. Тепер визна-

чимо N ∈ Z+ i розглянемо рiвняння P
(y)
N Au = f̃N ∈ ỸN . Зрозумiло,

що iснує такий елемент f ∈ Y, для якого P (y)
N f = f̃N , тобто отримуємо

рiвняння, котре на пiдставi припущення твердження має вже єдиний
розв’язок ũN ∈ X̃N . А це означає, що P

(y)
N AX̃N = ỸN , тобто маємо

доведення умови i) нашого твердження.
Оскiльки вiдображення P

(y)
N : Y → Y є оператором проєктування,

то можна розглянути його звуження P̄ (y)
N |AX̃N : AX̃N → ỸN для кожно-

го N ∈ Z+. Оператор P̄
(y)
N : AX̃N → ỸN згiдно (4) та (6) є обмеженим

i взаємно однозначним. Тодi на пiдставi твердження Банаха про обер-
нений оператор отримуємо, що iснує обмежений обернений оператор
P̄

(y),−1
N : ỸN → AX̃N .

Нехай тепер ũN ∈ X̃N є вiдповiдним наближеним розв’язком рiвня-
ння PNAu = PNf. Тодi має мiсце рiвнiсть AũN = P̄

(y),−1
N PNf, з котрої

на пiдставi умови (5) отримуємо, що

lim
N→∞

‖P̄ (y),−1
N PNf − f‖Y = 0

для кожного f ∈ Y. А це означає, що limN→∞ P̄
(y),−1
N PNf = f для

кожного заданого елемента f ∈ Y. Застосовуючи тепер до цiєї умови
класичне твердження Банаха-Штайнгауза [6, 7] отримуємо, що

sup
N∈Z+

‖P̄ (y),−1
N P

(y)
N ‖Y ≤ c(y) <∞

для певної сталої величини c(y) ∈ R+. Таким чином, для кожного еле-
мента P (y)

N w̃N = w̃N отримуємо, що

‖P̄ (y),−1
N w̃N‖Y = ‖P̄ (y),−1

N P
(y)
N jN w̃N‖Y ≤ ‖P̄ (y),−1

N PN‖Y ‖jN w̃N‖Y ≤

≤ c(y)‖jN‖‖w̃N‖ỸN (7)
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де jN : ỸN → Y є вiдповiдним щiльно-заданим оператором вкладення,
а ‖jN‖ є його нормою. Нерiвнiсть (7) означає, що норма оператора
P̄

(y),−1
N : ỸN → AX̃N ⊂ Y є одностайно обмеженою для усiх N ∈ Z+.

Тепер виберемо довiльний елемент ṽN ∈ AX̃N ⊂ Y i обчислимо
величину w̃N := P̄

(y)
N ṽN ∈ ỸN . Тодi на пiдставi нерiвностi (7) отримуємо

‖ṽN‖Y = ‖P̄ (y),−1
N w̃N‖Y ≤ c(y)‖jN‖‖w̃N‖ỸN := τ

(y),−1
N ‖PN ṽN‖ỸN ,

де величини τ (y)N > 0 є обмеженими для всiх N ∈ Z+. А це означає, що
стосовно кожного елемента ṽN ∈ AX̃N виконується умова ii) нашого
твердження, тобто ‖P (y)

N ṽN‖ỸN ≥ τ
(y)
N ‖ṽN‖Y , N ∈ Z+.

Достатнiсть умов i) − iii) доведемо наступним чином. Розв’яжемо
рiвняння PNAu = PNf для N ∈ Z+, розв’язок котрих ũN ∈ X̃N є
єдиним. Тодi їх можна подати у такому виглядi:

ũN = A−1P̄
(y),−1
N PNf,

де, як i вище, лiнiйне вiдображення P̄
(y)
N := P

(y)
N |AX̃N : AX̃N → ỸN є

вiдповiдною редукцiєю на AX̃N ⊂ Y оператора проєктування P
(y)
N :

Y → Y на пiдпростiр ỸN ⊂ Y. Оскiльки на пiдставi умови ii) ма-
ємо ‖P̄ (y),−1

N ‖ ≤ τ
(y),−1
N , то норма ‖P̄ (y),−1

N P
(y)
N ‖ ≤ c

(y)
N τ

(y),−1
N є рiвно-

мiрно обмеженою для всiх N ∈ Z+. Звiдси для довiльного елемента
w̃N ∈ AX̃N отримуємо

‖AũN − f‖Y = ‖P̄ (y),−1
N PNf − f‖Y ≤

≤ infw̃N∈AX̃N

(
‖P̄ (y),−1

N PNf − P̄ (y),−1
N P

(y)
N w̃N‖Y + ‖w̃N − f‖Y

)
≤

≤ infw̃N∈AX̃N

(
‖P̄ (y),−1

N PNf − P̄ (y),−1
N P

(y)
N w̃N‖Y + ‖w̃N − f‖Y

)
≤

≤ infw̃N∈AX̃N

(
c
(y)
N τ

(y),−1
N + 1

)
ρ(f, w̃N) =

(
c
(y)
N τ

(y),−1
N + 1

)
ρ(f,AX̃N),

(8)
де ми взяли до уваги, що P̄ (y),−1

N P
(y)
N w̃N = w̃N для всiх w̃N ∈ AX̃N . А це

на пiдставi припущення iii) означає iснування границi limN→∞ ‖AũN−
f‖Y = 0 для довiльного елемента f ∈ Y, що завершує доведення.

Зауваження. Вiдзначимо, що певний аналог даного твердження,
але вiдмiнний вiд Твердження 2.2, був встановлений ранiше в [8].

Як очевидний висновок з доведення Твердження 2.2 отримуємо, що
у випадку, коли dim X̃N = dim ỸN < ∞ для всiх N ∈ Z+, отримуємо,
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що умова i) у виглядi (3) виникає з умови ii). Бiльше того, має мiсце
наступне твердження про збiжнiсть ров’язку ũN ∈ X̃N при N → ∞
до елемента u ∈ X.

Твердження 2.2. Нехай виконуються всi умови Твердження 2.1,
зокрема замкнений оператор A : X → Y володiє обмеженим оберне-
ним оператором, тобто ‖A−1‖ < ∞ i D(A) = X (на пiдставi кла-
сичного твердження про замкнений оператор). Тодi отримана послi-
довнiсть роз’язкiв ũN ∈ X̃N рiвняння P

(y)
N Au = P

(y)
N f при N → ∞ є

вiдповiдними наближеннями до розв’язку рiвняння Au = f щодо нор-
ми ‖ · ‖X .

Доведення. Припустимо, що uN ∈ XN є розв’язком P
(y)
N AuN = P

(y)
N f

для усiх N ∈ Z+. Оцiнимо тепер рiзницю (u − ũN ) ∈ X щодо норми
простору X :

‖ũN − u‖X = ‖ũN − A−1f‖X = ‖A−1AũN − A−1f‖X =

= ‖A−1(AũN − f)‖X ≤ ‖A−1‖ ‖AũN − f‖Y .
(9)

На пiдставi (8) маємо limN→∞ ‖AũN − f‖Y = 0, а з того, що оператор
A−1 є обмеженим, права сторона рiвняння (9) прямує до нуля при N →
∞. Тим самим стверджуємо, що limN→∞ ‖ũN − u‖X = 0, а це завершує
наше доведенн.

3 Функцiонально-операторнi аспекти проєкцiйно-
алгебраїчного методу дискретних апроксимацiй
для нелiнiйних операторних рiвнянь в банахових
просторах

Розглянемо нелiнiйне операторне рiвняння (1) у виглядi

Au = f(u), (10)

де A : X → Y є замкненим сюр’єктивним оператором з умовою
dim kerA > 0, а вiдображення f : X → Y є довiльним нелiнiйним i не-
перервним iз областю визначення D(f) = Sr(0)∩D(A) ⊂ X (Sr(0) ⊂ X

є сферою радiуса r > 0 з центром в нулi), i якi задовiльняють наступнi
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двi умови: i) A-компактностi, тобто для будь-яких обмежених множин
U ⊂ D(f) i V ⊂ Y замкнена множина f(U ∩ A−1(V ) ⊂ Y є компа-
ктною;
ii) kf < kA, де за визначенням,

k−1
A := sup

‖v‖Y =1

inf
u∈D(A)

{‖u‖X : Au = v} <∞, kf := sup
u∈Sr(0)

1

r
‖f(u)‖ <∞.

Якщо X̃N ⊂ X̃N+1 ⊂ X i ỸN ⊂ ỸN+1 ⊂ Y,N ∈ Z+ є скiнченно-
вимiрними банаховими пiдпросторами, а P x

N : X → X̃N , N ∈ Z+, та
P y
N : Y → ỸN , N ∈ Z+ є вiдповiдними операторами проєктування, то

наступнi рiвняння
P

(y)
N AũN = P

(y)
N f(ũN) (11)

на елементи ũN ⊂ X̃N , N ∈ Z+, котрi є наближеннями до шукано-
го розв’язку рiвняння (10), у загальнiм випадку не єдиного, оскiль-
ки dim kerA ≥ 1. Зауважимо тут, що проєкцiйний метод називають
”реалiзовним”, якщо множина M ⊂ X розв’язкiв рiвняння (10) є не-
пустою, а при достатньо великих N ∈ Z+ також є не пустими множини
MN ⊂ X̃N розв’язкiв рiвнянь (11). Метод називають ”збiжним”, якщо
вiн є реалiзовним i виконана умова

lim
N→∞

sup
ũN∈M̃N

inf
u∈M
||ũN − u||X = 0. (12)

Є очевидним, що для практичних застосувань критерiї реалiзовностi
проєкцiйного методу та його збiжностi є вельми важливими, тому ми
зупинимось на них, грунтуючись на результатах праць [4, 5], де пита-
ння розв’язностi певного класу нелiнiйних операторних рiвнянь були
проаналiзованi на основi одного узагальненого твердження типу Лере-
Шаудера в банахових просторах. А саме, має мiсце наступне тверджен-
ня, встановлене в [4, 5], яке дає опис множиниM розв’язкiв нелiнiйного
операторного рiвняння (10).

Твердження 3.1. Нехай виконанi умови i) та ii), сформульованi ви-
ще. Тодi при додатковiй умовi dim kerA ≥ 1 рiвняння (10) має непу-
сту множину M розв’язкiв, чия топологiчна розмiрнiсть dimM ≥
dim kerA− 1.
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Нижче вважатимемо, що виконнанi всi необхiднi умови Тверджен-
ня 3.1. Тодi наступний результат характеризує реалiзовнiсть проєкцiй-
ного алгоритму (11).

Твердження 3.2. Нехай виконанi умови i), ii) та додатково

lim
N→∞

sup
v∈Range(A)∩Range(f)

||P (y)
N v − v||Y = 0. (13)

Тодi для достатньо великих чисел N ∈ Z+ множини M̃N ⊂ X̃N є не
пустими i має мiсце умова збiжностi (12).

Доведення. Покладемо

k
(N)
f : = sup

ũN∈Sr(0)

1

r
||P (y)

N f(ũN)||ỸN , (14)

та

k
(N),−1
A : = sup

ṽN∈ỸN

1

||ṽN ||ỸN
inf

ũN∈P (x)
N D(A)

{||ũN ||X̃N : P
(y)
N AũN = ṽN} (15)

i виберемо таке N0 ∈ Z+, щоб dim ker(P
(y)
N0
A) ≥ 1, а також

kf ≤ k
(N0)
f < k

(N0)
A ≤ kA. (16)

Тодi на основi виразiв (14) i (15) з умови (16) отримуємо, що для всiх
N ≥ N0 виконується умова

kf ≤ k
(N)
f < k

(N)
A ≤ kA.

А це означає, згiдно узагальненого твердження типу Лере-Шаудера
[4, 5], що послiдовнiсть рiвнянь (12) має розв"язки для всiх N ≥ N0,
тобто всi множини M̃N ⊂ X̃N , N ≥ N0, є непустими, а сам проєкцiйний
метод є реалiзовним.

Вiзьмемо тепер деяке ε ≥ 0 i розглянемо окiл

Uε(M) := {u ∈ D(f) : inf
ū∈M⊂D(f)

||ū− u||X < ε.

Є очевидним, що множинаD(f)\Uε(M) не мiстить розв’язкiв рiвняння
(10), i для деякого αε > 0 величина

inf
ū∈D(f)\Uε(M)

||Au− f(u)||Y = αε > 0.
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Виберемо на основi (13) число Nε ∈ Z+ так, щоб для всiх N ≥ Nε

sup
u∈D(f)

(||Au− P (y)
N Au||Y + ||f(u)− P (y)

N f(u)||Y ) < αε.

Тодi для всiх u ∈ D(f)\Uε(M) виконується нерiвнiсть

||P (y)
N Au− P (y)

N f(u)||Y ≥ ||Au− f(u)||Y−
−(||Au− P (y)

N Au||Y + ||f(u)− P (y)
N f(u)||Y ) > αε − αε = 0,

тобто при N ≥ Nε має мiсце включення M̃N ⊂ Uε(M). Оскiльки ε > 0

є вибраним достатньо малим, умова M̃N ⊂ Uε(M) для всiх N ≥ Nε є
еквiвалентною умовi збiжностi (12), що й доводить твердження.

У випадку, коли послiдовностi просторiв X̃N ⊂ X̃N+1 ⊂ X,N ∈ Z+

та ỸN ⊂ ỸN+1 ⊂ Y, n ∈ Z+ вибранi гiльбертовими, причому

∪N∈Z+X̃N = X, ∪N∈Z+ ỸN = Y,

а проєктори P
(x)
N : X → X̃N , P

(y)
N : Y → ỸN , N ∈ Z+, є операторами

ортогонального проєктування, то норми ||P (x)
N || = 1, ||P (x)

N || = 1, N ∈
Z+, i для всiх u ∈ X, v ∈ Y

lim
N→∞

||u− P (x)
N u||Y = 0, lim

N→∞
||v − P (y)

N v||Y = 0. (17)

Вважатимемо, також, що виконуються умови (12), (13), i dim kerA ≥ 1.
Тодi має мiсце аналог Твердження 3.2 про реалiзовнiсть проєкцiйної
схеми дискретних апроксимацiй для рiвняння (10), заданого в гiльбер-
товому просторi.

Твердження 3.3. Для достатньо великих N ∈ Z+ множини M̃N ⊂
X̃N є непустими i має мiсце умова збiжностi (11).

Доведення. Зрозумiло, що нам необхiдно тiльки встановити справе-
дливiсть умови (13). Припустивши протилежне, знайдеться така послi-
довнiсть iндексiв Nk ∈ Z+ для k ∈ Z+, а також елементи uk ∈ D(f), k ∈
Z+, для яких iснує ε > 0, що

||P (y)
Nk
f(uk)− f(uk)||Y > ε. (18)
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Оскiльки для всiх k ∈ Z+ елементи f(uk) ∈ Range(A), то завдяки A-
компактностi вiдображення f : D(f) → Y iснує границя lim

k→∞
f(uk) =

v ∈ Y. Використовуючи тепер iснування границь (17), отримуємо:

limk→∞ ||P (y)
Nk
f(uk)− f(uk)||Y ≤ limk→∞ ||P (y)

Nk
f(uk)− P (y)

Nk
v̄||Y+

+ limk→∞ ||P (y)
Nk
v̄ − v̄||Y + limk→∞ ||v̄ − f(uk)||Y = 0,

що суперечить вихiднiй нерiвностi (18). Твердження доведено.

Як наслiдок отриманих вище результатiв для випадку, коли вiд-
ображення f : D(f) ⊂ X → Y є сталим, а оператор A : D(A) ⊂ X → Y

є замкненим i сюр’єктивним, можна встановити додатковi критерiї збi-
жностi проєкцiйно-алгебраїчного методу дискретних апроксимацiй для
рiвняння (10), проаналiзованого в попереднiх роздiлах.
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The projection-algebraic method of discrete approximations of linear

differential equations in Banach spaces is developed, the convergence anal-

ysis of the corresponding finite-dimensional expressions, based on the func-

tional-analytic approach to discrete approximations and methods of oper-

ator theory in Banach spaces, is presented. Application of the results ob-

tained to the functional-interpolation scheme of the projection-algebraic

method of discrete approximations is considered. Based on a generalized

Leray-Schauder type theorem the projection-algebraic scheme of discrete

approximations is proposed, its solvability and convergence for a special

class of nonlinear operator equations is analyzed.




