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М. Пилипович, М. Сiмкiв. Фрактали на площинi Лобачевського // Мат. вiсник НТШ, 14
(2017) 36–51.

Розглянуто детермiнiстичнi фрактали на дисковiй моделi площини Лобачевського i
показано, що форма та властивостi таких фракталiв суттєво залежать вiд їхнiх розмiрiв.

M. Pylypovych, M. Simkiv, Fractals on Lobachevski plane, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc.
14 (2017), 36–51.

We consider deterministic fractals on the Poincaré disk model of Lobachevski plane and
show that the form and properties of such fractals depend on their size.

1. Вступ

Термiн фрактал був введений у 70-х роках XX-го столiття Бенуа Мандель-
бротом [4], проте приклади об’єктiв, якi тепер називають фракталами, були вi-
домi задовго до того.

Чим особливi цi об’єкти? Для всiх них, як i для iнших фракталiв, характернi
наступнi ознаки:

- цi множини визначаються рекурентними залежностями;
- мають риси самоподiбностi;
- мають дробовий фрактальний вимiр.
Це не є строгим означенням фракталу, а лише описом характерних власти-

востей фракталу. Строге означення дав Хатчiнсон [3], який впровадив понят-
тя детермiнiстичного фракталу. Для опису фракталiв будемо використовувати
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систему iтерованих вiдображень (IFS), пiд чим розумiємо будь-яку скiнчену
сiм’ю fw1; : : : ; wkg стискуючих вiдображень на повному метричному просторi
X . Коефiцiєнтом стиску такої системи назвемо число � D maxf�1; : : : ; �kg <

1, де �i D Lip.wi / – коефiцiєнт стиску вiдображення wi .
Через K.X/ позначемо сiм’ю усiх непорожнiх компактних пiдмножин про-

сторуX . Хатчiнсон зауважив, що система стискуючих вiдображень fw1; : : : ; wkg
на метричному просторi .X; d/ породжує стискуюче вiдображенняW W K.X/!
K.X/;W W K !

Sk
iD1wi .K/, на гiперпросторi K.X/ його компактних пiд-

множин. За теоремою Банаха, стискуюче вiдображення W має єдину нерухо-
му точку K 2 K.X/, яка називається детермiнiстичним фракталом системи
fw1; : : : ; wkg.

Типовими прикладами детермiнiстичних фракталiв є множина Кантора, три-
кутник i килим Серпiнського, Менгерiвський куб. Усi вони породженнi систе-
мами гомотетiй на Rn, де гомотетiєю називаємо бiєктивне вiдображення hc;� W
Rn ! Rn виду hc;�.x/ D c C �.x � c/, де � 2 .0; 1/ – коефiцiєнт гомотетiї.

На площинi Лобачевського означення гомотетiї дещо iнше. Гомотетiєю з
центром c 2 H та коефiцiєнтом стиску � називається бiєктивне вiдображення
hc;� W H! H, яке точцi x 2 H ставить у вiдповiднiсть єдину точку y на променi
cx таку, що dH.c; y/ D � � dH.c; x/, де dH позначає метрику на гiперболiчнiй
площинi.

Як ми покажемо у теоремi 3.5, кожна гомотетiя hc;� гiперболiчної площини
H з коефiцiєнтом стиску � < 1 є стискуючим вiдображенням зi сталою Лiпши-
ця Lip.hc;�/ D �: Тому довiльна система fw1; : : : ; wkg стискуючих гомотетiй
гiперболiчної площини породжує детермiнiстичний фрактал. Приклади таких
фракталiв представлено в роздiлi 4.

Дещо неочiкуванио виявилось, що форма фракталу на площинi Лобачев-
ського суттєво залежить вiд його розмiру, чого не спостерiгається на Евклiдовiй
площинi.

2. Детермiнiстичнi фрактали

У цьому роздiлi ми нагадаємо основнi положення теорiї детермiнiстичних
фракталiв [1], [2].

Означення 2.1. Вiдображення f W X ! X метричного простору .X; d/ назива-
ється стискуючим, якщо iснує така константа 0 < � < 1, що

d.f .x1/; f .x2// � � � d.x1; x2/

для будь-яких x1; x2 2 X . При цьому, константа � D Lip.f / < 1 називається
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коефiцiєнтом стиску вiдображення f , де

Lip.f / D sup
x¤y

d.f .x/; .f .y//

d.x; y//

є сталою Лiпшиця вiдображення f .

Нагадаємо формулювання теореми Банаха про нерухому точку. Точка x 2
X називається нерухомою точкою вiдображення f W X ! X , якщо f .x/ D x.

Теорема 2.2 (Банаха про нерухому точку). У повному метричному просторi
.X; d/ будь-яке стискуюче вiдображення f W X ! X має нерухому точку
x1 2 X , яка є границею послiдовностi fx0; x1; : : : g, де x0 – будь-яка точка з
X i xnC1 D f .xn/ для n � 0. При цьому для будь якого n 2 N справджується
оцiнка

d.xn; x1/ �
�n

1 � �
d.x0; x1/;

де � < 1 – коефiцiєнт стиску вiдображення f .

Означимо тепер метричний простiр, точками якого є детермiнiстичнi фра-
ктали.

Нехай .X; d/ – повний метричний простiр. Позначимо через K.X/ множину
всiх непорожнiх компактних пiдмножин простору X . Зауважимо, що A [ B 2
K.X/ для будь-яких A;B 2 K.X/. Означимо тепер метрику на просторi K.X/.

Означення 2.3. НехайA;B 2 K.X/ – двi компактнi пiдмножиниX . Вiдстанню
Хаусдорфа мiж множинами A та B називається величина

dH .A;B/ D maxfmax
a2A

min
b2B

d.a; b/;max
b2B

min
a2A

d.a; b/g:

Вiдстань Гаусдорфа задовiльняє всi аксiоми метрики, а саме:
a) dH .A;B/ D 0 тодi i лише тодi, коли A D B;
b) dH .A;B/ D dH .B;A/;
c) dH .A; C / � dH .A;B/C dH .B; C /.
Простiр K.X/ з метрикою Гаусдорфа називається гiперпростором, або про-

стором фракталiв. Вiдомо [1, §II.6], що цей простiр повний, тобто кожна фун-
даментальна послiдовнiсть в K.X/ збiжна.

Означення 2.4. Системою iтерованих вiдображень (IFS) на метричному про-
сторi .X; d/ називаємо будь-яку скiнчену сiм’ю fw1; : : : ; wkg стискуючих вiд-
ображень на X . Коефiцiєнтом стиску такої системи назвемо число

� D maxf�1; : : : ; �kg;

де �i – коефiцiєнт стиску вiдображення wi .
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Маючи IFS fw1; : : : ; wkg на повному метричному просторi .X; d/, означимо
наступну операцiю W W K.X/! K.X/, що дiє у гiперпросторi K.X/:

W .A/ D w1 .A/ [ : : : [ wk .A/ для A 2 K.X/:

Визначене таким чином вiдображення W W K.X/ ! K.X/ є стискуючим
з коефiцiєнтом стиску � D maxf�1; : : : ; �kg. Застосовуючи теорему Банаха
про нерухому точку, одержимо, що вiдображення W має єдину нерухому то-
чку A1 2 K.X/, яку можна отримати як границю послiдовностi .An/1nD0; де
A0 2 K.X/ – довiльний компакт i AnC1 D W.An/. При цьому для цiєї послiдов-
ностi справедлива оцiнка dH .An; A1/ � �n

1��
dH .A0; A1/; n 2 N; яка дозволяє

намалювати фрактали з довiльною, заданою наперед, точнiстю.
Точнiше, для того, щоб згенерувати зображення фрактала, достатньо зупи-

нитися на n-iй iтерацiї i намалювати компакт An. Число n вибрати таким, щоб
величина �n

1��
h.A0; A1/ була менша за розмiр одного пiкселя зображення.

Наївний алгоритм, який являє собою безпосередню реалiзацiю IFS має вели-
ку складнiсть i витрати пам’ятi, а саме O.kn/. Але оцiнку складностi i витрат
пам’ятi можна легко покращити, використавши ймовiрнiсний алгоритм.

Ймовiрнiсний алгоритм генерацiї зображень фракталiв
Нехай fw1; : : : ; wkg – система стискуючих вiдображень на повному метричному
просторi .X; d/. Кожному вiдображенню wi поставимо у вiдповiднiсть додатнє
число (ймовiрнiсть) pi 2 .0; 1� так, щоб p1 C : : :C pk D 1. Одержану систему
запишемо у видi

fX;w1; : : : ; wkIp1; : : : ; pkg:

Нехай z0 – будь-яка точка X . Випадковим чином вибираємо число i1 2
f1; : : : ; kg i розгядаємо точку z1 WD wi1.z0/. Продовжуючи далi, побудуємо
(випадкову) послiдовнiсть чисел i1; i2; i3; : : : вiд 1 до k i послiдовнiсть точок
z0; z1; : : :, де кожна наступна точка zn є образом zn�1 при вiдображенi win , де
in випадково вибране число число вiд 1 до k, причому ймовiрнiсть вибору числа
j рiвна pj .

Якщо перша точка z0 належала до атрактора A1 iтерованої системи фун-
кцiй fX;w1; : : : ; wkg, тодi точки послiдовностi fzng випадковим чином блука-
ють по атрактору (оскiльки wk.A1/ � A1 D w1 .A/ [ : : : [ wk .A/). Якщо
z0 не належить атрактору A1, то достатньо пропустити деяку кiлькiсть членiв
послiдовностi fzig, щоб решта належали як завгодно малому наперед заданому
околу множини A1.

Послiдовнiсть fz0; z1; : : :g не має границi: точки zn, випадково блукаючи, за-
повнюють весь атрактор з iмовiрнiстю 1. Це випливає iз наступного твердження,
доведення якого можна знайти в [1, Ch.IX].
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Теорема 2.5. Для будь-яких p < 1 та " > 0 iснує такий номер N , що з ймо-
вiрнiстю > p для будь-якої точки z 2 A1 знайдеться елемент послiдовностi
.zn/

N
nD0, "-близький до z.

3. Дискова модель Пуанкаре геометрiї Лобачевського

У цьому роздiлi ми нагадаємо деякi вiдомi факти [5] неевклiдової геометрiї.
Вони будуть нам потрiбнi при обгрунтуваннi алгоритмiв малювання фракталiв
на площинi Лобачевського.

Добре вiдомо, що свiй класичний виклад геометрiї Евклiд починає з 5-ти
постулатiв:

� Довiльнi двi точки площини можна з’єднати прямолiнiйним вiдрiзком.

� Прямолiнiйнi вiдрiзки можна необмежено продовжувати в обидва бо-
ки.

� Навколо довiльної точки можна описати коло довiльного радiуса.

� Усi прямi кути рiвнi мiж собою.

� Якщо пряма, що перетинає двi прямi, утворює внутрiшнi одностороннi
кути, сума яких менша за два прямих кути, то цi двi прямi, продовженi
необмежено, зустрiнуться з тiєї сторони, де кути меншi за два прямi.

Як показав шотландський математик Джон Плейфер, остання аксiома еквi-
валентна твердженню:

У площинi через точку, що не лежить на данiй прямiй, можна провести
одну i лише одну пряму, паралельну данiй.

Якщо замiнити цю аксiому на її заперечення (одне з двох можливих), отри-
маємо гiперболiчну та елiптичну геометрiї. Гiперболiчну геометрiю також нази-
вають геометрiєю Лобачевського.

Ця геометрiя базується на перших чотирьох аксiомах Евклiда i аксiомi Ло-
бачевського:

У площинi через точку, що не лежить на данiй прямiй, проходять
щонайменше двi прямi, якi не перетинають її.

Творцi гiперболiчної геометрiї (Лобачевський, Бояї i Гаус) були переконанi
в її несуперечностi. Формальне доведення несуперечностi було дано Еудженiо
Бельтрамi (1868) за допомогою моделi, вiдомої сьогоднi, як дискова модель Пу-
анкаре.
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У цiй моделi неозначуванi поняття геометрiї (“точки”, “прямi”, “конгруен-
тностi”) мають конкретнi iнтерпретацiї.

� “Точки” – точки одиничного диска D D fz 2 C W jzj < 1g;

� “Прямi” – дiаметри D i дуги кiл, перпендикулярних до межi fz 2 C W jzj D
1g диска D;

� “Кут мiж прямими” визначається як звичаний евклiдовий кут мiж двома
колами або дiаметрами;

� “Конгруентнiсть” визначається за допомогою перетворень Мебiуса i є ком-
позицiями iнверсiй.

Рис.1: Дискова модель площини Лобачевського

Легко бачити, що першi чотири аксiоми Евклiда виконуються в дисковiй
моделi Пуанкаре. Проте п’ятий постулат Евклiда не виконується. Наприклад,
на рисунку 1 обидвi прямi b та b0 паралельнi до прямої a.

Задамо групу рухiв диска, що зберiгають орiєнтацiю. Такими рухами будуть
автоморфнi перетворення Мебiуса диска D.

Означення 3.1. Вiдображенням Мебiуса називають вiдображення вигляду z !
azCb
czCd

, де a; b; c; d 2 C i ad � bc ¤ 0.

Вiдображення Мебiуса, що вiдображають одиничний диск D на себе назива-
ють комформними автоморфiзмами одиничного диска.

Твердження 3.2. Конформнi автоморфiзми одиничного диска D D fz W jzj < 1g
є перетвореннями Мебiуса вигляду f .z/ D ei' zCb

NbzC1
, для деяких параметрiв

' 2 Œ0I 2�/ та b 2 C, jbj < 1.
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Доведення. Спочатку доведемо, що якщо f — конформний автоморфiзм ди-
ска i f .0/ D 0, тодi f є поворотом z ! ei'z на кут '.

Розглянемо голоморфну в диску функцiю f .z/
z

. Покажемо, що
ˇ̌
f .z/
z

ˇ̌
� 1

для усiх z 2 D. За принципом максимуму,
ˇ̌
f .z/
z

ˇ̌
� maxjzjDr

ˇ̌
f .z/
z

ˇ̌
< 1

r
(це

виконується для всiх r достатньо близьких до 1). Переходячи до границi при
r ! 1 отримуємо jf .z/j � jzj. Водночас, jf �1.z/j � jzj, а отже jf .zj D jzj,
j
f .z/
z
j D 1. Зауважимо, що голоморфна функцiя з постiйним модулем — це

постiйна функцiя з модулем рiвним 1. Томуf .z/ D ei' � z.
Тепер нехай ' конформний автоморфiзм. Застосуємо до нього дробово-

лiнiйний автоморфiзм  .z/ D zCb
NbzC1

, де jbj < 1, щоб  ı ' не перемiщувало

центр диска. Тодi  ı '.z/ D ei'z , а '.z/ D ei' � �1.z/. Насамкiнець зауважи-
мо, що  �1.z/ D z�b

� NbzC1
.

Твердження 3.3. Гiперболiчна вiдстань kzk вiд точки z 2 D до центра D обчи-
слюється за формулою

kzk D arth.jzj/ D
1

2
ln
�1C jzj
1 � jzj

�
:

Доведення. Використаємо те, що iнверсiї вiдносно кiл, перпендикулярних до
межi одиничного диска, вiдповiдають симетрiям вiдносно прямих гiперболiчної
площини.

Рис.2: Обчислення вiддалi на площинi Лобачевського

Без обмеження загальностi можна вважати, що z D r де r додатнє дiйсне
число. Точка 1

r
є симетричною до r вiдносно одиничного кола. Побудуємо коло

C радiуса
q

1
r2 � 1 з центром в 1

r
. Це коло перпендикулярне до межi диска за
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оберненою теоремою Пiфагора (OA2 C AO1
2
D OO1

2), а отже його дуга є
прямою в моделi Пуанкаре. Точки 0 i r симетричнi вiдносно кола C . Нехай
r C dr — дiйсна точка в околi r . Вiдносно кола C ця точка симетрична до
деякої точки �dl з околу 0. Для dr та dl виконується спiввiдношення�

1
r
� .r C dr/

��
1
r
C dl

�
D

1
r2 � 1

звiдки dl � dr
1�r2 . Це означає, що гiперболiчна довжина вiдрiзка Œr; r C dr�

дорiвнює dl � dr=.1 � r2/. Тодi гiперболiчна вiдстань kzk вiд нуля до z D r

дорiвнює Z r

0

dr

1 � r2
D
1

2
ln
�1C jzj
1 � jzj

�
D arth.r/:

3.1. Довжина кола на площинi Лобачевського

У цьому пiдроздiлi ми обчислимо довжину кола радiуса R на площинi Лобачев-
ського.

Рис. 3: Довжина кола на площинi Лобачевського

Нехай r – така точка на диску D, що гiперболiчна вiдстань вiд нуля до неї до-
рiвнює R. Оцiнимо довжину дуги кола радiуса R, яка опирається на малий кут
d˛. Евклiдова довжина цiєї дуги рiвна r � d˛. Щоб знайти гiперболiчну вiдстань
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мiж кiнцями цiєї дуги, пiдберемо гiперболiчну пряму P , яка вiдображає точку
r в центр D. Ця гiперболiчна пряма є евклiдовим колом радiуса 1

r
� r з центром,

що лежить на вiдстанi 1
r

вiд центра диска D (див. Рис.3). Мала дуга rd˛ при
iнверсiї вiдносно кола P перейде в дугу, один кiнець якої збiгається з центром
одиничного диска. Довжина dx цiєї дуги i буде гiперболiчною довжиною дуги
rd˛. Цю довжину можна знайти з подiбностi:

dx
1
r

D
rd˛
1
r
� r

; звiдки dx D
rd˛

1 � r2

Евклiдовий радiус r дорiвнює th.R/. Тому довжина кола на гiперболiчнiй
площинi дорiвнюєZ 2�

0

th.R/

1 � th2.R/
d˛ D 2�

th.R/

1 � th2.R/
D � sh.2R/:

3.2. Гомотетiї площини Лобачевського

Нехай D D fz 2 C W jzj < 1g — дискова модель Пуанкаре площини Лобачев-
ського. Для двох точок a; b 2 D позначимо через ka; bk гiперболiчну вiдстань
мiж ними. Якщо a D 0, писатимемо kbk замiсть k0; bk. Модуль комплексного
числа z D x C iy 2 D позначатимемо через jzj D

p
x2 C y2.

Оскiльки класичнi фрактали на евклiдовiй площинi будуються за допомо-
гою гомотетiй, для побудови їх аналогiв на площинi Лобачевського, потрiбно
мати перетворення гiперболiчної площини, якi є аналогами гомотетiй площини
Евклiда.

Означення 3.4. Гомотетiєю гiперболiчної площини H називається бiєктивне
вiдображення hc;� W H ! H, яке точцi x 2 H ставить у вiдповiднiсть єдину
точку y на променi cx таку, що kc; yk D � � kc; xk.

Добре вiдомо, що на евклiдовiй площинi гомотетiя є вiдображенням подi-
бностi, тобто d.hx;�.x/; hc;�.y// D � � d.x; y/ для довiльних точок x; y площи-
ни. Для площини Лобачевського це вже не так, оскiльки всi вiдображення подi-
бностi площини Лобачевського є iзометрiями. Тим не менше, гомотетiї площини
Лобачевського мають наступну корисну властивiсть.

Теорема 3.5. Довiльна гомотетiя hc;� з коефiцiєнтом � < 1 на площинi Лоба-
чевського є стискуючим вiдображенням з коефiцiєнтом стиску �.

Доведення. Позначимо через c центр гомотетiї hc;� з коефiцiєнтом �. Для дове-
дення теореми достатньо показати, що в околi кожної точки гомотетiя є лiпши-
цевим вiдображенням зi сталою �. Легко бачити, що вiдображення є гладким
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вiдносно природної структури гладкого многовиду на гiперболiчнiй площинi.
Тому стала Лiпшица не перевищує максимума норми похiдної в кожнiй точцi.

Похiдна це лiнiйне вiдображення мiж дотичними площинами. Для обчислен-
ня норми похiдної зауважимо, що нескiнченно мале коло навколо точки дотику
при цьому лiнiйному вiдображеннi переходить у елiпс навколо образу точки до-
тику.

З мiркувань симетрiї одна з осей цього елiпса проходить вздовж променя,
який з’єднує точку з центром гомотетiї. Коефiцiєнт стиску гомотетiї вздовж
цього напряму дорiвнює �. А в напрямку, перепендикулярному до радiального
дорiвнює вiдношенню довжин кiл радiусiв kc; xk i kc; hc;�.x/k:

� sh.2kc; hc;�.x/k/

� sh.2kc; xk/
D

sh.2�kc; xk/

sh.2kc; xk/

Оскiльки при x > 0 друга похiдна sh00.x/ � 0, то функцiя sh.x/ опукла i тому

sh.�t/ � .1 � �/ sh.0/C � sh.t/ D � sh.t/:

Звiдси при t D 2kc; xk отримуємо

sh.2�kc; xk/

sh.2kc; xk/
� �:

Отже, норма похiдної hc;� не перевищує �, а це означає, що hc;� є стискую-
чим вiдображенням iз коефiцiєнтом стиску �.

Опишемо практичний спосiб знаходження точки hc;�.z/ на диску D. Для
початку, нехай c D 0. Нагадаємо, що гiперболiчна вiдстань вiд 0 до z дорiвнює

kzk D arth.jzj/ D
1

2
ln
�1C jzj
1 � jzj

�
Тому, для будь-якого � > 0 можна знайти точку z� 2 Œ0; z� � D на гiперболiчнiй
вiдстанi kz�k D � � kzk вiд нуля, розв’язуючи рiвняння

arth.jz�j/ D � � arth.jzj/ D
1

2
ln
�1C jzj
1 � jzj

��
а отже

jz�j D th
�1
2
ln
�1C jzj
1 � jzj

���
D

�
1Cjzj
1�jzj

��
� 1�

1Cjzj
1�jzj

��
C 1

:
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Тодi

z� D jz�j
z

jzj
D

z

jzj
�

�
1Cjzj
1�jzj

��
� 1�

1Cjzj
1�jzj

��
C 1

:

Отже, у випадку коли c D 0, задача розв’язана.
Загальну задачу можна звести до цього частково випадку за допомогою пе-

ретворень Мебiуса.
В загальному, перетворення Мебiуса має вигляд

�.z/ D ei'
z C b

Nbz C 1
;

i вiдображає 0 в точку ei'b.
Тодi вiдображення �a.z/ D zCa

NazC1
є iзометрiєю комплексної площини, яка

вiдображає 0 в a. Обернене вiдображення ��1a має вигляд ��1a .w/ D w�a
�NawC1

D

��a.
Отже, щоб знайти на гiперболiчнiй прямiй ab таку точку x, що ka; xk D

�ka; bk потрiбно:

1. Застосувати перетворення Мебiуса ��1a D ��a до точки b i отримати
точку z D ��a.b/.

2. Знайти точку

z� D jz�j
z

jzj
D

z

jzj
�

�
1Cjzj
1�jzj

��
� 1�

1Cjzj
1�jzj

��
C 1

:

3. Застосувати перетворення �a до точки z� i отримати точку x D �a.z�/

для якої ka; xk D � � ka; bk.

4. Детермiнiстичнi фрактали на площинi Лобачевського

Застосуємо описанi у попереднiх роздiлах методи для побудови фракталiв
у моделi Пуанкаре площини Лобачевського. Ми розглянемо аналоги класичних
фракталiв у дисковiй моделi Пуанкаре. Як ми побачимо, трикутник Серпiн-
ського на площинi Лобачевського незначно вiдрiзняється вiд класичного три-
кутника Серпiнського на евклiдового площинi, натомiсть килим Серпiнського
вже проявляє якiснi вiдмiнностi (зокрема вiн не гомеоморфний евклiдовому ки-
лиму Серпiнського, оскiльки мiстить локально роздiляючi точки).

Також, iснують такi системи функцiй, якi не породжують фрактал (у сен-
сi Мандельброта) в евклiдовому просторi, але породжують фрактал на площи-
нi Лобачевського. Вiзьмемо, наприклад, чотири точки, рiвномiрно розмiщенi на
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колi, i задамо вiдображення стиску в 2 рази до цих точок. На Евклiдовiй пло-
щинi отримаємо рiвномiрно заповнений квадрат, натомiсть в моделi Пуанкаре –
типовий фрактал, який називається гiперболiчний робм.

Також ми побачимо, що форма детермiнiстичних фракталiв на площинi Ло-
бачевського сутєво залежить вiд їх розмiру. У пiдписах до зображень вказано
вiддаль вiд центра диска D (радауса 1) до найвiддаленiшої точки фрактала.

Трикутник Серпiнського задається трьома гомотетiями з коефiцiєнтом 1=2 з
центрами у вершинах правильного трикутника.

r D 0:3 r D 0:5

r D 0:7 r D 0:9
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Гiперболiчний ромб задається чотирьма гомотетiями з коефiцiєнтом 1=2 з цен-
трами у вершинах правильного чотирикутника.

r D 0:3 r D 0:5

r D 0:7 r D 0:9
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Килим Серпiнського задається вiсьмома гомотетiями з коефiцiєнтом 1=3. У
чотирьох з них центри розмiщенi у вершинах правильного чотирикутника, а у
чотирьох iнших – у центрах сторiн чотирикутника.

r D 0:3 r D 0:5

r D 0:7 r D 0:9
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Фрактальний хрест задається п’ятьма гомотетiями з коефiцiєнтом 1=3. Центри
чотирьох з них розмiщенi у вершинах правильного чотирикутника, п’ятої – в
нулi.

r D 0:3 r D 0:5

r D 0:7 r D 0:9
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5. Деякi вiдкритi проблеми

Використовуючи той факт, що килим серпiнського на площинi Лобачевсько-
го мiстить локально роздiляючi точки, можна показати, що килими Серпiнсько-
го на евклiдовiй площинi та площинi Лобачевського не гомеоморфнi.

Проблема 5.1. Чи килими Серпiнського рiзних розмiрiв на площинi Лобачев-
ського попарно гомеоморфнi?

Проблема 5.2. Чи залежить фрактальний вимiр розглянутих вище фракталiв на
площинi Лобачевського вiд їхнiх розмiрiв?
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