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Ó ñòàòòi ïðåäñòàâëåíi íîâi ðåçóëüòàòè ïðî ìîäàëüíi ãðóïè, ÿêi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

äëÿ äîñëiäæåííÿ ìîäàëüíèõ ãðóï òà ãðóï ç iíøèõ êëàñiâ.

T. Savochkina, I. Melnyk, Structural properties of modal groups and varieties, I, Math. Bull. Shev-

chenko Sci. Soc. 10 (2013), 45–50.

In the paper we present our new results of the modal groups, which are useful for exploration of

modal groups and groups from other classes.

Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ Ð. Áåðà i Î. Îðå â êiíöi 30-õ ðîêiâ ÕÕ-ãî ñòîëiòòÿ çàïî÷àòêóâàëè ðîçâè-

òîê îäíîãî iç âàæëèâèõ íàïðÿìêiâ òåîði¨ ãðóï: áóäîâà ãðóï ç îáìåæåííÿì íà ñòðóêòóðó

(ãðàòêó) ïiäãðóï. Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ Ì. Ñóäçóêi, Ã. Áiðêãîôà, Ñ.Ì. ×åðíiêîâà (òà

éîãî ó÷íiâ) çðîáèëè áiëüø çðîçóìiëèì çâ'ÿçîê ìiæ áóäîâîþ ãðóïè G i áóäîâîþ ¨¨ ãðà-

òêè ïiäãðóï L(G) ([1]�[3]). Òàê, íàïðèêëàä, âiëüíi ãðóïè i äåÿêi òèïè àáåëåâèõ ãðóï

îõàðàêòåðèçîâàíî ãðàòêîþ ¨õ ïiäãðóï. Ç iíøîãî áîêó, âiäîìî [1], ùî ó áiëüøîñòi âèïàä-

êiâ ãðóïà íå âèçíà÷à¹òüñÿ ñòðóêòóðîþ ñâî¨õ ïiäãðóï. Êëàñè÷íèì ðåçóëüòàòîì ó öüîìó

íàïðÿìêó ¹ õàðàêòåðèçàöiÿ ñêií÷åííèõ ðîçâ'ÿçíèõ ãðóï i ñêií÷åííèõ p-ãðóï, çíàéäåíà

Ì.Ñóäçóêi ó òåîðåìàõ 14 i 23 ç [1].

Îñîáëèâèé iíòåðåñ äëÿ âèâ÷åííÿ ìàþòü òàêi ãðóïè G, ó ÿêèõ ãðàòêà ïiäãðóï L(G)

íàëåæèòü ôiêñîâàíîìó ìíîãîâèäó ãðàòîê α. Êëàñ óñiõ òàêèõ ãðóï ïîçíà÷èìî ÷åðåç α(G).
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Ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ ìîäóëÿðíèõ ãðóï (ìíîãîâèä α = M) i äèñòðèáóòèâ-

íèõ ãðóï (ìíîãîâèä α = D) âèêëàäåíî ó ìîíîãðàôi¨ [1].

Ó ðîáîòi [4] äîñëiäæóâàâñÿ ìíîãîâèä ãðàòîê Un, òîáòî òàêèõ ãðàòîê L, íà ÿêèõ

iñòèííà íåðiâíiñòü

T
⋂
(
⋂
i,j(Ai + Aj)) ≤

∑n
k=1(T

⋂
Ak) (1)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ T,Ai ∈ L, äå i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, n ≥ 2.

Çàöiêàâëåíiñòü äî öüîãî ìíîãîâèäó Un âèíèêëà ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ïåðåòèí U3 ∩M

ïîêðèâà¹ ìíîãîâèä äèñòðèáóòèâíèõ ãðàòîê.

Ìîäàëüíi ãðóïè ïàðàìåòðà n, òîáòî ãðóïè G, äëÿ ÿêèõ ãðàòêà ïiäãðóï L(G) ∈ Un,

âïåðøå äîñëiäæóâàëèñÿ îäíèì iç àâòîðiâ ùå ó 1981 ðîöi ([5], [6]). Íàçðiëà íåîáõiäíiñòü

îïóáëiêóâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ öèõ äîñëiäæåíü, à òàêîæ íèçêè íîâèõ ôàêòiâ ïðî

ìîäàëüíi ãðóïè, îòðèìàíèõ àâòîðàìè. Ó äàíié ðîáîòi:

1) îáãðóíòîâàíî îñíîâíi òâåðäæåííÿ ïðî áóäîâó ìîäàëüíèõ ãðóï ïàðàìåòðà n = 3, 4;

2) âñòàíîâëåíî íèçêó íîâèõ ôàêòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ ñòðóêòóðè ìîäàëüíèõ ãðóï ïà-

ðàìåòðà n = 5;

3) íàâåäåíî îïèñ äåÿêèõ ìíîãîâèäiâ ìîäàëüíèõ ãðóï, i ¨õ ãðàòîê ïiäìíîãîâèäiâ.

Çàóâàæåííÿ. à) Äëÿ äîâiëüíî¨ àáñòðàêòíî¨ ãðàòêè L i åëåìåíòiâ x, y ∈ L ïîçíà÷èìî:

x ∩ y = inf{x, y} òà x + y = sup{x, y}. ßêùî L(G) � ãðàòêà ïiäãðóï ãðóïè G, òî äëÿ

åëåìåíòiâ A,B ∈ L(G) ìà¹ìî: A ∩ B � ïåðåòèí ïiäãðóï; A + B � íàéìåíøà ïiäãðóïà iç

G, ÿêà ìiñòèòü ó ñîái ïiäãðóïè A i B.

á) Óñi íåîçíà÷åíi â ñòàòòi ïîíÿòòÿ i ïîçíà÷åííÿ ìîæíà çíàéòè â [7]�[9].

1. Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ìîäàëüíèõ ãðóï

Ñèñòåìà ïiäãðóï
∑

= {A1, . . . , An} ãðóïèG íàçèâà¹òüñÿ ìîäàëüíîþ, ÿêùî äëÿ óñÿêî¨

ïiäãðóïè T iç G iñòèííà íåðiâíiñòü (1).

ßê âiäîìî ([9]), ïîðÿäêîì åëåìåíòà c ∈ G, ñòîñîâíî ïiäãðóïè D ≤ G, íàçèâà¹òüñÿ

òàêå íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî l = lD, äëÿ ÿêîãî åëåìåíò cl ∈ D. ßêùî òàêîãî ÷èñëà
íå iñíó¹, òî ïîêëàäåìî l = 0. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì âiäïîâiäíîãî òâåðäæåííÿ

äëÿ äèñòðèáóòèâíèõ ïàð ïiäãðóï [1, ñòîð. 17].

Ïîêëàäåìî:

M =
⋂
i 6=j

(Ai + Aj); A =
n⋃
k=1

Ak; K = T ∩ A1 + · · ·+ T ∩ An.

Íåõàé li = li(t) � ïîðÿäîê åëåìåíòà t ∈M \ A âiäíîñíî ïiäãðóïè Ai.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ïiäãðóï
∑

áóëà ìîäàëüíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà t ∈ M \ A ïîðÿäêè l1, . . . , ln áóëè âçà¹ìíî ïðîñòi i õî÷à á

äâà ÷èñëà iç íèõ âiäìiííi âiä íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî
∑

= {A1, . . . , An} � ìîäàëüíà ñèñòåìà ïiäãðóï ãðóïè G.

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò t ∈M\A. Iç íåðiâíîñòi (1) âèïëèâà¹, ùî T = 〈t〉 = T∩A1+...+T∩An,
äå ó ïðàâié ÷àñòèíi õî÷ áè äâà äîäàíêè âiäìiííi âiä îäèíè÷íî¨ ïiäãðóïè. Íåõàé li �
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ïîðÿäîê åëåìåíòà t ñòîñîâíî ïiäãðóïè Ai. Çðîçóìiëî, ùî T ∩ Ai = 〈ai〉, äå ai = tli .

Îòæå, ìà¹ìî ðiâíiñòü t = ar1 · ar2 · · · arn = tν , äå ν = l1 · r1 + l2 · r2 + · · · + ln · rn. Çâiäñè
âèïëèâà¹ êîíãðóåíöiÿ l1 · r1 + l2 · r2 + · · · + ln · rn ≡ 1 (mod m), ÿêùî m = |t| < ∞ i

l1 · r1 + l2 · r2 + · · · + ln · rn = 1, ÿêùî |t| = ∞. Äëÿ êîæíîãî iç öèõ âèïàäêiâ ìà¹ìî

(l1, l2, . . . , ln) = 1, òîáòî ÷èñëà li âçà¹ìíî ïðîñòi.

Äîâåäåìî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïiäãðóïó T ≤ M i ïîêàæåìî,

ùî T ≤ K. Íåõàé åëåìåíò t ∈ M \ A i li � ïîðÿäîê t âiäíîñíî ïiäãðóïè Ai. Çà óìîâîþ

(l1, l2, . . . , ln) = 1, à òîìó çíàéäóòüñÿ òàêi öiëi ÷èñëà z1, z2, . . . , zn, ùî z1 · l1 + z2 · l2 +
· · ·+ zn · ln = 1. Äàëi ìà¹ìî: t = tz1·l1+z2·l2+···+zn·ln ∈ K. Îñêiëüêè âêëþ÷åííÿ T ∩M ≤ K

iñòèííå äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäãðóïè T ≤M , òî âîíî ¹ ñïðàâåäëèâèì i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäãðóïè

T ≤ G.

Íàñëiäîê 1.2. Ïðèìàðíà ãðóïà G ìîäàëüíà, ïàðàìåòðà n ≥ 2, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ ïiäãðóï A1, . . . , An iç G âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ⋂
i,j

(Ai + Aj) ⊆
n⋃
k=1

Ak, i 6= j.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò t ∈M i ïðèïóñòèìî, ùî t /∈ A =
⋃n
k=1Ak. Çà

óìîâîþ |t| = pm, äå p � ïðîñòå ÷èñëî. Çà òåîðåìîþ 2.1 ïîðÿäêè li åëåìåíòà t âiäíîñíî

ïiäãðóï Ai (âiäïîâiäíî), çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: õî÷à á äâà ÷èñëà iç li âiäìiííi âiä íóëÿ

i (l1, l2, . . . , ln) = 1. Ç iíøîãî áîêó, î÷åâèäíî, li
... p, äëÿ i = 1, n. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Îòæå, âñòàíîâëåíî, ùî ïiäãðóïà M ⊆ A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An.
Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü óìîâè M ⊆ A. Îòæå, äëÿ ãðóïè G ìà¹ìî âêàçàíå âêëþ-

÷åííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäãðóïè T ≤ G ìà¹ìî:

T ∩M ⊆ T ∩ A =
n⋃
i=1

(T ∩ Ai) ⊆ T ∩ A1 + · · ·+ T ∩ An.

Îòæå, ãðóïà G ìîäàëüíà ïàðàìåòðà n.

Íàñëiäîê 1.3 (òåîðåìà 19.2.1, [8]). Äëÿ äîâiëüíî¨ äèñòðèáóòèâíî¨ ïðèìàðíî¨ ãðóïè G

ãðàòêà ïiäãðóï L(G) ¹ ëàíöþãîì.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì, ãðóïà G äèñòðèáóòèâíà [8], ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäãðóï

T,A,B iç G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü T ∩ (A+B) = T ∩A+ T ∩B. Îñêiëüêè G 2-ìîäàëüíà

p-ãðóïà, òî çà ïîïåðåäíiì ìà¹ìî ðiâíiñòü A + B = A ∪ B. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A ≤ B

àáî B ≤ A. Îòæå, âñòàíîâëåíî, ùî ãðàòêà L(G) � ëàíöþã.

Çàóâàæåííÿ. à) Ñèñòåìà ïiäãðóï {Hi}i∈I ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ çàëåæíîþ (âiäíîñíî

⊆), ÿêùî iñíóþòü òàêi äâi ïiäãðóïè Hi, Hj (i 6= j), ùî Hi ⊆ Hj. Ó ñóïðîòèâíîìó

âèïàäêó ñèñòåìà Hi íàçèâà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ. Çãiäíî [1], ñèñòåìà ïiäãðóï {Hi} íàçè-
âà¹òüñÿ ìîäóëÿðíîþ, ÿêùî óñÿêà òðiéêà ¨¨ åëåìåíòiâ çàäîâîëüíÿ¹ ìîäóëÿðíèé çàêîí:

x ∩ (x ∩ y + z) = x ∩ y + x ∩ z.
á) Äëÿ óñÿêî¨ çàëåæíî¨ ìîäóëÿðíî¨ ñèñòåìè

∑
1 = {T,A1, . . . , An} ïiäãðóï ãðóïè G

âèêîíó¹òüñÿ ìîäàëüíèé çàêîí (1). Äiéñíî, ÿêùî ïiäñèñòåìà {Ai} çàëåæíà, òî, î÷åâèäíî,
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1 çàäîâîëüíÿ¹ ìîäàëüíèé çàêîí (1). Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñèñòåìà {Ai} íåçàëåæíà.

ßêùî ïiäãðóïà T ≤ Aj, äëÿ äåÿêîãî iíäåêñà j, òî T ∩ M ≤ T ≤ T + K1 = K i âñå

âñòàíîâëåíî. Íåõàé ïiäãðóïà T ≥ Aj, òîäi T ∩M ⊆ T ∩ (Al+Aj) = T ∩Al+T ∩Aj ≤ K.

Îòæå, äëÿ ñèñòåìè ïiäãðóï
∑

1 âèêîíó¹òüñÿ çàêîí (1).

â) Íåõàé B1, B2, . . . , Bk � ïiäãðóïè ãðóïè G i G = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bk, k ≥ 3. ßêùî

ïiäãðóïà Bk íå ìiñòèòüñÿ â îá'¹äíàííi B1 ∪ · · · ∪ Bk−1, òîäi B1 ∩ B2 ∩ · · · ∩ Bk−1 =

B1∩B2∩· · ·∩Bk. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî åëåìåíò h ∈ Bk\B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk−1 i ïðèïóñòèìî,

ùî iñíó¹ åëåìåíò z ∈ B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk−1 \ Bk. Çðîçóìiëî, ùî h · z /∈ Bk i h · z /∈
B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bk−1. Çà óìîâîþ G = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bk, à òîìó îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Òàêèì ÷èíîì, B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk−1 = B1 ∩B2 ∩ · · · ∩Bk.

ã) Êëàñ Mn óñiõ ìîäàëüíèõ ãðóï (ïàðàìåòðà n) çàìêíåíèé âiäíîñíî ïiäãðóï i ãîìî-

ìîðôíèõ îáðàçiâ.

2. Õàðàêòåðèñòèêà ìîäàëüíèõ ãðóï ïàðàìåòðà n = 3

Çà îçíà÷åííÿì ãðóïà G ìîäàëüíà ïàðàìåòðà n = 3 (íàäàëi ïðîñòî 3-ìîäàëüíà), ÿêùî

äëÿ äîâiëüíèõ ïiäãðóï T,A,B,C ãðóïè G iñòèííà íåðiâíiñòü:

T ∩ (A+B) ∩ (A+ C) ∩ (B + C) ≤ T ∩ A+ T ∩B + T ∩ C

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ïîâíèé îïèñ 3-ìîäàëüíèõ ãðóï.

Òåîðåìà 2.1. Ãðóïà G 3-ìîäàëüíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íàëåæèòü äî îäíîãî iç

íàñòóïíèõ òèïiâ ãðóï:

1) G � ëîêàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà;

2) G � ãðóïà êâàòåðíiîíiâ àáî íåöèêëi÷íà ãðóïà 4-ãî ïîðÿäêó;

3) G = A × B, äå A � ëîêàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ ìà¹ íåïàðíèé

ïîðÿäîê, à B � ãðóïà òèïó 2).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó 3-ìîäàëüíó ãðóïó G. Äëÿ åëåìåíòiâ a, b ∈ G âèçíà-

÷à¹ìî ïiäãðóïè: A = 〈a〉, B = 〈b〉, C = 〈b · a〉, T = 〈b · a · b−1〉 i íåõàé åëåìåíò

t = b · a · b−1 /∈ A. Î÷åâèäíî, ùî t ∈ (A + B) ∩ (A + C) ∩ (B + C) i t /∈ A ∪ B ∪ C.
Çà óìîâîþ ìîäàëüíîñòi ãðóïè G ìà¹ìî ðiâíiñòü T = T ∩ A + T ∩ B + T ∩ C, îñêiëüêè
A+ B = A+ C = B + C = 〈a, b〉 ≥ T . Çà òåîðåìîþ 2.1, çíàéäóòüñÿ ÷èñëà lA, lB, lC òàêi,

ùî tlA ∈ A, tlB ∈ B, tlC ∈ C i (lA, lB, lC) = 1. Òîäi lA · x + lB · y + lC · z = 1 äëÿ äåÿêèõ

öiëèõ ÷èñåë x, y, z. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî t = b ·a ·b−1 = (b ·ar ·b−1) · (b ·as ·b−1) · (b ·am ·b−1),
äå r = lA · x, s = lB · y,m = lC · z. Î÷åâèäíî, b · ar · b−1 = tr ∈ A, b · as · b−1 ∈ A,

b · as · b−1 ∈ A. Äàëi, iç ðiâíîñòi b · am · b−1 = (b · a)γ ìà¹ìî am = (a · b)γ = (b · a)γ ∈ A.
Îòæå, t = b · a · b−1 ∈ A, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òàêèì ÷èíîì, íàøå ïðèïóùåííÿ, ùî

t = b · a · b−1 /∈ A, íåâiðíå. Îòæå, âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G

ìà¹ìî b · a · b−1 ∈ A = 〈a〉. Îòæå, âñòàíîâëåíî, ùî 3-ìîäàëüíà ãðóïà G ¹ àáî àáåëåâîþ,

àáî ãðóïîþ Ãàìiëüòîíà.

Íåõàé åëåìåíòè a, t ∈ G i |a| = ∞, t 6= 1, |t| < ∞. Îñêiëüêè óñÿêà ãàìiëüòîíîâà

ãðóïà ïåðiîäè÷íà, òî G íåîáõiäíî àáåëåâà ãðóïà. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïè: T = 〈t〉, A = 〈a〉,
B = 〈t · a〉, C = 〈t · a2〉. Iç óìîâè ìîäàëüíîñòi ãðóïè G âèïëèâà¹ ðiâíiñòü T = T ∩ A +
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T ∩ B + T ∩ C. Âðàõîâóþ÷è, ùî a, t · a, t · a2 � åëåìåíòè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ìà¹ìî

T ∩ A = T ∩ B = T ∩ C = {1} = T , ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi t 6= 1. Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî,

ùî óñÿêà 3-ìîäàëüíà ãðóïà G àáî ïåðiîäè÷íà ãðóïà, àáî ãðóïà áåç ñêðóòó.

Íåõàé G � 3-ìîäàëüíà ãðóïà áåç ñêðóòó. Çà âñòàíîâëåíèì âîíà àáåëåâà. Ïîêàæåìî,

ùî G � ëîêàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà. Íåõàé x, y � äîâiëüíi åëåìåíòè âiäìiííi âiä 1 iç G.

Ïðèïóñòèìî, ùî 〈x〉 ∩ 〈y〉 = {1}. Äëÿ ïiäãðóï T = 〈x〉, A = 〈y〉, B = 〈x · y〉, C = 〈x · y2〉
ìà¹ìî ðiâíiñòü C = C ∩ A + C ∩ B + C ∩ T . Òàê ÿê T ∩ A = {1}, òî C ∩ A = C ∩ B =

C∩T = {1}, à òîìó x ·y2 = 1, ùî íåìîæëèâî. Îòæå, îáîâ'ÿçêîâî 〈x〉∩〈y〉 6= {1}. Äàëi, G
� àáåëåâà ãðóïà, à òîìó ÿêùî åëåìåíòè x, y íå ïîðîäæóþòü öèêëi÷íó ïiäãðóïó, òî âîíè

ïîðîäæóþòü ïðÿìèé äîáóòîê äâîõ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï, ùî çà âñòàíîâëåíèì íåìîæëèâî.

Òàêèì ÷èíîì, 3-ìîäàëüíà ãðóïà G áåç ñêðóòó � ëîêàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó àáåëåâèõ ïåðiîäè÷íèõ 3-ìîäàëüíèõ ãðóï. Ó öüîìó âè-

ïàäêó ãðóïà G ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ñâî¨õ ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï Gp (òîáòî ïðèìàðíèõ êîì-

ïîíåíò çà ðiçíèìè ïðîñòèìè ÷èñëàìè p). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðàòêà ïiäãðóï L(G) içî-

ìîðôíà ïðÿìîìó äîáóòêó ãðàòîê L(Gp). Îòæå, ãðóïà G 3-ìîäàëüíà òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè 3-ìîäàëüíèìè ¹ âñi ¨¨ ñèëîâñüêi ïiäãðóïè Gp. Îòæå, ñòðóêòóðíà òåîðiÿ âèïàäêó

3-ìîäàëüíèõ àáåëåâèõ ïåðiîäè÷íèõ ãðóï çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 3-ìîäàëüíèõ àáåëåâèõ

p-ãðóï.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó 3-ìîäàëüíó àáåëåâó p-ãðóïó G. Çà íàñëiäêîì 1, äëÿ ïiäãðóï

A,B,C iç G ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ (A+B) ∩ (A+ C) ∩ (B + C) ≤ A ∪B ∪ C.
Ïðèïóñòèìî, ùî G � ñêií÷åííà íåöèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó pm. ×åðåç σ(G) ïîçíà÷èìî

êiëüêiñòü äóàëüíèõ àòîìiâ ãðàòêè L(G). Î÷åâèäíî, σ(G) > 2. Ïîêàæåìî, ùî σ(G) = 3.

Íåõàé σ(G) > 3 i A,B,C,D � ìàêñèìàëüíi (ðiçíi) ïiäãðóïè ãðóïè G. Ìà¹ìî ðiâíiñòü:

A∪B∪C = G, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A∩B = A∩C = B∩C = H. Àíàëîãi÷íî, G = A∪B∪D
i A∩B = A∩D = B∩D, à òîìó äëÿM = A∪B ìà¹ìî:M ∪C =M ∪D,M ∩C =M ∩D.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî C = D, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òàêèì ÷èíîì, îáîâ'ÿçêîâî σ(G) = 3.

Îñêiëüêè ãðàòêà L(G) ìîäóëÿðíà, òî ïiäãðóïè A,B,C ïîêðèâàþòü ïiäãðóïó H. Ðîç-

ãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè σ(A) = σ(B) = σ(C) = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà G ìiñòèòü

¹äèíó ïiäãðóïó ïîðÿäêó |H|. ßêùî |H| = p, òî ãðóïà G ¹ ãðóïîþ êâàòåðíiîíiâ àáî öè-

êëi÷íîþ, ùî çà óìîâîþ íåìîæëèâî. Ó âèïàäêó |H| = pk, k > 1, ãðóïà G öèêëi÷íà, ùî

ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òàêèì ÷èíîì, |H| = {1}, à òîìó G � íåöèêëi÷íà ãðóïà 4-ãî ïîðÿäêó.

Î÷åâèäíî σ(A) 6= 2, σ(B) 6= 2, σ(C) 6= 2. Ïðèïóñòèìî σ(C) = 3 i íåõàé H,M,N

� ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè C. Âðàõîâóþ÷è, ùî H ∩ M = H ∩ N = M ∩ N = K

i N ∩ A = N ∩ H = N ∩ B, ìà¹ìî ðiâíîñòi N = N ∩ (A + B) ∩ (A +M) ∩ (B +M),

K = N ∩ A + N ∩ B + N ∩M . Îñêiëüêè ïiäãðóïà N íå ìiñòèòüñÿ â K, òî îòðèìàëè

ñóïåðå÷íiñòü ç óìîâîþ ìîäàëüíîñòi ãðóïè G.

Iç âñòàíîâëåíîãî âèïëèâà¹, ùî îáîâ'ÿçêîâî σ(A) = σ(B) = σ(C) = 1.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè G � íåñêií÷åííà àáåëåâà 3-ìîäàëüíà p-ãðóïà. Óñÿêà

ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ïiäãðóïà M 6= {1} ñêií÷åííà. Çà âñòàíîâëåíèì, M àáî öèêëi÷íà,

àáî íåöèêëi÷íà 4-ãî ïîðÿäêó ãðóïà. Iñíó¹ òàêà ïiäãðóïà F ≤ G, ùî |M | < |F | < ∞.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïiäãðóïà M � öèêëi÷íà, îñêiëüêè |F | > 4. Îòæå, âñòàíîâëåíî, ùî

G � ëîêàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà.

Íàêiíåöü, ðîçãëÿíåìî 3-ìîäàëüíó ãàìiëüòîíîâó ãðóïó G. Âiäîìî [9], ùî G = Q ×
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B×T , äå Q � ãðóïà êâàòåðíiîíiâ, B � àáåëåâà ãðóïà, óñÿêèé åëåìåíò ÿêî¨ ìà¹ íåïàðíèé

ïîðÿäîê, T � åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà (ïîêàçíèêà 2).

Iç ìîäàëüíîñòi ãðóïè G âèïëèâà¹ ìîäàëüíiñòü ïiäãðóï B i T . Çà ïîïåðåäíiì B �

ëîêàëüíî öèêëi÷íà ïiäãðóïà, à T � àáî ãðóïà 2-ãî ïîðÿäêó àáî íåöèêëi÷íà ãðóïà 4-ãî

ïîðÿäêó. Âðàõîâóþ÷è, ùî Q× T íåìîäàëüíà ãðóïà, ìà¹ìî G ∼= Q×B

Íàñëiäîê 2.2. à) Óñÿêà 3-ìîäàëüíà ãðóïà àáî ïåðiîäè÷íà, àáî ãðóïà áåç ñêðóòó.

á) 3-ìîäàëüíà ãðóïà áåç ñêðóòó ëîêàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà.

â) Óñÿêà 3-ìîäàëüíà ãðóïà àáåëåâà àáî ãðóïà Ãàìiëüòîíà.

Âiäìiòèìî, ùî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü äîïîâiäàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ êîíôå-

ðåíöiÿõ [10], [11].

Íà çàâåðøåííÿ ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíi òðè ïðîáëåìè, ùî ñòîñóþòüñÿ òåìàòèêè äî-

ñëiäæåííÿ:

Ïðîáëåìà 1. Çíàéòè äiàãðàìíó õàðàêòåðèñòèêó ìîäàëüíèõ ãðàòîê.

Ïðîáëåìà 2. Äîâåñòè, ùî íà âñÿêié ìîäàëüíié ãðóïi G (ïàðàìåòðà n ≤ 4) iñòèííà

òîòîæíiñòü [x2, y2] = 1.

Ïðîáëåìà 3. Äîâåñòè, ùî íà âiëüíié ìîäóëÿðíié ãðàòöi FM(3) âèêîíó¹òüñÿ ìîäàëüíèé

çàêîí (äëÿ n = 4).
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