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Âñòóï

Iäåÿ, ùî ðîçâ'ÿçîê áóäü-ÿêî¨ êîðåêòíî ïîñòàâëåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
ïåâíîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
(ÄÐ×Ï) çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ïåâíîãî ðîçâ'ÿçêó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó
(âiäîìîãî ÿê ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê) ¹ îäíi¹þ iç íàéáiëüø âàæëèâèõ
i ïðîäóêòèâíèõ ó êëàñè÷íié ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Ïîòóæíèì òà äîáðå ðîç-
ðîáëåíèì ìåòîäîì ïîáóäîâè òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâî-
ðåíü. Íà æàëü, öåé ìåòîä ¹ åôåêòèâíèì ëèøå äëÿ ëiíiéíèõ ÄÐ×Ï çi ñòàëèìè
(àáî, ïðèíàéìi, àíàëiòè÷íèìè) êîåôiöi¹íòàìè. Áiëüøå òîãî, â äåÿêèõ âèïàä-
êàõ äîñèòü âàæêî äîñëiäèòè ÿêiñíi âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ, îñêiëüêè îñòàííi íå ìîæóòü áóòè âèïèñàíi ó ÿâíîìó âèãëÿäi, à òiëü-
êè çà äîïîìîãîþ îáåðíåíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Ñàìå òîìó ðîçâèòîê
áiëüø ïðÿìèõ ìåòîäiâ äëÿ ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ âàæëèâîþ
ïðîáëåìîþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, îñîáëèâî ó âèïàäêó ðiâíÿíü çi
çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îäíèì iç òàêèõ ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ¹ êëàñè÷íèé ìåòîä
Ëi äîñëiäæåííÿ ãðóïîâèõ âëàñòèâîñòåé ÄÐ×Ï.

Ãðóïîâèé àíàëiç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � öå ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ, ùî
çàéìà¹òüñÿ âèâ÷åííÿì ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Âèòîêè ãðóïîâîãî àíàëiçó çíàõîäÿòüñÿ ó ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîáîòàõ Ñ. Ëi òà
éîãî ó÷íiâ [1, 2]. Ñàìå Ëi ñòâîðèâ òà ïåðøèì âèêîðèñòàâ ìåõàíiçìè òåîðåòèêî-
ãðóïîâî¨ ðåäóêöi¨, êîëè ðîçâ'ÿçîê äîñëiäæóâàíîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi ñïåöiàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè (àíçàöà), ÿêà çâîäèòü çàäàíå ðiâíÿííÿ äî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîðåòèêî-ãðóïîâèõ ìåòîäiâ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ïåðåäîâñiì, ïîâ'ÿçàíèé ç ïðàöÿìè òàêèõ ìàòåìàòèêiâ ÿê Ã. Áiðê-
ãîô [3], Ë.I. Ñ¹äîâ [4], À. Ìîðãàí [5], Ë.Â. Îâñÿííiêîâ [6], Í.Õ. Iáðàãiìîâ
[7, 8], Â.I. Ôóùè÷ [9, 10, 11] òà äåÿêèõ iíøèõ. Íà ñüîãîäíiøíié äåíü âèâ÷åíi
ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi áàãàòüîõ âiäîìèõ ðiâíÿíü ìåõàíiêè, ãàçîâî¨ äèíàìi-
êè, êâàíòîâî¨ ôiçèêè òîùî. �ðóíòîâíèé îãëÿä ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ ñèìå-
òðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ðÿäó ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ìîæíà çíàéòè ó ìîíîãðàôiÿõ [6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14].

Äîáðå âiäîìî, ùî ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ ÄÐ×Ï çàçâè÷àé ¹
iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü, ÿêi äîïóñêàþòüñÿ âèõiäíèì ðiâíÿííÿì
[8, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]. Çîêðåìà, òàêîþ âëàñòèâiñòþ âîëîäiþòü
ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ÿê
ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ
òîùî (äèâ., íàïðèêëàä, [16]). À öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ëiíiéíå ÄÐ×Ï (îñîáëèâî
ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè) âîëîäi¹ íåòðèâiàëüíèìè ñèìå-
òðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè, òî äëÿ ïîáóäîâè éîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåòèêî-ãðóïîâi ìåòîäè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ðîáîòè ¹ ëiíiéíå (2+1)-âèìiðíå ðiâíÿííÿ

ut − uxx + xuy = 0, (1)
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äå u = u(t, x, y), ut = ∂u
∂t , uy = ∂u

∂y , uxx = ∂2u
∂x2

. Öå ðiâíÿííÿ ¹ íàéïðîñòiøèì
ïðåäñòàâíèêîì øèðîêîãî êëàñó ëiíiéíèõ ÄÐ×Ï

ut − (k(t, x, y)u)xx + (g(t, x, y)u)x + xuy = 0 (2)

ó âèïàäêó k = 1, g = 0. Ðiâíÿííÿ (2) áóëî çàïðîïîíîâàíî À.Ì. Êîëìîãîðî-
âèì ó 1934 ð. äëÿ îïèñó áðîóíiâñüêîãî ðóõó ÷àñòèíêè [24]. Ó öié æå ðîáîòi
À.Ì. Êîëìîãîðîâ ïîáóäóâàâ ó ÿâíîìó âèãëÿäi ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (2) ó âèïàäêó ñòàëèõ ôóíêöié k = k(t, x, y) òà g = g(t, x, y), ÿêèé
äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

u =

√
3

2π
· θ(t−t0)

(t−t0)2
exp

[
−(x−x0)2

4(t−t0)
− 3

(t−t0)3
(
y − y0 − (t−t0)

x+x0
2

)2]
, (3)

äå θ � ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà.
Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ (1) (ÿêå ó ëiòåðàòóði äiñòàëî íàçâó ëiíiéíîãî ðiâíÿí-

íÿ Êîëìîãîðîâà) ìåòîäàìè ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áóëî
ðîçïî÷àòî íåùîäàâíî ó ðîáîòi [25], äå áóëî çíàéäåíî ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ií-
âàðiàíòíîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ, îïåðàòîðè ÿêî¨ áóëè çàñòîñîâàíi äëÿ ñèìåòðiéíî¨
ðåäóêöi¨, ðîçäiëåííÿ çìiííèõ, òà ïîáóäîâè òî÷íèõ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó öié ðîáîòi ìè ïðîäîâæó¹ìî âèâ÷åííÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ëiíiéíî-
ãî ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà (1). Ìåòîþ ðîáîòè ¹ çíàéòè àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi
ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1), à òàêîæ ïîáóäóâàòè ôóíäàìåí-
òàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3) íà îñíîâi âèêîðèñòàííÿ çíàéäåíî¨ àëãåáðè ñèìåòðié.

1. Ñèìåòði¨ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå îäíîðiäíå ÄÐ×Ï p-ãî ïîðÿäêó ç m íåçàëåæíèìè
çìiííèìè

Lu ≡
p∑
|α|=0

Aα(x)Dαu = 0, x ∈ Rm. (4)

Â (4) âèêîðèñòàíi ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ: x = (x1, . . . , xm), α = (α1, . . . , αm) �
ìóëüòèiíäåêñ ç öiëî÷èñëîâèìè íåâiä'¹ìíèìè êîìïîíåíòàìè, |α| = α1+. . .+αm;

Dα ≡
(

∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xm

)αm

;

Aα(x) � äåÿêi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x.
Ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ u(x, x0)

(âçàãàëi êàæó÷è, óçàãàëüíåíà), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

Lu = δ(x− x0), (5)

äå δ(x− x0) � ôóíêöiÿ Äiðàêà â òî÷öi x = x0.
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Ñòàíäàðòíèìè ìåòîäàìè çíàõîäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíié-
íèõ ÄÐ×Ï ¹ ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü (îñîáëèâî ó âèïàäêó ðiâíÿíü çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè), ìåòîä ôóíêöi¨ Ãðiíà òîùî [26, 27]. Òóò ìè ðîçãëÿíå-
ìî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ÄÐ×Ï íà îñíîâi âèêîðèñòàííÿ ãðóïè ñèìåòðié öüîãî ðiâíÿííÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåâèðîäæåíà ëîêàëüíà çàìiíà çìiííèõ x, u

x̄i = f i(x, u, a), ū = g(x, u, a), i = 1, . . . ,m, (6)

ÿêà çàëåæèòü âiä íåïåðåðâíîãî ïàðàìåòðó a íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì ñè-

ìåòði¨ ðiâíÿííÿ (4), ÿêùî öå ðiâíÿííÿ íå çìiíþ¹ ñâîãî âèãëÿäó ó íîâèõ çìií-
íèõ x̄ òà ū. Ìíîæèíà G óñiõ òàêèõ ïåðåòâîðåíü óòâîðþ¹ íåïåðåðâíó ãðóïó
(âçàãàëi êàæó÷è, ëîêàëüíó), òîáòî G ìiñòèòü òîòîæí¹ ïåðåòâîðåííÿ

x̄i = xi, ū = u, i = 1, . . . ,m,

à òàêîæ ìiñòèòü êîìïîçèöi¨ áóäü-ÿêèõ äâîõ ïåðåòâîðåíü iç G. Ãðóïà G íàçè-
âà¹òüñÿ ãðóïîþ ñèìåòðié (àáî äîïóñòèìîþ ãðóïîþ) ðiâíÿííÿ (4).

Âiäïîâiäíî äî òåîði¨ Ëi, ïîáóäîâà ãðóïè ñèìåòðié G ðiâíÿííÿ (4) åêâiâà-
ëåíòíà çíàõîäæåííþ ¨¨ iíôíiòåçèìàëüíèõ ïåðåòâîðåíü:

x̄i ≈ xi + a · ξi(x, u), ū ≈ u+ a · η(x, u), i = 1, . . . ,m, (7)

äå xi(x, u) òà η(x, u) � äåÿêi ãëàäêi ôóíêöi¨.
Ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïåðøîãî ïîðÿäêó

X =
m∑
i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
(8)

íàçèâà¹òüñÿ iíôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì ãðóïè G. Îïåðàòîð (8) ùå
íàçèâàþòü îïåðàòîðîì ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (4).

Ãðóïîâi ïåðåòâîðåííÿ (6), ùî âiäïîâiäàþòü iíôiíiòåçèìàëüíèì ïåðåòâîðå-
ííÿì (7) ç îïåðàòîðîì (8) çíàõîäÿòüñÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿì òàê çâàíèõ ðiâíÿíü
Ëi

dx̄i

da
= ξi(x̄, ū),

dū

da
= η(x̄, ū), i = 1, . . . ,m

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x̄i|a=0 = xi, ū|a=0 = u.

Ôóíäàìåíòàëüíå çíà÷åííÿ â ñèìåòðiéíîìó àíàëiçi äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü âiäiãðà¹ ò. çâ. iíôiíiòåçèìàëüíèé êðèòåðié iíâàðiàíòîñòi, ÿêèé ó
âèïàäêó ðiâíÿííÿ (4) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî ùîá iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (8) áóâ îïåðàòî-

ðîì ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (4), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà òàêà ôóíêöiÿ
λ = λ(x), ÿêà á çàäîâîëüíÿëà òîòîæíîñòi

X
p

(Lu) ≡ λ(x) · Lu (9)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u = u(x) ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ðiâíÿííÿ (4).
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Â ðiâíÿííi (9) X
p
� öå ïðîäîâæåííÿ ïîðÿäêó p iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðà-

òîðà (8), ÿêå îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîáðå âiäîìîþ ôîðìóëîþ [6, 11, 12, 14]:

X
p

= X +

p∑
k=1

m∑
i1,...,ik=1

ϕi1··· ik
∂

∂ui1··· ik
,

äå

ϕi1··· ik = Di1 · · · Dik

(
η −

m∑
i=1

ξiui

)
+

m∑
i=1

ξiui1··· iki,

i1, . . . , ik = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , p.

Òóò ÷åðåç Di ïîçíà÷åíî îïåðàòîð ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ xi:

Di =
∂

∂xi
+ ui

∂

∂u
+
∞∑
j=1

m∑
i1,...,ij=1

ui1··· iji
∂

∂ui1··· ij
, i = 1, . . . ,m.

Ó ðîáîòi [28] áóëî ïîêàçàíî, ùî ëiíiéíå îäíîðiäíå ÄÐ×Ï (4) çà äîäàòêîâèõ
óìîâ p ≥ 2 òà m ≥ 2 äîïóñêà¹ îïåðàòîðè ñèìåòði¨ òiëüêè òàêîãî âèãëÿäó

X =
m∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+ (α(x)u+ β(x))

∂

∂u
. (10)

Ìàêñèìàëüíà àëãåáðà Ëi îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ (10) ðiâíÿííÿ (4) ÿê âåêòîð-
íèé ïðîñòið ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäàëãåáð: ïiäàëãåáðè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
îïåðàòîðiâ âèãëÿäó

X =

m∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+ α(x)u

∂

∂u
, (11)

òà íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ïiäàëãåáðè, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ îïåðàòîðàìè

X = β(x)
∂

∂u
, (12)

äå β = β(x) � äîâiëüíèé ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4).
Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîðè (12) ¹ îïåðàòîðàìè ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (5), à òîìó

íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå îïåðàòîðè âèãëÿäó (11).
Êîíñòðóêòèâíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ñèìåòðié âèãëÿäó (11) ëiíiéíèõ

íåîäíîðiäíèõ ÄÐ×Ï ç δ-ôóíêöi¹þ ó ïðàâié ÷àñòèíi áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó
ðîáîòi [15] (äèâ., òàêîæ, [18]). Òàì æå áóëî çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè
iíâàðiàíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü âèãëÿäó (4).

Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè [15] ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.2. Àëãåáðà Ëi îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ âèãëÿäó (11) ðiâíÿííÿ (5) ¹
ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè Ëi îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (4), ÿêà âèäiëÿ¹òüñÿ

òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

ξi(x0) = 0, (13)
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λ(x0) +

m∑
i=1

∂ξi(x0)

∂xi
= 0, (14)

äå i = 1, . . . ,m.

Ñôîðìóëþ¹ìî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíié-
íîãî ÄÐ×Ï íà îñíîâi âèêîðèñòàííÿ éîãî àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi:

1) çíàéòè çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðà ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (4) òà âiäïîâiäíó
éîìó ôóíêöiþ λ(x), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi (9);

2) îòðèìàòè íà îñíîâi óìîâ (13) òà (14) àëãåáðó Ëi îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨
ðiâíÿííÿ (5);

3) ïîáóäóâàòè iíâàðiàíòíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4) çà äîïî-
ìîãîþ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (5).

Çàóâàæåííÿ 1.3. Ñôîðìóëüîâàíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ çà äîïîìîãîþ ñèìåòðié ëiíiéíèõ ÄÐ×Ï ç δ-ôóíêöi¹þ ó ïðàâié
÷àñòèíi ¹ îñîáëèâî åôåêòèâíèì äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, à
òàêîæ äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ó âèïàäêó, êîëè âîíè äîïó-
ñêàþòü äîñòàòíüî øèðîêi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 1.4. Äëÿ çíàõîäæåííÿ óçàãàëüíåíèõ iíâàðiàíòíèõ ôóíäàìåí-
òàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçóâàòè ïðîðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ (öi ðiâíÿí-
íÿ çàïèñóþòüñÿ â iíâàðiàíòàõ âiäïîâiäíèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü) ó êëàñi
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (äèâ., íàïðèêëàä, [17, 18]).

2. Ñèìåòði¨ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà (1)

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä, îïèñàíèé ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ
Êîëìîãîðîâà (1). Ìàêñèìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ áóëà
çíàéäåíà ó ðîáîòi [25] i ãåíåðó¹òüñÿ òàêèìè iíôiíiòåçèìàëüíèìè îïåðàòîðàìè:

X1 = ∂x + t∂y, X2 = 2t∂t + x∂x + 3y∂y − 2u∂u,

X3 = t2∂t + (tx+ 3y)∂x + 3ty∂y − (2t+ x2)u∂u,

X4 = 3t2∂x + t3∂y + 3(y − tx)u∂u, X5 = 2t∂x + t2∂y − xu∂u,
X6 = ∂t, X7 = ∂y, X8 = u∂u, X∞ = β(t, x, y)∂u.

Â îñòàííüîìó îïåðàòîði ôóíêöiÿ β = β(t, x, y) ¹ äîâiëüíèì ãëàäêèì ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ (1).

Ïiä ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1) áóäåìî ðîçóìiòè óçàãàëü-
íåíó ôóíêöiþ u = u(t, x, y, t0, x0, y0), ÿêà çàëåæèòü âiä t0, x0, y0 ÿê âiä ïàðà-
ìåòðiâ i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ut − uxx + xuy = δ(t− t0, x− x0, y − y0), (15)

çà äîäàòêîâî¨ óìîâè u|t<t0 = 0.



68 Ñåðãié Êîâàëåíêî, Iííà Êîïàñü, Âàëåðié Ñòîãíié

Òåîðåìà 2.1. Ðiâíÿííÿ (15) äîïóñêà¹ íåñêií÷åííîâèìiðíó àëãåáðó Ëi îïåðà-

òîðiâ ñèìåòði¨ ç òàêèì áàçèñîì ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ÷àñòèíè:

Y1 = 2(t− t0)∂t + (x− x0)∂x − (x0(t− t0)− 3(y − y0))∂y − 4u∂u,

Y2 = (t2 − t20)∂t + ((tx+ 3y)− (t0x0 + 3y0))∂x + (3(y − y0)t− t0x0(t− t0))∂y−
− (2(t− t0) + x2 − x20)u∂u,

Y3 = 3(t2 − t20)∂x + (t3 − 3t20t+ 2t30)∂y − 3(tx− y − (t0x0 − y0))u∂u,
Y4 = 2(t− t0)∂x + (t− t0)2∂y − (x− x0)u∂u.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðà ñèìåòði¨ ñêií÷åííîâèìið-
íî¨ ÷àñòèíè àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1)

X =
8∑
i=1

aiXi, (16)

àáî ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

X = (2a2t+ a3t
2 + a6)∂t + (a1 + a2x+ a3(tx+ 3y) + 3a4t

2 + 2a5t)∂x+

+ (a1t+ 3a2y + 3a3ty + a4t
3 + a5t

2 + a7)∂y+

+ (−2a2 − a3(2t+ x2) + 3a4(y − tx)− a5x+ a8)u∂u,

äå ai (i = 1, . . . , 8) � äîâiëüíi äiéñíi ñòàëi.
Ïiäñòàâèâøè îïåðàòîð (16) ó ðiâíÿííÿ (9), ó ÿêîìó ñëiä ïîêëàñòè

Lu ≡ ut − uxx + xuy, p = 2, çíàõîäèìî ôóíêöiþ λ = λ(t, x, y), ÿêà âiäïîâiäà¹
öüîìó îïåðàòîðó:

λ(t, x, y) = −4a2 − a3(4t+ x2) + 3a4(y − tx)− a5x+ a8. (17)

Ïiäñòàâèâøè îïåðàòîð (16) òà ôóíêöiþ (17) ó ðiâíÿííÿ (13) òà (14) (äèâ.,
òåîðåìó 1.1) ïðèõîäèìî äî òàêèõ ðiâíîñòåé:

2a2t0 + a3t
2
0 + a6 = 0;

a1 + a2x0 + a3(t0x0 + 3y0) + 3a4t
2
0 + 2a5t0 = 0;

a1t0 + 3a2y0 + 3a3t0y0 + a4t
3
0 + a5t

2
0 + a7 = 0;

2a2 − a3(2t0 − x20) + 3a4(y0 − t0x0)− a5x0 + a8 = 0,

ç ÿêèõ ëåãêî çíàõîäèìî

a1 = −a2x0 − a3(t0x0 + 3y0)− 3a4t
2
0 − 2a5t0;

a6 = −2a2t0 − a3t20;
a7 = a2(t0x0 − 3y0) + a3t

2
0x0 + 2a4t

3
0 + a5t

2
0;

a8 = −2a2 + a3(2t0 − x20)− 3a4(y0 − t0x0) + a5x0.
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Çàìiíèâøè â îïåðàòîði (16) ñòàëi a1, a6, a7, òà a8 çíàéäåíèìè âèðàçàìè òà
ðîçùåïèâøè çà íåçàëåæíèìè ñòàëèìè a2, a3, a4, a5, îòðèìó¹ìî, ùî ñêií÷åííî-
âèìiðíà ÷àñòèíà àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (15) ¹ ÷îòèðèâèìiðíîþ òà
ãåíåðó¹òüñÿ òàêèìè îïåðàòîðàìè:

Y1 = 2(t− t0)∂t + (x− x0)∂x − (x0(t− t0)− 3(y − y0))∂y − 4u∂u,

Y2 = (t2 − t20)∂t + ((tx+ 3y)− (t0x0 + 3y0))∂x + (3(y − y0)t− t0x0(t− t0))∂y−
− (2(t− t0) + x2 − x20)u∂u,

Y3 = 3(t2 − t20)∂x + (t3 − 3t20t+ 2t30)∂y − 3(tx− y − (t0x0 − y0))u∂u,
Y4 = 2(t− t0)∂x + (t− t0)2∂y − (x− x0)u∂u.

Iíâàðiàíòíiñòü ðiâíÿííÿ (15) âiäíîñíî îïåðàòîðiâ âèãëÿäó β(t, x, y)∂u, äå
β(t, x, y) � äîâiëüíèé ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ¹ î÷åâèäíîþ.

Ïîêàæåìî, ÿê ðåçóëüòàòè òåîðåìè 2.1 ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ
ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1). Âèêîðèñòà-
¹ìî äëÿ öüîãî, íàïðèêëàä, äâîâèìiðíó àëãåáðó îïåðàòîðiâ 〈Y1, Y4〉. Êëàñè÷íi
iíâàðiàíòè, ùî âiäïîâiäàþòü öèì îïåðàòîðàì, çíàõîäÿòüñÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿíü

Y1I = 0, Y4I = 0,

äå I = I(t, x, y, u), i ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ó êëàñè÷íîìó ñåíñi. Ïiñëÿ âiäïî-
âiäíèõ îáðàõóíêiâ îòðèìó¹ìî

I1 = (t− t0)2 exp

[
(x− x0)2

4(t− t0)

]
u, I2 =

(t− t0)(x+ x0)− 2(y − y0)
(t− t0)3/2

.

Êëàñè÷íèé iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷à¹òüñÿ iç ðiâíîñòi I1 = ϕ(I2), ç ÿêî¨
îäåðæó¹ìî ïiäñòàíîâêó (àíçàö)

u =
1

(t− t0)2
exp

[
−(x− x0)2

4(t− t0)

]
ϕ(ω), ω = I2, (18)

ÿêà çâîäèòü äîñëiäæóâàíå ðiâíÿííÿ (1) äî òàêîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ

d2ϕ

dω2
+

3

2
ω
dϕ

dω
+

3

2
ϕ = 0.

Âiäîìî, ùî ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ òàêà ôóíêöiÿ [29, C. 159]:

ϕ = C exp

[
−3

4
ω2

]
. (19)

Ïiäñòàâèâøè (19) ó (18) çíàõîäèìî êëàñè÷íèé iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî
âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðàì Y1 òà Y4:

u =
C

(t− t0)2
exp

[
−(x− x0)2

4(t− t0)
− 3

(t− t0)3

(
y − y0 − (t− t0)

x+ x0
2

)2
]
. (20)
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Ïiäñòàíîâêîþ (20) ó ðiâíÿííÿ (15) íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî Lu(t, x, y) =
0, à òîìó ðîçâ'ÿçîê (20) íå äà¹ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ.
Äëÿ ïîáóäîâè ñëàáêîãî iíâàðiàíòíîãî ðîçâ'ÿçêó çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 1 ç
ðîáîòè [30], à ñàìå ñëàáêi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

u =
h(t, x, y)

(t− t0)2
exp

[
−(x− x0)2

4(t− t0)
− 3

(t− t0)3

(
y − y0 − (t− t0)

x+ x0
2

)2
]
,

äå h = h(t, x, y) ∈ D′(R3). Ðiâíÿííÿ Y1u = 0 òà Y4u = 0 äàþòü âiäïîâiäíî:

2(t− t0)ht + (x− x0)hx − (x0(t− t0)− 3(y − y0))hy = 0,

2(t− t0)hx + (t− t0)2hy = 0.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ h(t, x, y) = C1θ(t−t0)+C0 ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì öèõ ðiâíÿíü. Çâiäñè îòðèìó¹ìî

u =
C1θ(t−t0)+C0

(t− t0)2
exp

[
−(x−x0)2

4(t−t0)
− 3

(t−t0)3
(
y − y0 − (t−t0)

x+x0
2

)2]
. (21)

Ïiäñòàíîâêîþ (21) ó ðiâíÿííÿ (15) çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ñòàëî¨ C1 =
√
3

2π .
Îòæå, ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà (1)

u =

√
3

2π θ(t−t0)+C0

(t−t0)2
exp

[
−(x−x0)2

4(t−t0)
− 3

(t−t0)3
(
y − y0 − (t−t0)

x+x0
2

)2]
(22)

ìè çíàéøëè ÿê ñëàáêèé iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî äâîâèìiðíî¨ àëãåáðè
〈Y1, Y4〉 òî÷êîâèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (15). Ó ôîðìóëi (22) ìîæíà ïîêëàñòè
C0 = 0, îñêiëüêè ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî
äîäàâàííÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3) ¹ iíâàðiàíòíèì
âiäíîñíî äâîõ iíøèõ îïåðàòîðiâ Y2 òà Y3 ç àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ
(15). Òèì ñàìèì íàìè äîâåäåíà

Òåîðåìà 2.2. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3) ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êîëìîãî-

ðîâà (1) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ÷îòèðèïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü,

ùî âiäïîâiäà¹ àëãåáði Ëi 〈Y1, . . . , Y4〉 îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (15).

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3) áóâ çíàéäåíèé À.Ì. Êîë-
ìîãîðîâèì [24] áåç çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ñèìåòðiéíîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Ïðîâåäåíi íàìè ìiðêóâàííÿ äàþòü òåîðåòèêî-ãðóïîâå ïiä ðóíòÿ
öüîãî ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ ùå ðàç ïiäòâåðäæóþòü åìïiðè÷íå ñïîñòåðåæåííÿ,
ùî ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ ÄÐ×Ï ñëiä øóêàòè ñåðåä iíâàðiàí-
òíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
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3. Âèñíîâêè

Ó öié ñòàòòi íàìè çà ìåòîäîì Áåðåñòà�Àêñüîíîâà [15, 18] çíàéäåíî àëãåáðó
iíâàðiàíòíîñòi ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðî-
âà (1), îïåðàòîðè ÿêî¨ áóëè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ñëàáêèõ iíâàðiàíòíèõ
ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ. Ïîêàçàíî, ùî ôóíäàìåíòàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê (3) ðiâíÿííÿ (1), çíàéäåíèé À.Ì. Êîëìîãîðîâèì, ¹ ñëàáêèì
iíâàðiàíòíèì ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.
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