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Äëÿ íåëiíiéíî¨ iíâåðñíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà äîñëiäæåíî ñêií÷åííîâèìiðíi ëîêàëüíi ðåäóêöi¨ òèïó Íîâiêîâà�
Áîãîÿâëåíñüêîãî i ¨õ iíòåãðîâíiñòü çà Ëióâiëëåì�Àðíîëüäîì ó êâàä-
ðàòóðàõ.

1. ÂÑÒÓÏ
Îäíi¹þ iç âàæëèâèõ ïðîáëåì òåîði¨ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ
ñèñòåì ¹ ïðîáëåìà ¨õ ðåäóêöi¨ íà ñêií÷åííîâèìiðíi iíâàðiàíòíi ôóíêöiî-
íàëüíi ïiäìíîãîâèäè òà çíàõîäæåííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ. Äîñëiäæåííÿ ó öüîìó
íàïðÿìêó, ùî áåðóòü ïî÷àòîê â îñíîâîïîëîæíèõ ïðàöÿõ Ëi, Ëióâiëëÿ,
Ëàãðàíæà, Ãàìiëüòîíà, Ïóàññîíà òà Êàðòàíà, çà îñòàíí¹ äâàäöÿòèëiòòÿ
øèðîêî ðîçâèíóòi ó ïðàöÿõ [1, 3, 10, 12]. Â îñòàííi ðîêè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
çðîñòàííÿ iíòåðåñó äî ïðîáëåìè ðåäóêöi¨, ùî, çîêðåìà, çóìîâëåíî çà-
ñòîñóâàííÿì òåõíiêè âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòà [6, 11, 12] äî äîñëiäæåííÿ
iíòåãðîâíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì. Âiäçíà÷èìî òàêîæ,
ùî ó ïðàöi [12], âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè òåîði¨ ðåäóêöi¨, ðîçâèíóòî íîâi
ãåîìåòðè÷íi òà îïåðàòîðíi ìåòîäè êâàíòóâàííÿ ïîäiáíèõ ñèñòåì.

Íåõàé íåëiíiéíà åâîëþöiéíà ñèñòåìà ðiâíÿíü çàäàíà ó âèãëÿäi

du/dt = K[u], (1)

äå K : J (k)(Rn;Rm) → T (J (k)(Rn;Rm)) � ãëàäêå çà Ôðåøå íåëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, [u] � òî÷êà òîïîëîãi÷íîãî äæåò-ìíîãîâèäó J (k)(Rn;Rm),
ïîðÿäêó |k|, k ∈ Zn

+, |k| = max
1≤i≤n

ki, ç áàçîþ Rn, i âèçíà÷åíîãî ÿê òîïî-
ëîãi÷íà ñóìà âñåìîæëèâèõ îðáiò âåêòîðíèõ ïîëiâ d/dxj , j = 1, n, t �

ÓÄÊ 547.946, 517.9; MSC 2000: 35Q53
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äiéñíèé åâîëþöiéíèé ïàðàìåòð. Íà îñíîâi âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
îá'¹êòiâ äæåò-àíàëiçó ó ïðàöi [8] âèêëàäåíà çàãàëüíà ñõåìà ñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ ðåäóêöié òà âñòàíîâëåíi îñíîâíi âëàñòèâîñòi öi¹¨ ñõåìè. Çãiäíî ç
öi¹þ ñõåìîþ, ìåòîä ðåäóêöi¨ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) äî ñêií÷åííîâèìiðíî¨
çàäà÷i íà ìíîãîâèäi M ⊂ C∞(Rn;Rm) ïîëÿãà¹ â iñíóâàííi àáî 1) äîäà-
òêîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ du/dτ = α[u], α ∈ T (M), [u] ∈ J (k)(Rn;Rm) íà
ôóíêöiîíàëüíîìó ìíîãîâèäi M ÿê åëåìåíòà äîòè÷íîãî ïðîñòîðó T (M)
äî M, ùî êîìóòó¹ ç (1), àáî 2) ïåâíîãî åëåìåíòà ϕ[u] ∈ T ∗(M), [u] ∈
J (k)(Rn;Rm), k ∈ Z+, òàêîãî, ùî dϕ/dt+K ′∗ϕ = 0, äå t � åâîëþöiéíèé ïà-
ðàìåòð. Ïðè öüîìó çàëèøà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî (1) ïiäìíîãîâèä
Mα := {u ∈ M : α[u] = 0}, ÷è, âiäïîâiäíî, ïiäìíîãîâèä

Mϕ := {u ∈ M : ϕ[u] = 0}. (2)

Ðåçóëüòàòîì òàêî¨ ðåäóêöi¨ ¹ ñèñòåìà çâè÷àéíèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü íà Mα ÷è Mϕ, ÿêà i ñòà¹ îñíîâíèì îá'¹êòîì àíàëiçó òà
äæåðåëîì çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ, õî÷à é ÷àñòêîâèõ, ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ äè-
íàìi÷íî¨ ñèñòåìè (1). Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ðåäóêöi¨
äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (1) çâîäèòüñÿ äî àíàëiçó óìîâ, ùî ãàðàíòóþòü iñíó-
âàííÿ ïiäìíîãîâèäiâ Mα òà Mϕ òà ñïîñîáiâ ¨õ ïîáóäîâè. Íèæ÷å áóäåìî
ðîçãëÿäàòè âèïàäîê ïîáóäîâè iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó ó ôîðìi (2).

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×I
Íåõàé íà ãëàäêîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ìíîãîâèäi M ⊂ C∞(R/2πZ;R3)
çàäàíî iíâåðñíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (inv ÊäÔ)

ut = v
pt = ux + uv
vt = p



 = K[u, p, v], (3)

äå K : M → T (M) � ãëàäêå çà Ôðåøå âåêòîðíå ïîëå, àâòîíîìíå i îäíî-
ðiäíå ñòîñîâíî çìiííèõ (u, p, v)> ∈ M , > � çíàê òðàíñïîíóâàííÿ, ÿê òî-
÷îê äæåò�ìíîãîâèäó J(R1;R3), t ∈ R+ � åâîëþöiéíèé ïàðàìåòð. Ó ðîáî-
òi [13] âñòàíîâëåíà iíòåãðîâíiñòü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (3), à ñàìå, çíàéäåíî
ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ëîêàëüíèõ ôóíêöiîíàëiâ σj [u], j ∈ Z+,
ÿêi äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè âñþ íåñêií÷åííó i¹ðàðõiþ iíâàðiàíòiâ, óçãîä-
æåíó iìïëåêòè÷íó ïàðó íåòåðîâèõ îïåðàòîðiâ òà âiäïîâiäíå çîáðàæåííÿ
òèïó Ëàêñà. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ëîêàëüíî¨ ðåäóêöi¨ äëÿ ñèñòåìè (3), ÿêà ó
áiãàìiëüòîíîâié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä

wt = K = −ϑgradγ1 = −ηgradγ0,
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äå w := (u, p, v)> ∈ M , γ0, γ1 ∈ D(M) � åëåìåíòè íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi iíâîëþòèâíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ γj ∈ D(M), j ∈ Z+. Òóò D(M)
� ïðîñòið ãëàäêèõ çà Ôðåøå ôóíêöiîíàëiâ íà M , ïðè÷îìó

γ0 =
1
3

∫ 2π

0
(p− u2/2)dx,

γ1 =
1
9

∫ 2π

0
(v2/2− up + u3/3)dx,

γ2 =
1
18

∫ 2π

0
(u2p− p2 − u4/4− 2uvx)dx,

γ3 =
∫ 2π

0

( 1
18

u2
x +

1
108

u2v2 +
1

162
u5 +

1
27

u2vx+

+
1
27

up2 − 5
162

u3p− 1
54

v2p +
1
9
pxv

)
dx, . . . ,

(4)

à âiäîáðàæåííÿ ϑ, η : T ∗(M) → T (M) ¹ óçãîäæåíîþ çà Ìàãði [6, 12]
ïàðîþ iìïëåêòè÷íèõ íåòåðîâèõ îïåðàòîðiâ:

ϑ =




0 0 −1
0 ∂ −u
1 u 0


 , η =




0 ∂ − 1
3v −1

3u
∂ + 1

3v 2
3(∂u + u∂) 1

3(p− u2)
1
3u 1

3(u2 − p) −∂


 . (5)

Ïåðåéäåìî äî äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíî�ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâî-
ñòåé çðåäóêîâàíîãî iíâàðiàíòíîãî ïiäìíîãîâèäó

M2 := {(u, p, v)> ∈ M : gradL2 = 0,L2 = −γ2 + c0γ0 + c1γ1}
äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (3).

3. ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÍÀ ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ IÍÂÀÐIÀÍÒÍÎÃÎ
ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÂÈÌIÐÍÎÃÎ ÏIÄÌÍÎÃÎÂÈÄÓ M2 ⊂ M

Íåõàé
L2 =

∫ 2π

0

[
− 1

18
u2p +

1
18

p2 +
u4

72
+

1
9
uvx+

+c0

(
p

3
− u2

6

)
+ c1

(
v2

18
− up

9
+

u3

27

) ]
dx,

àáî â íàñòóïíié åêâiâàëåíòíié ôîðìi

L2 = 18L2 =
∫ 2π

0
[−u2p + p2 + u4/4 + 2uvx+

+c0(6p− 3u2) + c1(v2 − 2up + 2u3/3)] dx,

(6)
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äå c0, c1 ∈ R � äîâiëüíi ñòàëi. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëàêñà [3, 12], iíâàðiàíò-
íèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ôóíêöiîíàëüíèé ìíîãîâèä äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñ-
òåìè (3) çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

M2 := {(u, p, v)> ∈ M : ϕ := gradL2[u, p, v] = 0}.
Îñêiëüêè ëàãðàíæiàí (6) ¹ âèðîäæåíèì, äàíèé âèðàç çàäà¹ äèíàìi÷íó

ñèñòåìó ôàêòè÷íî íà ðåäóêîâàíîìó äæåò-ìíîãîâèäi J(R1;R2) ç êîîðäè-
íàòàìè w(i) := diw

dxi , i ∈ Z+, w := (u, v)>, ÿêà âêëàäà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì
÷èíîì â J(R1;R3). Çãiäíî ç òåîðåìîþ Íîâiêîâà�Áîãîÿâëåíñüêîãî [1, 7],
iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M2 ¹ ñèìïëeêòè÷íèì iç ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóê-
òóðîþ ω(2) = dα(1), äå 1-ôîðìà α(1) ∈ Λ1(J (0)) âèçíà÷à¹òüñÿ [12] çà äîïî-
ìîãîþ òàêîãî çîáðàæåííÿ Ãåëüôàíäà�Äiêîãî äëÿ äèôåðåíöiàëó dL2:

dL2[u, p, v] =< gradL2[u, p, v], (du, dp, dv)> > +dα(1)[u, p, v]/dx. (7)

Òóò ÷åðåç Λ1(J (0)) ïîçíà÷åíî àëãåáðó Ãðàñìàíà äèôåðåíöiàëüíèõ 1-ôîðì
[7, 12] íà äæåò-ìíîãîâèäi J (0)(R2;R3), ïðè÷îìó ñïðàâåäëèâi òàêi ñïiââiä-
íîøåííÿ:

du(i)

dx
= u(i+1),

dp(i)

dx
= p(i+1),

dv(i)

dx
= v(i+1), i ∈ Z+, (8)

L2 =
∫ 2π

0

[
−

(
u(0)

)2
p(0) +

(
p(0)

)2
+

(
u(0)

)4
/4 + 2u(0)v(1) + 6c0p

(0)−

−3c0

(
u(0)

)2
+ c1

(
v(0)

)2
− 2c1u

(0)p(0) + 2c1

(
u(0)

)3
/3

]
dx.

Îá÷èñëèìî äèôåðåíöiàë âiä ëàãðàíæiàíà L2[u, p, v] ç âèðàçó Ãåëüôàíäà�
Äiêîãî (7):

dL2[u, p, v] =
[
− 2u(0)p(0) +

(
u(0)

)3
+ 2v(1) − 6c0u

(0) − 2c1p
(0)+

+2c1

(
u(0)

)2 ]
du(0) +

[
−

(
u(0)

)2
+ 2p(0) − 2c1u

(0) + 6c0

]
dp(0)+

+
[
− 2u(1) + 2c1v

(0)
]
dv(0) + 2

d

dx

(
u(0)dv(0)

)
≡

≡
〈
gradL2[u, p, v], (du(0), dp(0), dv(0))>

〉
+ dα(1)/dx.

ßê ðåçóëüòàò îòðèìó¹ìî, ùî α(1) = 2u(0)dv(0),
(
gradL2[u, p, v]

)
u
=−2u(0)p(0)+

(
u(0)

)3
+2v(1)−6c0u

(0)−2c1p
(0)+2c1

(
u(0)

)2
,
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(
gradL2[u, p, v]

)
p

= −
(
u(0)

)2
+ 2p(0) − 2c1u

(0) + 6c0,

(
gradL2[u, p, v]

)
v

= −2u(1) + 2c1v
(0).

Òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä íà M2 ⊂ M ÿê âiäïîâi-
äíå âêëàäåííÿ ó äæåò-ìíîãîâèä J(R1;R3):

(
gradL2[u, p, v]

)
u

= 0 ⇒
−2u(0)p(0) +

(
u(0)

)3
+ 2v(1) − 6c0u

(0) − 2c1p
(0) + 2c1

(
u(0)

)2
= 0;(

gradL2[u, p, v]
)
p

= 0 ⇒ − (
u(0)

)2
+ 2p(0) − 2c1u

(0) + 6c0 = 0;(
gradL2[u, p, v]

)
v

= 0 ⇒ −2u(1) + 2c1v
(0) = 0.

(9)

Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (8), çàïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ (9) ó òàêié åêâiâà-
ëåíòíié ôîðìi





d

dx
u(0) = c1v

(0),

d

dx
v(0) = u(0)p(0) − 1

2

(
u(0)

)3
+ 3c0u

(0) + c1p
(0) − c1

(
u(0)

)2
,

p(0) =
1
2

(
u(0)

)2
+ c1u

(0) − 3c0.

(10)

Ïiäñòàâëÿþ÷è p(0) iç ñèñòåìè (10) ó äðóãå ðiâíÿííÿ öi¹¨ æ ñèñòåìè, îò-
ðèìà¹ìî 




d

dx
u(0) = c1v

(0),

d

dx
v(0) = −3c0c1 + c2

1u
(0) +

1
2
c1

(
u(0)

)2
.

(11)

Ìè îòðèìàëè äâîâèìiðíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó (11) íà äæåò-ïiäìíîãîâè-
äi J (0)(R1;R2) ⊂ J (0)(R1;R3), òîáòî âåêòîðíå ïîëå d/dx, çàìèêàííÿ îð-
áiò ÿêîãî ¹ ëîêàëüíî äèôåîìîðôíèì äî ôóíêöiîíàëüíîãî äâîâèìiðíîãî
äæåò-ïiäìíîãîâèäó M2. Îñêiëüêè iíâàðiàíòíèé ïiäìíîãîâèä M2 ¹ ñèì-
ïëåêòè÷íèì, òî ìîæíà ââåñòè êàíîíi÷íi (Q,P )�êîîðäèíàòè íà íüîìó,
ïðè÷îìó âiäïîâiäíà ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà íà M2 áóäå ìàòè âèãëÿä

ω(2) = dα(1) = d(2u(0)dv(0)) = d(−2v(0)) ∧ du(0) := dP1 ∧ dQ1, (12)
äå âæèòî ïîçíà÷åííÿ Q1 = u(0), P1 = −2v(0). Îñêiëüêè ñèìïëåêòè÷íà
ñòðóêòóðà çàëåæèòü ëèøå âiä çìiííèõ (u(0), v(0)) ∈ M2, òî ëàãðàíæiàí
L2[w] ìîæíà âèðàçèòè ëèøå ÷åðåç öi çìiííi:

L2[w]
∣∣
p(0)= 1

2(u(0))2
+c1u(0)−3c0

= 2u(0)v(1) − 1
3c1

(
u(0)

)3 − c2
1

(
u(0)

)2
+

+6c0c1u
(0) + c1

(
v(0)

)2 − 9c2
0 = 1

4c1P
2
1 + 2

3c1Q
3
1 + c2

1Q
2
1 − 9c2

0.
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Îñêiëüêè âåêòîðíå ïîëå d/dx ¹ ãàìiëüòîíîâèì [12] âiäíîñíî êàíîíi÷-
íî¨ ñèìïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòóðè (12), òî ìàþòü ìiñöå ðiâíÿííÿ

dQ1

dx
=

∂h(x)

∂P1
,

dP1

dx
= −∂h(x)

∂Q1
, (13)

äå ãàìiëüòîíiàí h(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ç íàñòóïíî¨ òîòîæíîñòi

〈
gradL2[w], wx

〉∣∣
M2 = −dh(x)

dx
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà h(x) ìà¹ âèãëÿä

h(x) = c0

(
3

(
u(0)

)2
− 6p(0)

)
+ c1

(
2u(0)p(0) − 2

3

(
u(0)

)3
−

(
v(0)

)2
)
−

−1
4

(
u(0)

)4
−

(
p(0)

)2
+

(
u(0)

)2
p(0),

àáî â ñèìïëåêòè÷íèõ êîîðäèíàòàõ

h(x) =
1
3
c1Q

3
1 + c2

1Q
2
1 − 6c1c0Q1 − 1

4
c1P

2
1 + 9c2

0.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà (13) íàáóäå òåïåð âèãëÿäó

dQ1

dx
= −1

2
c1P1,

dP1

dx
= −c1 (Q1)

2 − 2c2
1Q1 + 6c1c0. (14)

Ñèñòåìà (14) ìà¹ äâi ñòàöiîíàðíi òî÷êè (Q1, P1) =
(
−c1 ±

√
c2
1 + 6c0, 0

)
.

Ïðè ñïåöiàëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ c0 = 0, c1 = 1 òî÷êà (0, 0) ¹ ñòàöi-
îíàðíîþ òî÷êîþ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó, à (−2, 0) � ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ
åëiïòè÷íîãî òèïó. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (14) çîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Â
ñåðåäèíi ãîìîêëiíi÷íèõ ñåïàðàòðèñ òðà¹êòîði¨ ¹ ïåðiîäè÷íèìè çà x ∈ R i
ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ÿê ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ iíâåðñíî¨ äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà (3). Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (14) ìîæíà
îòðèìàòè ïðîñòèì iíòåãðóâàííÿì.

Âiäïîâiäíî, âåêòîðíå ïîëå d/dt íà J(R1;R2) òàêîæ çàëèøà¹ äæåò-
ïiäìíîãîâèä J (0)(R1;R2) iíâàðiàíòíèì i ¹ ãàìiëüòîíîâèì âiäíîñíî öi¹¨ æ
ñèìïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòóðè (12), òîáòî

dQ1

dt
=

∂h(t)

∂P1
,

dP1

dt
= −∂h(t)

∂Q1
, (15)
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Ðèñ. 1.

äå ãàìiëüòîíiàí h(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ç íàñòóïíî¨ òîòîæíîñòi:

〈
gradL2[w], wt

〉∣∣
M2 = −dh(t)

dx

i â ÿâíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä

h(t) =
1
3
Q1

3 + c1Q
2
1 − 6c0Q1 − 1

4
P1

2.

Âiäïîâiäíà ñèñòåìà Ãàìiëüòîíà (15) ìàòèìå òåïåð âèãëÿä

dQ1

dt
= −1

2
P1,

dP1

dt
= −Q2

1 − 2c1Q1 + 6c0. (16)

Òî÷íèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3) îòðèìó¹ìî øëÿõîì íàêëà-
äàííÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ d/dx (14) òà d/dt (16). Äëÿ öüîãî ó êîæíié òî÷-
öi x = x0 ∈ R iíòåãðó¹ìî âåêòîðíå ïîëå d/dt iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
Q1|t=0 = Q1(x0) òà P1|t=0 = P1(x0), äå Q1(x0), P1(x0) � çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿç-
êó ñèñòåìè (14) ó òî÷öi x0 ∈ R. Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
(3), îòðèìàíèé øëÿõîì íàêëàäàííÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ d/dx (14) òà d/dt
(16), ïðè÷îìó ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ ñèñòåìè (14) âèáðàíî òàê, ùîá çà-
áåçïå÷èòè ïåðiîäè÷íiñòü ðîçâ'ÿçêó, à ñàìå, Q1|x=0 = −2, 1, P1|x=0 = 0, 1.
Ñèñòåìè (14) òà (16) ïðîiíòåãðîâàíî òàêîæ ÷èñåëüíèì ìåòîäîì Ðóíãå�
Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêó iç êðîêîì h = 0, 01 íà ïðîìiæêàõ x ∈ [0, 10] òà
t ∈ [0, 10] âiäïîâiäíî.
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Ðèñ. 2.

4. ÏÎÁÓÄÎÂÀ IÍÂÀÐIÀÍÒÍÎÃÎ
ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÂÈÌIÐÍÎÃÎ ÏIÄÌÍÎÃÎÂÈÄÓ M4 ⊂ M

Äëÿ ïîáóäîâè iíâàðiàíòíîãî ïiäìíîãîâèäó M4, çàäàíîãî ó âèãëÿäi (2),
âèáåðåìî ëàãðàíæiàí L3[u, p, v] ó âèãëÿäi

L3 = −γ3 + c0γ0 + c1γ1 + c2γ2 =
∫ 2π

0

[
c0

(
p

3
− u2

6

)
+

+c1

(
v2

18
− up

9
+

u3

27

)
+ c2

(
1
18

u2p− 1
18

p2 − u4

72
− 1

9
uvx

)
− 1

18
u2

x−

− 1
108

u2v2 − 1
162

u5 − 1
27

u2vx − 1
27

up2 +
5

162
u3p +

1
54

v2p− 1
9
pxv

]
dx,

àáî â íàñòóïíié ôîðìi

L3 = 648L3 =
∫ 2π

0
[c0(216p− 108u2) + c1(36v2 − 72up + 24u3)+

+c2(36u2p− 36p2 − 9u4 − 72uvx)− 36u2
x − 6u2v2−

−4u5 − 24u2vx − 24up2 + 20u3p + 12v2p− 72pxv]dx,

äå c0, c1, c2 ∈ R � äîâiëüíi ñòàëi. Ñêií÷åííîâèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ôóíê-
öiîíàëüíèé ïiäìíîãîâèä, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëàêñà [12], äëÿ äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè (3) çàäàìî âèðàçîì

M4 := {(u, p, v)> ∈ M : gradL3[u, p, v] = 0}.
Äàíèé âèðàç çàäà¹ âèðîäæåíó ÷îòèðèâèìiðíó iíâàðiàíòíó äèíàìi÷íó
ñèñòåìó íà äæåò-ìíîãîâèäi J(R1;R3) ç êîîðäèíàòàìè w(i) := diw

dxi , i ∈ Z+,
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w := (u, p, v)> ∈ M . Çãiäíî ç òåîðåìîþ Íîâiêîâà�Áîãîÿâëåíñüêîãî [1, 12]
iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä M4 ¹ ñèìïëeêòè÷íèì iç ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóê-
òóðîþ ω(2) = dα(1), äå 1-ôîðìà α(1) ∈ Λ1(J (1)) âèçíà÷à¹òüñÿ ç âèðàçó (7).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (7), (8), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó òîòîæ-
íiñòü:

dL3[u, p, v] = [72u(2) − 12u(0)
(
v(0)

)2
− 20

(
u(0)

)4
− 24

(
p(0)

)2
−

−48u(0)v(1) + 60
(
u(0)

)2
p(0) + 72c2u

(0)p(0) − 36c2

(
u(0)

)3
−

−72c2v
(1) − 72c1p

(0) + 72c1

(
u(0)

)2
− 216c0u

(0)]du(0)+

− d

dx

(
72u(1)du(0)

)
+ [−48u(0)p(0) + 72v(1) + 20

(
u(0)

)3
+ 12

(
v(0)

)2
+

+36c2

(
u(0)

)2
− 72c2p

(0) − 72c1u
(0) + 216c0]dp(0) − d

dx

(
72v(0)dp(0)

)
+

+[48u(0)u(1) − 12
(
u(0)

)2
v(0) − 72p(1) + 24v(0)p(0) + 72c2u

(1)+

+72c1v
(0)]dv(0) +

d

dx
(−72c2u

(0) − 24(u(0))2dv(0)) ≡

≡
〈
gradL3[u, p, v], (du(0), dp(0), dv(0))>

〉
+

d

dx
α(1).

Ç îòðèìàíî¨ òîòîæíîñòi çíàõîäèìî, ùî

α(1) = −72u(1)du(0) − 72v(0)dp(0) + (−72c2u
(0) − 24(u(0))2)dv(0),

(
gradL3[u, p, v]

)
u

= 72u(2) − 12u(0)
(
v(0)

)2
− 20

(
u(0)

)4
− 24

(
p(0)

)2
−

−48u(0)v(1) + 60
(
u(0)

)2
p(0) + 72c2u

(0)p(0) − 36c2

(
u(0)

)3
−

−72c2v
(1) − 72c1p

(0) + 72c1

(
u(0)

)2
− 216c0u

(0),

(
gradL3[u, p, v]

)
p

= −48u(0)p(0) + 72v(1) + 20
(
u(0)

)3
+ 12

(
v(0)

)2
+

+36c2

(
u(0)

)2
− 72c2p

(0) − 72c1u
(0) + 216c0,

(
gradL3[u, p, v]

)
v

= 48u(0)u(1) − 12
(
u(0)

)2
v(0) − 72p(1) + 24v(0)p(0)+

+72c2u
(1) + 72c1v

(0).
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä M4 ÿê òàêèé, ùî ãëàäêî
âêëàäåíèé ó äæåò-ìíîãîâèä J(R1;R3), òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà :

gradL3[u, p, v] = 0,

àáî

72u(2) − 12u(0)
(
v(0)

)2 − 20
(
u(0)

)4 − 24
(
p(0)

)2−
−48u(0)v(1) + 60

(
u(0)

)2
p(0) + 72c2u

(0)p(0) − 36c2

(
u(0)

)3−
−72c2v

(1) − 72c1p
(0) + 72c1

(
u(0)

)2 − 216c0u
(0) = 0,

−48u(0)p(0) + 72v(1) + 20
(
u(0)

)3
+ 12

(
v(0)

)2
+

+36c2

(
u(0)

)2 − 72c2p
(0) − 72c1u

(0) + 216c0 = 0,

48u(0)u(1) − 12
(
u(0)

)2
v(0) − 72p(1)+

+24v(0)p(0) + 72c2u
(1) + 72c1v

(0) = 0.

(17)

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ òèïó (8), çàïèøåìî ðiâíîñòi (17) ó òàêié
åêâiâàëåíòíié ôîðìi:





d

dx
u(0) = u(1),

d

dx
u(1) = 1

6u(0)
(
v(0)

)2
+ 5

18

(
u(0)

)4
+ 1

3

(
p(0)

)2
+ 2

3u(0)v(1)−

−5
6

(
u(0)

)2
p(0) − c2u

(0)p(0) + 1
2c2

(
u(0)

)3
+ c2v

(1)+

+c1p
(0) − c1

(
u(0)

)2
+ 3c0u

(0),

d

dx
v(0) = 2

3u(0)p(0) − 5
18

(
u(0)

)3 − 1
6

(
v(0)

)2 − 1
2c2

(
u(0)

)2
+

+c2p
(0) + c1u

(0) − 3c0,

d

dx
p(0) = 2

3u(0)u(1) − 1
6

(
u(0)

)2
v(0) + 1

3v(0)p(0) + c2u
(1) + c1v

(0).

(18)

Ìè îòðèìàëè äèíàìi÷íó ñèñòåìó (18) íà iíâàðiàíòíîìó äæåò-ìíîãî-
âèäi J (1)(R1;R3) ⊂ J(R1;R3), òîáòî âåêòîðíå ïîëå d/dx âiäíîñíî ÷îòè-
ðüîõ ôàçîâèõ çìiííèõ (u(0), u(1), p(0), v(0)) ∈ M4, çàìèêàííÿ îðáiò ÿêîãî
¹ äèôåîìîðôíèì äî ôóíêöiîíàëüíîãî ïiäìíîãîâèäó M4. Îñêiëüêè iíâà-
ðiàíòíèé ïiäìíîãîâèä M4 ¹ ñèìïëåêòè÷íèì, òî íà íüîìó ìîæíà ââåñòè
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êàíîíi÷íi (Q,P )-êîîðäèíàòè, ïðè÷îìó ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà íà M4

áóäå íåâèðîäæåíîþ i ìàòèìå âèãëÿä:

ω(2) = dα(1) = d(−72u(1)du(0) − 72v(0)dp(0) − 72c2u
(0)−

−24(u(0))2dv(0)) = d(72c2v
(0) − 72u(1)) ∧ du(0)+

+d(−24(u(0))2 + 72p(0)) ∧ dv(0) = dP1 ∧ dQ1 + dP2 ∧ dQ2,

(19)

äå ïîçíà÷åíî

Q1 = u(0), P1 = 72c2v
(0) − 72u(1), Q2 = v(0), P2 = −24(u(0))2 + 72p(0).

Âåêòîðíå ïîëå d/dx ¹ ãàìiëüòîíîâèì ñòîñîâíî êàíîíi÷íî¨ ñèìïëåê-
òè÷íî¨ ñòðóêòóðè (19), à òîìó ïðàâèëüíèìè ¹ ðiâíÿííÿ

dQ1

dx
=

∂h(x)

∂P1
,

dP1

dx
= −∂h(x)

∂Q1
,

dQ2

dx
=

∂h(x)

∂P2
,

dP2

dx
= −∂h(x)

∂Q2
.

(20)

äå, ÿê i ðàíiøå, ãàìiëüòîíiàí h(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ç íàñòóïíî¨ òîòîæíîñòi

〈
gradL3[w], wx

〉∣∣
M4

= −dh(x)

dx
.

Ç öi¹¨ òîòîæíîñòi îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ h(x) ìà¹ âèãëÿä

h(x) = −216c0p
(0) + 108c0

(
u(0)

)2 − 24c1

(
u(0)

)3
+ 72c1u

(0)p(0)−

−36c1

(
v(0)

)2
+ 9c2

(
u(0)

)4 − 36c2

(
u(0)

)2
p(0) + 36c2

(
p(0)

)2−

−20
(
u(0)

)3
p(0) + 24u(0)

(
p(0)

)2
+ 6

(
u(0)

)2 (
v(0)

)2
+

+4
(
u(0)

)5 − 12
(
v(0)

)2
p(0) − 36

(
u(1)

)2
,

i îòðèìàíèé âèðàç ó ñèìïëåêòè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ìîæíà ïîäàòè ó âè-
ãëÿäi

h(x) = c0(−3P2 + 36Q2
1) + c1(Q1P2 − 36Q2

2)− 36c2
2Q

2
2+

+c2(Q4
1 + 1

144P 2
2 + Q2P1 − 1

6Q2
1P2)− 1

6Q2
2P2+

+ 1
144P 2

1 + 1
216Q1P

2
2 + 2Q2

1Q
2
2 − 1

18Q3
1P2.

(21)
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Ñèñòåìà Ãàìiëüòîíà (20), âiäïîâiäíî, ìàòèìå ÿâíèé âèãëÿä

dQ1

dx
= c2Q2 − 1

72P1,

dP1

dx
= −72c0Q1 − c1P2 − c2(4Q3

1 − 1
3Q1P2)− 1

216P 2
2 − 4Q1Q

2
2 + 1

6Q2
1P2,

dQ2

dx
= −3c0 + c1Q1 + c2( 1

72P2 − 1
6Q2

1)− 1
6Q2

2 + 1
108Q1P2 − 1

18Q3
1,

dP2

dx
= 72c1Q2 + 72c2

2Q2 − c2P1 + 1
3Q2P2 − 4Q2

1Q2.

Âåêòîðíå ïîëå d/dt íà J(R1;R3) çàëèøà¹ äæåò-ïiäìíîãîâèä J (1)(R1;R3)
òàêîæ iíâàðiàíòíèì i ¹ ãàìiëüòîíîâèì ñòîñîâíî ñèìïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòó-
ðè (19), òîáòî

dQ1

dt
=

∂h(t)

∂P1
,

dP1

dt
= −∂h(t)

∂Q1
,

dQ2

dt
=

∂h(t)

∂P2
,

dP2

dt
= −∂h(t)

∂Q2
,

(22)

äå ãàìiëüòîíiàí h(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ç íàñòóïíî¨ òîòîæíîñòi:

〈
gradL3[w], wt

〉∣∣
M4

= −dh(t)

dx
,

ùî äà¹ â ÿâíié ôîðìi âèðàç

h(t) = −216c0u
(0) + 36c1(u(0))2 − 12c2(u(0))3 + 36c2(v(0))2 +

+36(p(0))2 − 72u(1)v(0) − 12u(0)(v(0))2 − 5(u(0))4,

àáî â ñèìïëåêòè÷íèõ êîîðäèíàòàõ

h(t) = −216c0Q1 + 36c1Q
2
1 − c2

(
12Q3

1 + 36Q2
2

)−Q4
1−

− 1
144P 2

2 + Q2P1 − 12Q1Q
2
2 + 1

3Q2
1P2.

(23)

Ñèñòåìà Ãàìiëüòîíà (22) ìàòèìå ÿâíèé âèãëÿä

dQ1

dt
= Q2,

dP1

dt
= 216c0 − 72c1Q1 + 36c2Q

2
1 + 4Q3

1 + 12Q2
2 −

2
3
Q1P2,

dQ2

dt
=

1
3
Q2

1 +
1
72

P2,
dP2

dt
= 72c2Q2 − P1 + 24Q1Q2.



38 Î.Âîðîáéîâà, Ì.Ïðèòóëà

5. IÍÒÅÃÐÓÂÀÍÍß ÃÀÌIËÜÒÎÍÀ�ßÊÎÁI ÍÀ
ÏIÄÌÍÎÃÎÂÈÄI M4: ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍI ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ ÒÀ
ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÂÊËÀÄÅÍÍß ÒÎÐÎ�ÄÍÎÃÎ
IÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÏIÄÌÍÎÃÎÂÈÄÓ M2

h ⊂ M4

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó óçàãàëüíåíó 2π-ïåðiîäè÷íó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó
äëÿ îïåðàòîðà òèïó Ëàêñà

Tf = 0, ft = p(l)f, (24)

äå f ∈ L∞(R;C2)
⋂

C∞(R;C2),

T := 1 · d

dx
− `[x; λ], (25)

`(x; λ) =




1
6v −1

6p + 1
18u2 + 1

3λu− 4λ2

−(4λ + 1
3u) −1

6v


 ,

p(`) =




0 λ− 1
6u

−1 0


 ,

(26)

äå x ∈ R, λ ∈ C� ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð. Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ (24) âiäïîâiäíà
ðåãóëÿðèçîâàíà ìàòðèöÿ ìîíîäðîìi¨ S(x0; λ), x0 ∈ R, äëÿ âñiõ λ ∈ C, íà
ïåðiîä 2π çàäîâîëüíÿ¹ âiäîìi ðiâíÿííÿ Íîâiêîâà�Ìàð÷åíêà

dS

dx0
= [`, S],

dS

dt
= [p(`), S], (27)

äå êîìïîíåíòè sij , i, j = 1, 2, ìàòðèöi

S =
(

s11 s12

s22 s22

)
(28)

¹ 2π-ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè çìiííî¨ x0 ∈ R i àíàëiòè÷íèìè ñòîñîâíî
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ ∈ C. Áóäåìî íàäàëi ââàæàòè, ùî âiäïîâiä-
íèé ñïåêòð σ(T ) ïåðiîäè÷íî¨ òà àíòèïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i (24) ¹ äiéñíèì òà
ñêií÷åííîçîííèì [3, 5]. Òîäi, ÿê âiäîìî ç [3, 5], ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (27)
ìà¹ ïîëiíîìiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

SN (x0;λ) =
N∑

j=0

S(j)(x0)λ(N−j),
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äå x0 ∈ R i ÷èñëî N ∈ Z+ âèçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòþ çîí ñòiéêîñòi Ôëîêå
â ñïåêòði σ(T ) ⊂ R. ßêùî æ ðîçãëÿíóòè àñîöiéîâàíó ïåðiîäè÷íó ñïåê-
òðàëüíó çàäà÷ó

Tf = 0, f = (f1, f2)>,

äå, çà îçíà÷åííÿì, f1(x0;λ) = 0 = f1(x0 + 2π;λ) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x0 ∈ R ïðè λ ∈ C, òî âiäïîâiäíèé ñïåêòð σ2π(T ;x0) ⊂ R áóäå ïàðàìåò-
ðè÷íî çàëåæíèì âiä òî÷êè x0 ∈ R, ùî ìîæíà âèêîðèñòàòè [3, 5] äëÿ
ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ îáåðíåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ îïåðàòîðà (25)
òà çíàõîäæåííÿ ÿâíèõ âèðàçiâ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi `[x0;λ], äëÿ âñiõ
x0 ∈ R, λ ∈ C, çàäàíî¨ âèðàçîì (26).

Ç ìåòîþ âèâ÷åííÿ ñïåêòðó σ2π(T ; x0), x0 ∈ R, ðîçãëÿíåìî çãiäíî ç
[4, 5] âàðiàöiéíi âëàñòèâîñòi iíâàðiàíòíîãî ñëiäó ∆(λ) := 1

2 trS(x0; λ), λ ∈
C, ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨ (28). Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. [3, 4, 5]. Äëÿ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà s21(x0;λ), x0 ∈ R,
λ ∈ C, êîæíå âèðîäæåíå âëàñíå çíà÷åííÿ λj(x0) ∈ σ2π(T ; x0), j ∈ Z+,
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

s21(x0; λ)|λ=λj(x0) = 0.

Äëÿ åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè 1 âñòàíîâèìî âëàñòèâîñòi
êîìïëåêñèôiêîâàíîãî ãðàäi¹íòà ñëiäó ìàòðèöi ìîíîäðîìi¨ grad∆(λ) :=
ϕ(x0; λ) ∈ T ∗(M) ⊗ C, x0 ∈ R, λ ∈ C. À ñàìå, ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. [5] Âåëè÷èíà ϕ(x;λ) ∈ T ∗(M)⊗ C äëÿ âñiõ x ∈ R òà λ ∈ C
çàäîâîëüíÿ¹ ãðàäi¹íòíå ñïiââiäíîøåííÿ òèïó Màãði [10]:

−4λ ϑ ϕ(x; λ) = η ϕ(x; λ), (29)

äå ϑ, η çàäàíi âèðàçàìè (5) i ¹ âiäïîâiäíèìè óçãîäæåíèìè iìïëåêòè÷-
íèìè îïåðàòîðàìè íà ôóíêöiîíàëüíîìó ìíîãîâèäi M .

Bâàæàþ÷è òåïåð, ùî ϕ(x;λ) := ϕN (x; λ) = 1
2grad trSN (x0; λ), λ ∈ C,

ïðè ôiêñîâàíîìó N ∈ Z+ ç (29) ëåãêî îòðèìó¹ìî, ùî

ϕN (x; λ) =
N−1∑

j=0

gradγj
(−λ)N−1

(−4λ)j
, (30)

äå γj , j = 0, 3, ìàþòü âèãëÿä (4). Ç óìîâè (29) òà âèðàçó (30) ïðè N = 3
îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ñòàëèõ c0, c1, c2 ∈ R

ϑ gradγ0 = 0, η gradγ2 = ϑ (c0gradγ0 + c1gradγ1 + c2gradγ2). (31)
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Ïåðøà ðiâíiñòü ó ôîðìóëi (31) ¹ òîòîæíiñòþ, äðóãà æ � íåòðèâiàëüíà
i âèçíà÷à¹ íà ôóíêöiîíàëüíîìó ìíîãîâèäi M äåÿêèé iíâàðiàíòíèé ïiä-
ìíîãîâèä M4 ⊂ M . Äiéñíî, ç (31) çíàõîäèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ãðàäi¹íòíà
óìîâà òèïó Ìàãði

ϑ gradγ3 = η gradγ2,

ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ôóíêöiîíàëüíèé ïiäìíîãîâèä

M4 := {w ∈ M : gradγ3 = c0gradγ0 + c1gradγ1 + c2gradγ2}.

Oñêiëüêè, ç iíøîãî áîêó, äëÿ âñiõ λ ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (30), òî
ëåãêî îá÷èñëèòè, ùî äëÿ âñiõ N ∈ Z+

ϕN (x; λ) =
(
−s12

6
+

s21

6
(λ + u/3),−s21

12
,
s

6

)>
, (32)

äå s := (s11−s22)/2. Ïðèðiâíþþ÷è òåïåð âèðàçè (30) i (32), ëåãêî áà÷èòè,
ùî iñíó¹ ïîëiíîìiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (27) ó ôîðìi

s12(x;λ) =
N∑

j=0
s
(j)
12 (x)λN−j , s21(x; λ) =

N∑
j=1

s
(j)
21 (x)λN−j ,

s(x;λ) =
N∑

j=2
s(j)(x)λN−j ,

(33)

äå N ∈ Z+, x ∈ R, λ ∈ C � äîâiëüíèé ïàðàìåòð. Îêðiì öüîãî, ç ïåðøîãî
ðiâíÿííÿ (27) ëåãêî îòðèìó¹ìî òàêi äèôåðåíöiàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ:

ds/dx = (u2/18 + uλ/3− p/6− 4λ2)s21 + (4λ + u/3)s12,

ds12/dx = (v/3)s12 − (u2/9− p/3 + 2uλ/3− 8λ2)s,

ds21/dx = −(8λ + 2u/3)s− s21v/3, d(s11 + s21)/dx = 0.

(34)

Ç (34) i (32) îòðèìó¹ìî äîäàòêîâî, ùî äëÿ âñiõ λ ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ âèãëÿäó (29):

−4λϑϕN (x; λ) = ηϕN (x; λ).

Ùîá ââåñòè íîâi êàíîíi÷íi çìiííi íà iíâàðiàíòíîìó ïiäìíîãîâèäi M4 ⊂
M , íåîáõiäíî çíàéòè òàê çâàíi ñåïàðàáåëüíi êîîðäèíàòè Ãàìiëüòîíà�ßêî-
ái [2, 9] íà iíòåãðàëüíîìó ïiäìíîãîâèäi M2

h ⊂ M4, äå, çà îçíà÷åííÿì,

M2
h := {(Q,P )> ∈ M4 : h(x)(Q,P ) = h

(x)
, h(t)(Q,P ) = h

(t)},
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à ÷èñëà h
(x)

, h
(t) ∈ R âèáðàíi òàêèìè, ùî ïiäìíîãîâèä M2

h ⊂ M4 ¹
êîìïàêòíèì. Ç öi¹þ ìåòîþ, çãiäíî ç ðîçâèíåííÿì (30), ïîêëàäåìî â (33)
N = 3 i çàóâàæèìî, ùî âåëè÷èíè det SN i tr SN , N ∈ Z+, ¹ iíâàðiàíòàìè,
òîáòî

d

dx
det SN = 0 =

d

dt
det SN ,

d

dx
tr SN = 0 =

d

dt
tr SN .

Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî ïðè N = 3 âåëè÷èíà

s2(x;λ) + s12(x; λ)s21(x; λ) = 16R5(λ)

¹ iíâàðiàíòîì äëÿ âñiõ λ ∈ C, x ∈ R, äå

R5(λ) = λ5 +
4∑

j=0

ρjλ
4−j , ρj ∈ R, j = 0, 4.

Ïðè öüîìó äëÿ ðîçâèíåíü (33) îòðèìó¹ìî ïîëiíîìiàëüíi âèðàçè

s(x;λ) = s(2)λ + s(3), s21(x; λ) = −4λ2 + s
(2)
21 λ + s

(3)
21 ,

s12(x; λ) = −4λ3 + s
(1)
12 λ2 + s

(2)
12 λ + s

(3)
12 ,

äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

s
(1)
21 := s

(1)
21 = 4, s

(2)
21 = 4u/3, s

(3)
21 = 2(2p− u2)/3,

s(2) = 2v/9, s
(1)
12 = 2u, s

(0)
12 := s

(0)
12 = −4.

(35)

Òåïåð ìîæíà, ç îãëÿäó íà âèãëÿä ñèìïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòóðè (20), ïå-
ðåéòè äî ïîáóäîâè ñåïàðàáåëüíèõ êîîðäèíàò Ãàìiëüòîíà � ßêîái íà êîì-
ïàêòíîìó iíòåãðàëüíîìó ïiäìíîãîâèäi M2

h ⊂ M4, äèôåîìîðôíîìó òîðó
T2

h ' M2
h . À ñàìå, ïîêëàäåìî

s21(x;λ) = −4(λ− µ1(x))(λ− µ2(x)), (36)

äå òî÷êè µj ∈ S1, j = 1, 2, ÿê âñòàíîâèìî íèæ÷å, âiäïîâiäàþòü êîîðäè-
íàòàì íà òîði T2

h ' S1 × S1. Ïðè öüîìó ç (35), (36) ëåãêî îòðèìó¹ìî,
ùî

u = −12(µ1 + µ2), p = −48µ1µ2 + 72 (µ1 + µ2)
2 = 96µ1µ2 + 72(µ2

1 + µ2
2).

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñèìïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòóðè (20) íà iíâàðiàíòíîìó ïiä-
ìíîãîâèäi M4 ⊂ M , îòðèìó¹ìî âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ πh : M2

h → M4
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iíòåãðàëüíîãî ïiäìíîãîâèäó M2
h ' T2

h, ïåðøà ïîëîâèíà ÿêîãî çàäà¹òüñÿ
òàêèìè âèðàçàìè:

π
(1)
h,Q(µ1, µ2) = Q1 = −12(µ1 + µ2),

π
(2)
h,Q(µ1, µ2) = Q2 = 96µ1µ2 + 72(µ2

1 + µ2
2).

(37)

Ùîäî äðóãî¨ ÷àñòèíè âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ πh : M2
h → M4 ó âèãëÿäi

π
(1)
h,P (µ1, µ2) = P1, π

(2)
h,P (µ1, µ2) = P2, (38)

òî íàì íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè êàíîíi÷íå ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ñèìïëåêòè÷íî¨
ñòðóêòóðè (20), ùî âiäïîâiäà¹ ñåïàðàáåëüíèì çìiííèì Ãàìiëüòîíà�ßêîái
(µ,w) ∈ M4. À ñàìå, ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì, ùî

〈P, dQ〉+ 〈τ, dh〉 = 〈w, dµ〉+ 〈τ, dh〉 = dSh(µ) (39)

äëÿ äåÿêî¨ ïîðîäæóþ÷î¨ ôóíêöi¨ Sh : T2
h → R, ïàðàìåòðè÷íî çàëåæíî¨

âiä âåêòîðà çíà÷åíü ôóíêöié Ãàìiëüòîíà h = (h(x)
, h

(t))> ∈ R2. Ôóíê-
öiþ Sh : T2

h → R ìîæíà îòðèìàòè, iíòåãðóþ÷è äèôåðåíöiàëüíó ôîðìó
〈P, dQ〉 âçäîâæ äåÿêîãî êóñêîâî-ãëàäêîãî øëÿõó íà iíòåãðàëüíîìó ìíî-
ãîâèäi M2

h ⊂ M4, òîáòî

Sh(µ) =
∫ Q(µ)

Q(0)

〈P, dQ〉,

äå êîíôiãóðàöiéíå âiäîáðàæåííÿ Q : T2
h → M2

h ⊂ M4 çàäà¹òüñÿ âèðàçàìè
(37), òîáòî πh,Q(µ) ≡ Q íà òîði M2

h ' T2
h. Òåïåð ç âèðàçó (39) ëåãêî îòðè-

ìàòè, ùî âåêòîð ñïðÿæåíèõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ çîáðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ:

w = π
′,∗
h,Q · P. (40)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ π
′,∗
h,Q : R2 → R2 ¹ îáîðîòíèì, òî ç (37) òà (40)

ëåãêî îòðèìà¹ìî, ùî âiäïîâiäíà ïàðà âiäîáðàæåíü (38) çàäà¹òüñÿ òàêèìè
àëãåáðè÷íèìè âèðàçàìè:

π
(1)
h,P (µ1, µ2) = P1 =

w1(µ1)
µ1 − µ2

(µ1

6
+

µ2

4

)
+

w2(µ2)
µ2 − µ1

(µ2

6
+

µ1

4

)
, (41)

π
(2)
h,P (µ1, µ2) = P2 =

w1(µ1)
48(µ1 − µ2)

+
w2(µ2)

48(µ2 − µ1)
,
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ïðè÷îìó ñïðÿæåíi ôóíêöi¨ wj(µj), j = 1, 2, çà îçíà÷åííÿì, ¹ ñåïàðàáåëü-
íèìè ñòîñîâíî çìiííèõ µ ∈ T2

h i ïîâèííi áóòè îòðèìàíi ç âiäïîâiäíîãî
ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái. Ç ìåòîþ ¨õ âèçíà÷åííÿ çíàéäåìî ïîïåðåä-
íüî âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ Äóáðîâiíà íà êîîðäèíàòè µ ∈ T2

h, âèêîðèñòàâøè
òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (34),

dµj

dx
=

−8
√

R5(µj)
2∑

k 6=j

µk

2∏
k 6=j

(µj − µk)
, j = 1, 2. (42)

Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (42), ÿê âiäîìî [3], íàëåæàòü äî êëàñó ïîâíiñòþ iíòå-
ãðîâíèõ, ùî âèïëèâà¹ ç àíàëiçó ¨õ ÿê ðiâíÿíü íà ðiìàíîâié ïîâåðõíi Γ2

h

àëãåáðè÷íî¨ êðèâî¨ w2−R5(λ) = 0, (λ,w) ∈ Γ2
h, òà àíàëiçó àñîöiéîâàíîãî

ç íèìè òàê çâàíîãî âiäîáðàæåííÿ ßêîái.
Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (42), ðîçãëÿäóâàíi ÿê âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ íà òîði

T2
h ' M2

h , ¹ öiëêîì iíòåãðîâíèìè, òî öiëêîì iíòåãðîâíèìè ïîâèííi áóòè
ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè (21) òà (24). Ùîá âñòàíîâèòè âêàçàíó iíòåãðîâíiñòü
Ãàìiëüòîíà�ßêîái, íåîáõiäíî ïåðø çà âñå âèðàçèòè ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà
h(x), h(t) : M4 → R â òåðìiíàõ íîâèõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ (µ,w) ∈ M4,
àñîöiéîâàíèõ iç ïðèðîäíîþ ôîëiàöi¹þ

⋃
h∈R2

Th ' M4. Ç öi¹þ ìåòîþ ïiä-

ñòàâèìî âèðàçè (37), (41) ó ôîðìóëè (21), (23). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî,
ùî ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà

h(t) =
2∑

j=1

µj(w2
j − 2µ3

j + a1µ
2
j + a2µj + a3)∏

k 6=j

(µj − µk)
,

h(x) = −
2∑

j=1

µ1µ2(w2
j − 2µ3

j + a1µ
2
j + a2µj + a3)∏

k 6=j

(µj − µk)
,

(43)

äå aj = aj(c1, c2, c3) ∈ R, j = 1, 3, � ñòàëi ÷èñëà, ÿêi çàäàþòüñÿ àëãåáðè÷-
íèìè âèðàçàìè ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Îñêiëüêè íà áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó
òîði T2

h ' M2
h ôóíêöi¨ (43) íàáóâàþòü êîíêðåòíèõ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü

h
(x) := h(x)|T2

h
, h

(t) := h(t)|T2
h
, òî, âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíi òîòîæíîñòi

h
(t) = h

(t)
2∑

j=1

µj∏
k 6=j

(µj − µk)
, h

(x) = −h
(x)

2∑

j=1

µ1µ2

µj
∏
k 6=j

(µj − µk)
,
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çàïèøåìî ðiâíîñòi (43) ó òàêîìó êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi

2∑
j=1

µj∏
k 6=j

(µj−µk)

(
w2

j − 2µ3
j + a1µ

2
j + a2µj + a3 + h

(t) + h
(x)

µj

)
= 0,

2∑
j=1

µ1µ2∏
k 6=j

(µj−µk)

(
w2

j − 2µ3
j + a1µ

2
j + a2µj + a3 + h

(t) + h
(x)

µj

)
= 0.

(44)

Îñêiëüêè ðiâíîñòi (44) âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ çíà÷åíü h
(x)

, h
(t) ∈ R2, òî

íà òîði T2
h ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

w2
j − 2µ3

j + a1µ
2
j + a2µj + a3 + h

(t) + h
(x)

/µj = 0, j = 1, 2.

Öå îçíà÷à¹, ùî íà òîði T2
h ' M2

h êàíîíi÷íi çìiííi wj = wj(µj , h), j = 1, 2,
¹ ñåïàðàáåëüíèìè çà Ãàìiëüòîíîì�ßêîái.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî âèõiäíèõ êàíîíi÷íèõ ïåðåòâîðåíü (39), îòðèìó¹ìî
âiäïîâiäíó ïîðîäæóþ÷ó ôóíêöiþ Sh : Th → R ó òàêîìó ñåïàðàáåëüíîìó
âèãëÿäi:

Sh(µ1, µ2) :=
2∑

j=1

∫ µj

µ
(0)
j

wj(λ; h)dλ =
2∑

j=1

∫ µj

µ
(0)
j

√
Q+(λ; h)dλ, (45)

äå λ ∈ C � êîìïëåêñíèé ïàðàìåòð,

Q+(λ; h) := 2λ3 − a1λ
2 − a2λ− (a3 + h

(t))− h
(x)

/λ.

Îñêiëüêè, çãiäíî ç (39), âåêòîð τ := (x, t)> ∈ R2 åâîëþöiéíèõ ïàðàìåòðiâ
íà òîði T2

h ' M2
h çàäà¹òüñÿ ôîðìóëàìè

x =
∂Sh(µ1, µ2)

∂h
(x)

, t =
∂Sh(µ1, µ2)

∂h
(t)

, (46)

òî ç (45), (46) îòðèìó¹ìî, ùî

x = −
2∑

j=1

∫ µj

µ
(0)
j

dλ

2
√

Q+(λ;h)λ2
= −

2∑

j=1

∫ µj

µ
(0)
j

dλ

2
√

Q(λ; h)
,

t = −
2∑

j=1

∫ µj

µ
(0)
j

dλ

2
√

Q+(λ;h)
= −

2∑

j=1

∫ µj

µ
(0)
j

λ2dλ

2
√

Q(λ;h)
,
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òîáòî ÿâíi ãiïåðåëiïòè÷íi âèðàçè [3] äëÿ åâîëþöi¨ ïàðàìåòðiâ µj =µj(x, t),
j = 1, 2, íà òîði T2

h ïðè äîâiëüíèõ (x, t)> ∈ R2, ïðè÷îìó

Q(λ; h) := 2λ5 − a1λ
4 − a2λ

3 − (a3 + h
(t))λ2 − h

(x)
λ.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå åâîëþöiþ íàøî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði
T2

h çà çìiííîþ x ∈ R. Ëåãêî çàóâàæèòè, ùî âèðàç (45) äà¹ ìîæëèâiñòü
îòðèìàòè âiäïîâiäíi íîâi êàíîíi÷íi çìiííi ½äi¨� çãiäíî ç ôîðìóëàìè

ξj =
1
2π

∮

σj

√
Q+(λ;h)dλ, (47)

äå σj ∈ H1(Γ2
h;Z), j = 1, 2, � áàçèñ îäíîâèìiðíî¨ ãðóïè ãîëîíîìié (òîá-

òî öèêëiâ) ðiìàíîâî¨ ïîâåðõíi Γ2
h àëãåáðè÷íî¨ ôóíêöi¨ z =

√
Q+(λ; h), äå

(λ, z) ∈ Γ2
h. Îñêiëüêè íàáið ôóíêöié (47) ¹ äiéñíèì i ôóíêöiîíàëüíî íåçà-

ëåæíèì ÿê ôóíêöié âiä h ∈ R2, òî ëåãêî îòðèìàòè ïîðîäæóþ÷ó ôóíêöiþ
(45) ÿê ôóíêöiþ íîâèõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ (ξ, ψ) ½äiÿ-êóò� íà iíâàðiàíò-
íîìó ïiäìíîãîâèäi M4, ïðè÷îìó, çà îçíà÷åííÿì, ïîâèííà âèêîíóâàòèñü
óìîâà

〈ψ, dξ〉 = 〈τ, dh〉 = dSh(µ(ψ)), (48)
äå ψ � êóòîâèé âåêòîð íà òîði T2

h. Òîäi ç (48), (47) îòðèìó¹ìî, ùî

ψ =
∂Sh

dξ
=

∂Sh

∂h

∂h

∂ξ
:= Ω> · τ,

äå ìàòðèöÿ
Ω :=

∂h

∂ξ
:=

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
(49)

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ÷àñòîò íàøî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði T2
h.

Ùîá îïèñàòè òåïåð äèíàìiêó íàøî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà òîði
T2

h ' M2
h çà çìiííîþ x ∈ R, çàóâàæèìî, ùî êóòîâi çìiííi íà òîði T2

h

çàäîâîëüíÿþòü êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì Ãàìiëüòîíà

dψ1

dx
=

∂h
(x)

∂ξ1
:= Ω11,

dψ2

dx
=

∂h
(x)

∂ξ2
:= Ω12,

ÿêi îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü âiäïîâiäíi ÷àñòîòè Ω11, Ω12 åâîëþöi¨ çà çìií-
íîþ x ∈ R íà òîði T2

h. ßê íàñëiäîê, ñòâåðäæó¹ìî, ùî ðóõ äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè çà çìiííèìè x, t ∈ R íà òîði T2

h áóäå êâàçiïåðiîäè÷íèì ç íàáîðîì
÷àñòîò (49). Äëÿ ¨õ âèçíà÷åííÿ äîñèòü îá÷èñëèòè âèðàçè (47) ÿê ôóíê-
öi¨ ïàðàìåòðà h ∈ R2, ÿêi çàëåæàòü âiä âèáîðó áàçèñó σj ∈ H1(Γ2

h;Z),
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Ðèñ. 3.

j = 1, 2, íà ãiïåðåëiïòè÷íié ðiìàíîâié ïîâåðõíi Γ2
h, òàêîæ ôiêñîâàíèì

íàáîðîì ïàðàìåòðiâ aj ∈ R, j = 1, 3. Îñòàííi äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü
ìîæíà âèáèðàòè, âèõîäÿ÷è, íàïðèêëàä, iç äîäàòêîâèõ óìîâ ñèìåòði¨ ði-
ìàíîâî¨ ïîâåðõíi Γ2

h. Ç öi¹þ ìåòîþ ïîêëàäåìî

Q+ = (λ; h) = 2λ−1
4∏

j=1

(λ− Ej),

äå Ej , j = 1, 4, � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó, î÷åâèäíî

h
(x) = 2

4∏

j=1

Ej , h
(t) = −2

4∏

i<j

EiEj .

ßê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, ïîâåðõíÿ Ðiìàíà Γ2
h ìà¹ äîñèòü ïðîñòó ãåîìåò-

ðè÷íó ôîðìó. Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ëèñòiâ C+ òà C− êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè C iç ðîçðiçàìè âçäîâæ äiéñíî¨ îñi âiä òî÷êè 0 ∈ R+ äî E1 > 0,
âiä òî÷êè E3 äî E2 > E1 i äàëi âiä òî÷êè E4 > E3 äî íåñêií÷åííîñòi.
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