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%�� ��&	� ������� &�&�$�' $!%"�&�'"!(#�

�������� 	
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��� �
�

� �� ������� ���� ��

����� (Ω, Σ, μ) � ��	�
�� �� ��������	� �������	����
���	�
 ���
	
�	� 
��	�� ! �	 	
� �������	 �����
�������� σ������"� �
F ⊆ Σ# ����	��	 ���� 	����
	� MF $
	��	"	 
�
�
�
���	"	 ��	�
������� % �$�&��
 � �	���&�	
$ ��	�
	�� '�
� E �� (Ω,Σ, μ)# �
��	
$ 	����
	� MF ��% � % 	 
�(���
� )��	���� ���$�&
�
 �
����
�($%# *	 	����
	� MF % �$�&��
 +�
�	"	 �$�&��
, 
	�� � 
��&��

	��# �	�� ���$% ������	�� �������� ξ �� (Ω, Σ, μ), ��� �� ����(�
&
��� F � 
�% �����	�(���� -�$�����&��� �	��	����

� �����

� ���� �� 	 �
�
�
 ��� ���
 		����
 �
����� 	����
�
 
�����
��
T : E → X� ���� �
 � �
	
���
�
 !�"����#�
�
 ��
!�
�� $���%
� E
� ��!
�&��
 �������	�
& �
�"
& �� ��
!�
�
 �
 !�
�#���
& ��
#���
'
�����	�
& �����
"�
& "
�
& (Ω,Σ, μ) 	 �
	
����� ����(
	 ��
!�
� X�
�� ������������ �
����� �
"�����
�
 
�����
��� ) 
!����
 �
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�����
�
	� ������( �� 
�,�( ���!�( ��
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�
	 -�� ��
!�
��( � 	��!��	
!�& .����	��� �/�� �� ��
!�
��( 0��� �1�� ��
��
!�
��( C(K) ���� �� L∞(μ)'��
!�
��( �2� 
 �� 	���
���( 3�����( �4�5�
6� ������� 7��+� ���
"�����
�
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��� �����	
�� ��
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�������	
��� 
������� E � �������
� 
�
�����
�� 
����� � ��� ����
��
��
�
���
� �
������ ����
��� ��������	
��� �
�����

� ���
��
�

��
�� σ�
��������� F ⊆ Σ� � 
����
�� ������ � � ���� 
�!���
�" #� $�
% !�
����!$�� ��& 
��!��� ���'!��� �
������� � ��� ��
��!� 
�������
E = L∞" 
���� �!��� 
� & �������
� 
�
�����
��� (��') ����" $�� �
��
����� & ������ ���'!�� � Lp(μ) 
�� 1 ≤ p ≤ ∞� *�
� ������ 
�����	�
�

���

� +���!������$�� σ�
�������� F ⊆ Σ" ��� �!�+ �
������ ����
��
�� ��������	
��� �
�����

� ���
��
� F & ���'!�� ,������ ���'!��- �

������� .��� E 
� (Ω, Σ, μ)�

/�����&�� ���!� ��
�	�

�� /�+�� (Ω, Σ, μ) 0 
������ �� �!�
	�

��
���	�

��������
�� �������
�� ������ (�
�+�� 
������ E !����� �!���
����
�
���� �����
�+ 1�
!$�� ,����
�� 	� !��
��!�
��
�	
�+- 
� Ω 
��
����&�'�� ��������� ����" �!#� ��!�
���'�� 
����

� �����2

(Ki) �!#� y ∈ E �� |x| ≤ |y| ���%� �!���' 
� Ω" �� x ∈ E �� ‖x‖ ≤ ‖y‖3
(Kii) χ(A) ∈ E ��� !�%
�� �
�%�
� A ∈ Σ � μ(A) < ∞�

.�%��'" #� 
������ .��� E ��& 	
�����
� 
�������
� 
����" �!#�
lim

n→∞ ‖xχ(An)‖ = 0 ��� !�%
��� x ∈ E � !�%
�� �
��
�� 
�������
����

�
�%�
 An ∈ Σ �
∞⋂

n=1
An = ∅�

4������ .��� E 
�����&�'�� ��������
�� ���������" �!#�

(Si) � ���� y ∈ E �� d|x| = d|y| ��
����&" #� x ∈ E �� ‖x‖ = ‖y‖" ��
dz(t) = μ{ω ∈ Ω : z(ω) < t} 0 1�
!$�� ���
����� ����
��
�	
�� �����
��
1�
!$�� z 
� Ω�

/�+�� F ⊆ Σ 0 σ�
����������� 5
������ ����
��� ��������	
���
�
�����

� MF : L1(Σ) → L1(F) 
� �����
�� x ∈ L1(Σ) ���
�	�&�'�� �!
&��
� ,� ��	
���� �� �!������
�
����- F������
� 1�
!$�� MFx ∈ L1(F)"
��� �!�� ��!�
�&�'�� ���
���'∫

A

MFxdμ =
∫
A

xdμ

��� �����'
�� �
�%�
� A ∈ F � .���!�
���' $'��� ��
�	�

� ��
����& �
!����	
�� ������� 6���
��/�!������ *���� ������" #� �
������ �����

��� ��������	
��� �
�����

� ���
��
� �����'
�� σ�
��������� & 
����
!����� 
���� 1 � �����'
��� �������	
��� 
������� E 
�

(
[0, 1],B, λ

)
"

�� B 0 ��������'!� σ�������� 
� [0, 1] � λ 0 ���� 7���8� �9" :� ;<<��
/�+�� E 0 
������ .��� 
� (Ω, Σ, μ)� 7�
��
�� 
�
�����
�� �
����

��� T � E � ��
�+�� 
������ X 
�����&�'�� �������" �!#� ��� ���

��� ������	
������ ��
� �
�� σ���	
������� ��� ������� Ω



�� �� ��������	�
 �� ��
��

������	 
������ A ∈ Σ � 
��������� ε > 0 ����� x ∈ E� ������ ��
x2 = χ(A),

∫
Ω

xdμ = 0 �� ‖Tx‖ < ε� �������� T ����������� ������

���	
��� ���� 
�� 
�������	 
������ A ∈ Σ ����� x ∈ kerT � ������
�� x2 = χ(A),

∫
Ω

xdμ = 0� �����
��� ������ ������ ������� �������� �

������
�
 
���

∫
Ω

xdμ = 0 � ��������� �������� !������ ��������" ���������


��� #��� ��
����� � ����
�� �#���$���	 ������������� ���
� ���%
����� E !
��� &�'"� (�
 ����
�
�� �� 
���� )$ �
��� ���������� 
��
����
�� E = L∞�

*� ������ ���� ��� ����������� (�+�� (Ω, Σ, μ) , ������� � 
�
����$

���$� -���� Σ+ 
� ���������
�
� 
������ ���+ ���
����� A ∈ Σ 
���
μ(A) > 0� � 
�� 
��������� A ∈ Σ ����� Σ(A) , 
������ ���+ B ∈ Σ
����+� �� B ⊆ A� .�
����


⊔
i∈I

Ai ������������ 
��/$����� �#/�
�����

��
/	 
����� (Ai)i∈I � ��#��� A =
⊔
i∈I

Ai �������� �� A =
⋃
i∈I

Ai� �����
�

Ai ∩ Aj = ∅ ��� i �= j�

� ������ � �	
��� 
����� σ���������
�

��������� �	
	 
���� (Ω, Σ, μ) � ������� �� �
�������� ���������

��������� ���������� ������ σ����������� F ⊆ Σ �������

� ���	
��� �
�� ��� �����	�� ���!��� B ∈ Σ � �����	���� ε > 0
����" C ∈ Σ(B) � �����������

(∀A ∈ F)
∣∣∣μ(A ∩ C) − 1

2
μ(A ∩ B)

∣∣∣ < ε ; (∗)

� ������ ���	
��� �
�� ��� �����	�� ���!��� B ∈ Σ ����" C ∈ Σ(B)
� �����������

(∀A ∈ F) μ(A ∩ C) =
1
2

μ(A ∩ B) . (∗∗)

�����
��� ����� ������ ������ σ%��
����#�� � ������$� 0� 
���
�
�
������ �� �#������ ����
����� ����� � �����
� ��#��� )� 
�� �������
�#���$�����

1���� #������ �� ����� ����� ���
�� σ%��
����#�� � ������ ������$�
.����
�� ��+�� (Ai)i∈I , ���������� ���+ ���
�� σ%��
����#�� F ⊆ Σ� 2��

�������	 
������ B ∈ Σ � 
��������� i ∈ I ����#/�
� Ai ∩ B = Ci � Di


������� �� 
������ �
������	 
��� μ(Ci) = μ(Di) = 1/2 μ(Ai∩B)� 3�
��



��� �����	
�� ��
�����	���� ��

������	
 C =
⋂
i∈I

Ci� ��

������ �� C ∈ Σ(B)� �

���� μ(Ai ∩ C) =

μ(Ci) = 1/2 μ(Ai ∩ B) ��� ������� i ∈ I� ����� ����
���� ��������� ���
��
���� ��������� F �

�������� ���
������ �
�
������� �����  ��
��� ������� σ!�������"!


 � ����� ��� ����
����� ����
������
 ��������� ��
��� �����
# "��!
�����
# σ!�������"
�

���������� 	
	
 ����� (Ω, Σ, μ) � ��	
��� 
� 
�������	� 
������	�
�������	� ��
��	��	� ���	� � F ⊆ Σ � ����� σ������������ ����� E �
��	
��� ���� �� (Ω, Σ, μ)� � ��	�� 	�����	� MF ��	��	�	 ���������
��	�	 
�	������� ��� � � 	��� ����� !�����	� MF � 
��	�	 ��
"���
�	�� � ���"�� �	��� �	�� F � 
��	�	 ��
"�� σ������������

���������
 ��#�$ F % ��
��� ������ σ!�������"
� � B ∈ Σ % ��!
������ ����
��� &
"�
��� C ∈ Σ(B) � �����
����' (∗∗) � ���������
x = χ(B) − 2χ(C)� (��� x2 = χ(B)� )������
 (∗∗) �
���������� ���
����
��� A = Ω� ��

∫
Ω

xdμ = 0� *�������� �� MFx = 0� +�
����� ��� ���������

����
�
 A ∈ F �����∫
A

MFxdμ =
∫
A

xdμ =
∫
A

χ(B)dμ−2
∫
A

χ(C)dμ = μ(A∩B)−2μ(A∩C) = 0.

)���� MF % ��
��� �����
$ ���
���
�
��#�$ ���
���
 MF ��
��� �����
$� ,�-������� �������� ����
��

B ∈ Σ � �
"�
��� x ∈ kerMF ���� ��"
 x2 = χ(B)� .�����	
 C = {ω ∈
Ω : x(ω) = −1}� ��

����� x = χ(B) − 2χ(C)� )���� ��� ����������
A ∈ F "����� ���


μ(A∩B)−2μ(A∩C) =
∫
A

χ(B)dμ−2
∫
A

χ(C)dμ =
∫
A

xdμ =
∫
A

MFxdμ = 0.

�

, ���
������ /�/ � 
���������� 
�"��
 012 �
��
��� ��������� ��
���
�����
# "�������
# σ!�������"
 3��������	� �
�� �

���� ��� �
���4�

� ���������	�
�� 
����� ��	���� σ����������

& 5���� 
������ �
 ���$���� #�
����

��5�' ��
��� �����
# σ!
�������"
 � ��	
# ��
����# ���
�� ��

� ,�����
�� ��������� �� ����!
����� ��
��� ������� σ!�������"

 F ⊆ Σ ����� -�
���'���
 ���6 F



�� �� ��������	�
 �� ��
��

�������	
�� �	
��� ���
���� ���� ��� �����
��� ������� B ∈ Σ �����
������� D ∈ Σ ��
� μ(D) = 1/2� ��� � ���������� ��� ���	��� ������
F(B) = {A∩B : A ∈ F}� ��
����� ��� ����� ������� B ∈ Σ ���������
C = B ∩ D� ���� ����������	
 ���� ��� �� ��� �����
��� A ∈ F

μ(A∩C) = μ
(
A∩(B∩D)

)
= μ

(
(A∩B)∩D

)
= μ(A∩B) μ(D) =

1
2

μ(A∩B).

!��� ���	������ 	�"���� ������" ��
� #��������� �� ��
� μ �� ��$
��
���� �
��	�
� (Ω, Σ) �������	
�� ����������� ���� ��� ������ ��$
��
��� %���&�� f : Ω → R ����� '�
�����
�� ������� B ⊆ R 	���� ��
B ⊆ f(Ω) � μ

(
f−1(B)

)
= μ(Ω) ()� *� ))+,� σ$����'
� Σ �� Ω �������	
��

	�
�����
����������� ���� ����� �����������	
 ������ An ∈ Σ 	����
�� Σ �'����	
�� � �������
��� σ$����'
�� ��������� Ω� ��� ���	�	

��� An, n ∈ N� #��	����- 
����
	�	 ������- �� 	��
��� �
� ���������
������� ��
� .���� 	��
��� )����/ � 0�/�1 � (),2�

������� ��	� ����� (Ω, Σ, μ) � �����
� 	
 ��
������� 	�
�����
������


��� ���������� ��
������� �������� �
��� 
 	�
�����
���������� σ

�������� Σ� ���
 ��� ���
����� σ
�
�������� F ⊆ Σ 
�� ! " ��#
� p :
Ω × Σ → R$ ��� ��	���!����  ������ �
��� �� Σ �
������ F $ ��� ����

����� ����� ���� ��
  ����%

(i) ��� ���
������ ω ∈ Ω " ��#
� p(ω, ·) : Σ → R ! 	�
�����
������


��� �
��� �� Σ$ ������ ����
��
����$ ��&� μ � ����
��
��� �
��'

(ii) ��� ���
������ B ∈ Σ " ��#
� p(·, B) : Ω → R ! F
���
���� 


μ

����������'

(iii) ��� ���
����� A ∈ F 
 B ∈ Σ ����� !���� �
��
���

μ(A ∩ B) =
∫
A

p(ω, B) dμ(ω).

3 	��
��� 4�) �������� ���	���� ���'"���� � ���	�	�� ����� �	
����
���
���	� σ$�������'
��


���
��� ���� ����� (Ω, Σ, μ) � �����
� 	
 ��
������� 	�
�����
���


������ ���������� ��
������� �������� �
��� 
 	�
�����
����������

σ
�������� Σ� σ
�
�������� F ⊆ Σ ! ������ � 	���� ���
 
 �
���� ���
$

����

(∀B ∈ Σ
)(∃C ∈ Σ(B)

)
p(ω, C) =

1
2

p(ω, B) ��� ����� ��
� ω ∈ Ω,

.4�)2
�� p �  ����� �
�� �� Σ �
������ F �



��� �����	
�� ��
�����	���� ��

��� ���	�	

� ����
� �������
�� �� ���
��
� p(ω, C) = 1/2 p(ω, B)
��� ����	 ���� ω ∈ Ω 	������	


� �� ���
��
�∫

A

p(ω, C) dμ(ω) =
1
2

∫
A

p(ω, B) dμ(ω)

��� ���� A ∈ F �
���
��
� ��
�
������ ��� ��
�
� 
�� ������� �
��!� ������" σ#���#

��!	$���

������� �	�	 ����� Ω = [0, 1]2, Σ � ��	�
��
��� σ��
���	� ���������

Ω, μ = λ × λ � ��	� ������ �� Ω, F =
{
A × [0, 1] : A ∈ B}

� �� B �

��	�
��
��� σ��
���	� �� [0, 1]�

��� ������
�" �
���
� B ∈ Σ � ������
�!� ω = (x0, y0) ∈ Ω ������	#
�� Bω =

{
y ∈ [0, 1] : (x0, y) ∈ B

}
� %��������� �� Bω ∈ B ��� ���
�!�

ω ∈ Ω� �������� �
���
� B̃ω =
{
(x0, y) : y ∈ [0, 1]

}
� �	�	
�
�� ����

$��	�������� �
���
 
� Ω � �� � 	���
�� !��	����&
�' �� Bω� %!��
� �

	��	��' (�$�
�� ��� ������
�� A × [0, 1] ∈ F

μ(A ∩ B) =
∫

A×[0,1]

λ(Bω) dμ(ω).

)
�	� � 
�*��� �������� ����
� ���� 
���+ p(ω, B) = λ(Bω)� , ��$�#

� -./ ��� ���	�	

� �
��!�" �������
� ��	��
��� ����
�!� ��
	��
� 
�!�
�������

� � ����
��� Lp[0, 1]2 ���
��
� F � ���� �����
'� �

	!����

'
�� ���!�� ���

��� &��
� 
� $��� ���	�	

� ����
�

� ����� 01��2�

� ���������	�
�� 
�	���� σ����������

3	
� ���!� ��
�
� 4 ���	�	

� 
��
��
�" 
	��	���


����
� �	�	 ����� μ � �����	��
�� ��	�� F �� Σ � ������� �����
��

��	� μ, Σ � �
��������	������� ��
� ��� ���	�����! ������
�����"
�# F � � �����
�# F � 
�	��� � �����
�# �
� � ��������� ��
����� ξ �� �����	��
��� �	�
��	� (Ω,Σ, μ),

!�� �� ��
����� ��� F � ��� ����	������� �� 

��
���� 	������
�

���������	 )�
��
�� �
�
���	

�� ���	�	

� � �	!����
� �	����
���5" ����
�� ���� �� ���������'
� μ ���
��
� σ#�����!	$�� F -�� 6� ��7/�
8 ���	� ��� ������ 
	��	�� ��
�� &�
����

p : Ω × Σ → [0; 1]



�� �� ��������	�
 �� ��
��

����� ��
	
 ��
 ������� ����������� ω ∈ Ω ������� p (ω, ·) � ������������

����� �� Σ,
�
 ��
 ������� �����������Δ ∈ Σ������� p ( ·, Δ) �
����� ��������

F ,
�
 ��� ���������� A ∈ Σ

μ(A) =
∫

Ω
p (ω, A) μ(dω).

 �����
��� �� � �!�����" �����
" ��� �����! ���!���
#�! ����������

�������� F ����� $��
���
 �������
� #
���

(MFϕ)(ω) =
∫

Ω
ϕ(ω′) p (ω, dω′).

%��!�!�� ���������� &
 ⇒ '
( )!"�� B ∈ Σ+(  ����� $ ������� ���

������� n ≥ 1 ����� ����
�� Cn ∈ Σ(B)� ����� �� ��� ���������� A ∈
F : ∣∣∣μ(A ∩ Cn) − 1

2
μ(A ∩ B)

∣∣∣ <
1
n

. *�(	


+!�!�
,!�� *�(	
� �
���
������#
 ������ ���
 p :
∀ A ∈ F : ∣∣∣∣

∫
A

p (ω, Cn) μ(dω) − 1
2

∫
A

p (ω, B) μ(dω)
∣∣∣∣ <

1
n

. *�(�


 ����
 *�(�
 �
��
���� �� ������������� p ( ·, Cn) $'�������� $� �����

�� 1
2 p ( ·, B). -������� � ����
�!����� �
����� $��������� ���� �������

δ1, δ2, �� *�!�!"���#
� ���� �����'��� �� ����������������

∀ n ≥ 1 :

μ
{

ω :
∣∣p (ω, Cn) − 1

2
p (ω, B)

∣∣ > δ1

}
> δ2.

.!$ �'�!�!��� $���������� ����� ������
� ��

∀ n ≥ 1 :

μ
{

ω : p (ω, Cn) − 1
2

p (ω, B) > δ1

}
>

δ2

2
.

/���� '!��#
 $� A ����
��

An =
{

ω : p (ω, Cn) − 1
2

p (ω, B) > δ1

}
,

�����

μ(An ∩ Cn) =
∫

An

p (ω, Cn) μ(dω) >

∫
An

(
1
2

p (ω, B) + δ1

)
μ(dω) >



��� �����	
�� ��
�����	���� ��

>
1
2

∫
An

p (ω, B) μ(dω) +
δ1δ2

2
= μ(An ∩ B) +

δ1δ2

2
. �����

���	
��� �
�������� ���
�
�	�� �	���� ������������� {An;n ≥ 1}.
�
�
�� �
 �

�����	 ������������ ����� 
�� !�

p ( ·, Cn) −→ 1
2

p ( ·, B), n → ∞ (mod μ) �����

� ��������� 
� 
��"
 �� 
���	�� Ω1 ∈ F �����# 
��	�� $����%����	 �	&

���	' �������

(
B,Σ(B)

)
� 
���� p (ω, ·) ��	 (�)������
� ω� ������� 
�

�� ����� �
��

� *%������� %)� ���
���� � !� 
� �������	 
���	��
C ∈ Σ(B) ��)�� !�

p (ω, C) =
1
2

p (ω, B). ���+�

,������ C ���
�	�� ��� ω. ,�
 -.� /� �+�0 ������� Ω ����� ����	�� &
���% �� )���	 
)�����
�������� %)�  ���
�
	 σ&���
��	 F ��)� !� ��%
�������	1 ω1, ω2 ∈ Ω � ������ ���
� 
��	 p(ω1, ·) � p(ω2, ·) ���������% ��
���
�
��
�� �� "��
� � ���
�� ��
� ����������
��% ����� 
���� �
�
&
�	���	 ��)
∀ ω ∈ ΩB :

p (ω, Cω
n ) −→ 1

2
p (ω, Bω), n → ∞. ���2�

��� ΩB 3 F �	
���� 
���	�� 
��	 ��	�	"%� Cω
n �� Bω 3 �
�
�	�	 Cn ��

B �� ���
�
 σ&���
��	 F , !� 
���	�� ω. 4��"
���� �����
��% 
���	�	
Cω �� �����	�����

p (ω, Cω) =
1
2

p (ω, Bω)

� 
���	� {Cω
n ; n ≥ 1} 
��
 ���	 �	����� ��)� !�� 
���	��

C =
⋃

ω∈Ω1

Cω

���
���� �� Σ. ���� ��% C � )������ A ∈ F ���
 �	)��	��������	�%
����������
��%

μ(A ∩ C) =
∫

A∩Ω1

p (ω, Cω) μ(dω) =

=
1
2

∫
A∩Ω1

p (ω, Bω) μ(dω) =
1
2

μ(A ∩ B).

������� μ(Ω \ Ω1) = 0



�� �� ��������	�
 �� ��
��

����� ���	� 
���
��

� �� ⇒ �� �	�����	�
�	�����	 
���
��

� �� ⇒ ��� ��	�� �	��������� ��	��
 �
�� p ( ·, ·)

�� ���	����	����� ��	�� ��	����� ����	���	 �	 ����	����  	 ��� �	!

�
�"�	# ��	$��� B ∈ Σ+ 
���% ���� C ∈ Σ,  	 �� ����
& ��	$��
 ΩB

�	��	# �
�� ���	��%�"�� �
��
��"

∀ ω ∈ ΩB :

p (ω, Cω) =
1
2

p (ω, Bω). '��(�

�����$��	�  	 ��	�� '��(� % ��	��
��	� 
 �	�����"	� ��� �	�	�  	� σ!
�
�������� F ���� ���	�	 ���"�	�� )	����%�	 ����� �	��
�	��
��" �	�!

����
� Ω ��������� ���	�� *���& A0,0 = Ω. +������	 A1,0 ����  	�

���	�����	�" '��(� � B = A0,0, C = A1,0. )	������	 A1,1 = A0,0 \ A1,0.
���
� ������ �� B ��	$��� A1,0� ����%�	 A2,0 �� A2,1. )	�
� � ��	$���
A1,1 ����%�	 A2,2 �� A2,3. )�	�	�$���� 
�& ��	
�� �	 ����
�����	��
�
	�����%�	 �	��
�	��
��" �	�����
� Ω {An,k; n ≥ 0, k = 0, . . . , 2n−1}. )��

"	�� �	$�� ���$����  	 
���% ��	$��� �	��	# �
�� Ω1 �����  	 ���

�	�
�"�	�	 ω ∈ Ω1 �� ���"!���� n ≥ 0, k = 0, . . . , 2n−1 ��%�	

p (ω, Aω
n,k) =

1
2n

, '��,�

Aω
n+1,2k ∪ Aω

n+1,2k+1 = Aω
n,k.

*���& ����� t ∈ (0; 1) -
��	���	� .	�������	 &	�	 ��
&�	��& �	�����

t =
∞∑

n=1

εn

2n
.

)	����%�	 ��	$��� Δt ∈ Σ ��������� ���	�/

Δt =
∞⋃

n=1

(Ankn)rn , '��0�

�� (An,kn)rn �	�
���% ��	 ∅ ��	 An,kn � ����$�	��
 �
� �	�	� �	�
���% εn

���� �� 	����

� � �	��� kn 	����	 ��&���1�� � ����� k,  	 An,k ��

��$��" � 	�2%�����
 �	������
� ��	$�� � '��0�� �	�


μ(Δt) = t,

� ���	$ Δt �� ����$��" �
� F . 3�����% �������% � '��,�� 3��
� �	�	�
��
��	 � �	���	�	�� Δt1 ⊆ Δt2 ��� t1 < t2 ����� ���������� 4����
��"��
���������  	 �� ����$��" �
� F , ����%�"�� � ��	$�� Δt, t ∈ (0; 1) ���!
��&��� ���	�� 5���
��

� �� ⇒ �� �	������� ��� �����1���� �	�������



��� �����	
�� ��
�����	���� ��

������� 	
������
� ����
�� ������
��� �� ⇒ ��� ���
� ξ � �
�

��
��


������ 
! "� �
#  ������$� �� ��	�����! �
  �	
��$��� ��� F . %���!
��	&�'�
��� � �$� �

Δt = {ξ < at}
�
��! "�

μ(Δt) = t

��' t ∈ (0; 1)! ������#�� ��	����' {An,k} 	 ��

����
�� (��)�� %���� ��'

������ �* � �$� � B ∈ Σ �
 ������ �� n, k +� ���' ω �→ p (ω, Aω
nk ∩Bω)

���� F ,����� ��� -
 �
�� �� ���&� � �$� � C ��$ 
 �������
�� 	
�
	

'�

C =
⋂

ω∈Ω1

Cω,

��

Cω =
(⋃

Aω
nωkω

)
∩ Bω,

�������  �
�� ��  � ��.#� 
  ' ����#��
' �
�! "�

p (ω,
N∩

n=1
Aω

nωkω
∩ Bω) ↗ 1

2
p (ω, Bω), N → ∞.

%��� � �$� 
 C ���� 	
������ '�� ����� (����� %
��� �� ��! ������
,

��� �� ⇒ �� ������ ��

�������� 	
�
 � ����� ξ(t), t ≥ 0 � �	
��
��	� ������ � ��
�������	�

�
����� �������
 � ���	�������� �	
��
��� ���
 ��� ����� � t > 0
σ��� �!�� Ft = σ(ξ(s), s ≤ t) � ���"��� #���� � ���"���$�

/���� ���� �����$�  ' 0�0 � ������� ��1! ����$�#��  

��� �� �
,

 �� �� ��	����
��

�������� 	
�
 ����� (Ω, Σ, μ) � �����
� �
 ��
������� ��
��������	�

�	���� !��������� �
��� 
 F ⊆ Σ � ����� σ��
��� �!��� ����� E �

�����
� %��� �� (Ω, Σ, μ)& � ����� �������� MF ������ � �������	�

��� � ����
����� �
� 
 � �!�����	�� ���
 �������
 ����	 ���
�������
'

(i) �������� MF � ���"�	�(

(ii) �������� MF � ���� � ���"�	�(

(iii) 
���� �	������� ���	�	�� ξ �� (Ω,Σ, μ), ��� �� �����	�" �
� F

 ��� ���	������	� )����
��"�	� ������
��



�� �� ��������	�
 �� ��
��

��� �����	
 �� 
� ����
� �	���� �	��� ��� �� � ����
��
�	
��� �
� �	� !
"#���# � ���$�����	���# %�������& �''(� � ()' ��

��� *+,-./ 0�& 1234 5� 6,7389:3,8 ;< =,/3:3>. 89--,? ,=.-9:,-/ @@ A,/3:3>3:<� �
�''B� � C� � A� B'B�B���

�B� D�%	E �� ��& F�G�
 �� �� H
�I��
� J� ��
	�� %"#  K��$ �G	������
 
 L�!
����$ G�%G���������
�$ G���������
 C[0, 1] � L1[0, 1] @@ M"�	L�� � ���"�K�
� �NN(� � )& OP� � H� PB�(��

�P� Q9R.:/ S� T�& UV>3RW,< 1� S�& X.-8.- 6� O9--,? ,=.-9:,-/ 98R -3YV /2;/=9Y./
,Z [989YV /=9Y./ ?3:V :V. 692\9>.: =-,=.-:< @@ U:2R� T9:V� � �''�� � �PC&
O B� � A� �(N��N)�

�]� Q-9/3W,>9 ^� S� _ 8,:. ,8 89--,? ,=.-9:,-/ 38 L∞ @@ ���� H� %3` aG��I�#��
%� %� � b�

�(� c38R.8/:-92// 0�& d49Z-3-3 c� 5+9//3Y9+ [989YV /=9Y./� ^^� � [.-+38�e.3R.+;.-\�
O.? f,-W� U=-38\.-�S.-+9\& �NCN� � g& �PB =�

�C� T9/+<2YV.8W, h� S�& T<WV9<+<2W S� S�& A,=,> T� T� _ +9::3Y. 9==-,9YV :,
89--,? ,=.-9:,-/ @@ A,/3:3>3:<� a:, 9==.9-b�

�)� A+3YVW, _� T�& A,=,> T� T� U<77.:-3Y Z28Y:3,8 /=9Y./ ,8 9:,7+.// =-,;9;3+3:<
/=9Y./ @@ 63//.-:9:3,8./ T9:V� a1,4=-9?< T9:�b ! �NN'� ! B'(� ! A� ��)]�

�� ��������� �� 	��
������
 ����	������

��������� �� ���	��

�� ��������
� ���	����

������ ��	�
���
�� 1� �������� ����� 2

1 ��������	 
� �
��	�
���� 
� ����� ����
2 ����� �	���
���� ��	������� �
��
�
 ����	�����

!	� (Ω, Σ, μ) "	 
 �	
���	 �#
�	 $��� 
 %���	 �
���
" �&
������	 �
�&


�
��� �	
���	' �� ���� �
�	 $	 (��	 
 ��
�
��	��)
��
� 
� ��
�	 ��"&σ&%	 ��

F ⊆ Σ $��� �	�#	�� �
 $���� ��	 �
�����
�
 	*#	��
��
� 
#	�
�
� MF ��

�
��
$ �� 
�� �+
��	 ������
� �#
�	 E 
� (Ω, Σ, μ) $�	�	�	� MF �� �
��	�� �

�	%�	� 
�� "
���	� 
� E' ,�	 �
�� �	�� � 
��	��� ��
� ��	 
#	�
�
� MF

�� �
��
$ -������ � �
��
$. �� 
�� 
� � �� ��	�	 �� 
 �
��
� �
��
" 	 ξ 
�

(Ω, Σ, μ), $���� �� ���	#	��	�� 
� F 
�� �
� 
 �
������
 /
����
� ������&

"���
�'


