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� ����������� �����"
���� ��
����� �� ��
���������&

� ��������	� 
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(��������� ������ ��
��������� ��
������ {xu(t, ω), J(u), U} � ��
��"
��� ���������� �
�$���� xu(t, ω)� ���	 �����
��������	 ��
��� σ "
�����
 �t � #���$������� ����
� J(u) � �������! �����
���� ��
�����
U )�*&

��������� �	 +���$�% u(t) �  � , �t " ����
����� ��� ���� ��"
������� 

�,�
�
�� 
��� x(t, ω) � ���������	 #���$����� J(u) � �������
�����
���� ��
�������&

'��������

vJ ≡ inf
u∈U

J(u). (1)

(��������� ���
���� ������- ���	
� 
��� ��
������ u(t) ∈ U � ���
����� #���$����� ����
� J(u) �
�	��, ���������� ��������� 
��
�

J(u0) = vJ . (2)

��������� 
	 .�
������ u0(t) ���� ����� ������,
��� /�0 �������
��
�������� ��
������� ������ {xu(t, ω), J(u), U} &
1� � ��
������� ��
������ u0(t) � U �� ����, ��� ����,� ��� ���
��"


� 	��� �������� 
� ������, ��
���� �
� �������� ��
������ ũ0(t) ∈ U
�� ������! 
�����
!&

2���	� ���
������ ������ ��
������ {xu(t, ω), J(u), U} ���
�
� ��"
��	 ��
���

 ε � ������ 
�����
� ��
������ τ(ε) > 0 & 3��� ũ0(t) ����"
������, ��
�����
�

0 ≤ ∣∣J(ũ0) − vJ

∣∣ ≤ τ(ε). (3)

��������� �	 .�
������ ũ0 � ��� ����������, /40� ������� τ(ε) "
��
�������� ��
������� ������ {xu(t, ω), J(u), U} &



��� ��������	

� �������	 
���
��� 
����
����� ���������

�
��	������� ��������� ������������ 
���	��

���� �����	� ���������� 
����
�� �����������
�

� 	���	 
���	����	

����� 	� �
��
�	
�	�
� �������
 (Ω,�, P ) � ������
 σ � ������ {�t, t ≥
0}, �t ⊆ � � ����	� ������ ������		� ��� ���������	�� �����
�

dxu(t) = a(t, xu
t , u, ε)dt + b(t, xu

t , u, ε)dw(t)+
+

∫
Z

c(t, xu
t , z, u, ε)ν̃(dz, dt), ∀t ≥ 0, (4)

�� ���������� �
����

xu(t) = ϕ(t), −h ≤ t ≤ 0, ϕ ∈ D. (5)

 �� xu(t) ≡ xu(t, ω) ∈ Rn � ���!	�� ����"���� �����
 #�$� #�$% �
��
���
���&����
������"���� xu

t (t) ≡ {xu(t + θ), −h ≤ θ ≤ 0} � 	���'��! �������
�� (�������� D 	�������	�� ������ )�	�*
�� ��
 
���! �
�������		

���	�*
 +�,% a : [0, T ]×D×U → Rn % b : [0, T ]×D×U → Mn(Rn) � 
�����
*� n× n % c : [0, T ]×D ×Z ×U → Rn % w(t) − n ���

�	�� ���	����	��
�
	��
� ���*��% ν̃(dz, dt) ≡ ≡ ν(dz, dt)−Π(dz)dt � *�	�����	� ������	���


��� ��� 	� ����'��! �
� w(t) +�,% E{ν(dz, dt)} = Π(dz)dt % u ∈ U � l
���

�	�� �����
� ��������	�������	�� ������	!% ε � 
���� ����
���%
E{·} � 
���
����	� ����
��		�-

.�����	�
� ����

'	� ������ ������		� ��� {xu(t), J(u), U} 
 ���
�	���
� �� ����� {yu(t), I(u), U} 	� ����*
 {�t}, t ∈ [0, T ] - /�	�*
�	��
�����
 J(u) ≡ Ju(0, ϕ(0)) � ��

Ju(t, ϕ) = Et,ϕ

⎧⎨
⎩F (xu

T , ε) +

T∫
t

G(s, xu
s , u(s, xu

s ), ε)ds

⎫⎬
⎭ , (6)

� F (ϕ, ε) ≥ 0; G(t, ϕ, u) ≥ 0 -
�����

vI ≡ inf
u∈U

I(u). (7)

0�1� ���	����� ����� ũ0(t) ����
��!	� ������		� �����

{yu(t), I(u), U} � �����

I(ũ0) = vI , (8)



���������	 
����� 
��������
�
 ������������ ���

�� ����	
� ��� 
���� ���������

ρ(J, I) ≡ sup
u∈U

|J(u) − I(u)| . (9)

���� �� �� ������	
����
�
 �
�� ������
 �	� ������ ���������

���� ���� ��� ��� ����� ���������


0 ≤ ∣∣J(ũ0) − vJ

∣∣ ≤ 2ρ(J, I). (10)

��	�
����� �� ��������� ��� ��������� �������� ����������

|J(u) − I(u)| ≤ 2ρ(J, I). (11)

����
� ���� ���

−ρ(J, I) ≤ J(u) − I(u) ≤ ρ(J, I),

!� �
����������
J(u) ≤ I(u) + ρ(J, I),
I(u) ≤ J(u) + ρ(J, I).

(12)

�� ���������� vI � vJ ����" �#�� ����� vJ ≤ vI + ρ(J, I) � vI ≤ vJ +
ρ(J, I) $ ��	�� |vJ − vI | ≤ 2ρ(J, I) $ !� � �������� ����� ����"


������ �� �� �! ������ ��������� {xu(t), J(u), U} ����
�
 ��	
!

"������� ε � � ��"���#�� ������ ��������� {yu(t), I(u), U} ��� �"�
$

��	
�� ��������� ũ0 ����� ��

ρ(J, I) ≤ τ(ε), (13)

�� τ(ε) % �������
&

'��� ��������� ũ0 � τ(ε) $ �"�
��	
�
� ���������� ������

{xu(t), J(u), U}&
��	�
����� � ���������� ��%� � ��&� ��������

J(ũ0) − vJ ≤ 2ρ(J, I) ≤ 2τ(ε),

!� � �������� ������� �"

'������ � ��� ��(����� ��	����� ��	�� ���(� ������� ����������(�


�������� ��� ������ �)�$ �*�$ !� ������� � ��	� ����+ �������� ε"
,
 �������$ �� ������ �� ������ 
�������� ��	������ ������� ��-

���� 
�������� �)� - �.�$ � �
�+ ��
������ ε = 0 " / ���������� ���� ���
������� ��	�� ���� u0 �� ����������(� 
�������� u0 "

0��(������ ��(����� ��	����� ������������� ������ ��� ����� 
�-

�������$ !� ��������� ���� ��� ��	�� ���+ ������ �� ������1 �����-

��1 τ(ε) "



��� ��������	

� �������� ��		
���� 
���
�	��� ���������

�����	
��
 �
���	��� u0(t, ϕ) � �	������ �
���	��� v(t, ϕ) �	�	�� ��� �
��� ����	�	����� � �������� �


�	�	 �� !

inf
u∈U

[L(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) + G(t, ϕ, u, ε)] = 0, (14)

v(T, ϕ) = F (ϕ, ε), (15)

�
 Lv �
	"��# ��$����
���	
���# %�
�	�%� �	 �%��&���	' �	�	�� (%)�
���* �+�* 	 �	�


L(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) = ∂
∂tvϕ(t, x) + (∇v(t, x), a(t, ϕ, u, ε))+

+1
2Sp

[∇2vϕ(t, x)b(t, ϕ, u, ε)b′(t, ϕ, u, ε)
]
+

+
∫
Z

[vϕ(t, x + c(t, ϕ, z, u, ε)) − v(t, x) − (∇vϕ(t, x), c(t, ϕ, z, u, ε))] Π(dz).

(16)
,�� �
�
� - ′ - �%��	�
�% %�
�	.�/ ��	���%���	��� �
��%�	 	"% �	����

.�0 ∇v ≡
(

∂v
∂x1

, ∂v
∂x2

, ..., ∂v
∂xn

)′
0 ∇2v ≡

{
∂2v

∂xi∂xj

}
, i, j = 1, n0 SpA � �
��

�	���.� A0 (·, ·) 1 ��	
����# �%"��%�2

3��������%* 4% ����� �	�	 ��%5��	 V0 � �
	�� V ����� �
�
�
���%�
��$
�
�.�#%���' �% x � %��� �	� �% t $���.�%�	
��* 4% �
� �%��
��%6%
v ∈ V0 ����� � U �
���	��� u0 ∈ U * �
� ��%6% �%��6	����� �%��	 ��5��
6�	��.� � 
���# �	����� �������� ����!

inf
u∈U

[L(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) + G(t, ϕ, u, ε)] = L(t, ϕ, u0, ε)v(t, ϕ) + G(t, ϕ, u0, ε),

(17)
�
 u0 = u0(t, ϕ, v, ε) 2

7�4% �����	���� ��8� � ����* �% %�
�5��% �������� �
� ��	'%�5
���
v !

L(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) + G(t, ϕ, u, ε) = 0; (18)

v(T, ϕ) = F (ϕ, ε). (19)

9%��&��%� .��: ��	#%�%: �	�	�� ��;�* ��<� �"�6	����� � �	�����/ �	�	��
�
���	��� ��� 1 ���* 	 %����	
��
 �
���	��� ��	'%������ �� ��������%�
)
��� ��8�2
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���
 
��� ���������� � ��� �� ε ���������� ��������

v(t, ϕ) = v0(t, ϕ) + εv1(t, ϕ) + . . . , (201)

L(t, ϕ, u0, ε) = L0(t, ϕ) + L1(t, ϕ) + . . . , (202)

G(t, ϕ, u0, ε) = G0(t, ϕ) + G1(t, ϕ) + . . . . (203)

���������� 
201��
203� � 
���
 
���
 ����������� �� ���� ����������

��� �!����� ��� ��������	 �������	 ε 
 � �����"���� ����#���

i∑
j=0

Lj−1(t, ϕ)vj(t, ϕ) + Gi(t, ϕ) = 0; i = 0, 1, 2, . . . , (211)

v0(T, ϕ) = F (ϕ, ε); vi(T, ϕ) = 0; i = 1, 2, . . . . (212)

$����"�� ��������� u0 ����#��" ��� ���	  ���!������� vj (j =
0, 1, 2, ...)
 �� � ��������	 
201��
203� ��#��% � ���������� Li(t, ϕ) �  ���
�!������� Gi(t, ϕ) (i = 0, 1, 2, ...) ���&��� ��# ��#��" ����#��� ��� ���	

 ���!������� vj (j = 0, 1, 2, ...) '
(�	�% �������� Li(t, ϕ) �  ���!����� Gi(t, ϕ) ����#��" ��)� ��� �����

�����&� �����  ���!������� vj , j = 0, 1, 2, ..., k. *���!����� v0 ��������

��"�� � �������� L0v0 + G0 = 0
 �  ���!����� v1 ��������� � 
211� ���

i = 1 +
L0v1 + L1v0 + G1 = 0;

 ���!����� v2 ��������� � 
211� ��� i = 2 +

L2v0 + L1v1 + L0v2 + G2 = 0;

*���!����� vk � 
211� ��� i = k +

k∑
j=0

Lj−1(t, ϕ)vj(t, ϕ) + Gk(t, ϕ) = 0,

��,��
 ���������)���� (211)
 (212) � �������- ��� ����������&� ���	��

�#����  ���!������� vo, v1, . . . , vk'



��� ��������	

������	 ��
���
� δk(t, ϕ) � ��� ���
�������� �� �
����
���

v0, v1, ..., vk �

δk(t, ϕ) ≡
k∑

j=0
εi

[
i∑

j=0
Li−j(t, ϕ)vj(t, ϕ) + Gi(t, ϕ)

]
−

−L(t, ϕ, uk, ε)Qk(t, ϕ) − G(t, ϕ, uk, ε),
(22)

��

uk ≡ u0(t, ϕ, Qk, ε); Qk ≡ v0 + εv1 + ... + εkvk. (23)

� �211�� �212�� ����� ���� ���
����

L(t, ϕ, uk, ε)Qk(t, ϕ) + G(t, ϕ, uk, ε) + δk(t, ϕ) = 0, (24)

Qk(T, ϕ) = F (ϕ, ε). (25)

�	� �
!!�� ��"�� ��#� � ��$�� ��%�� 	���&��	� uk ' 	�����
�
�

������

�� Qk ' (�
�) 	
�
 *�

��
� �	�	� &
	+ ����� ������

�

{xu(t), J(u), U} � ��

Ik(u) ≡ J(u) + Eϕ0

T∫
o

δk(s, xk
s)ds, (26)

�� Eϕ0 � ��	� ��� E0,ϕ � �

J(u) = Ju(0, ϕ0) ≥ inf
u∈U

Ju(0, ϕ) = v(ϕ0).

������� �� ���� δk(t, ϕ) ≡ o(εk+1)� �� ���	
���
 uk �� ����

�	��� ���� �	�� k � �� ���������
� �� ������������ ���	
���


{xu(t), J(u), U} � �����

v(ϕ0) = J(uk) + o(εk+1).

,	����

� ���
���� � ��	���� �-

� �������	 
����
������ ���������� 
� �
���

	������� ��������� ��
��� {xu(t), J(u), U}
�- � � �
�
� �211�� �212� ���
�����	 (�
�) 	
�
� v0, v1, ..., vk -

�- �� (	���
��� ���� ���
�����	 ������

� uk -
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�
 ���������� �� ��	����	
 ��������� ���

����
�
 ��������
����	����

������� �� ����� ���	
����


γk(t, ϕ, u, ε) = L(t, ϕ, u, ε)Qk(t, ϕ) + G(t, ϕ, u, ε) (27)

���������� �� t ∈ [0, T ] � ∀ε ≤ ε0 � ∀ϕ ∈ D � ������� ‖ϕ‖ ≤ K �����

��
���� ����� �����
�

|γk(t, ϕ, u1, ε) − γk(t, ϕ, u2, ε)| ≤ K · |u1 − u2| . (28)

���� �� k��� ���
������ �� ������
��� � 	�������� u0 ����!� 	����

����� "#$�"%$� &� �������'� �����
�( ")*$� ����� ����� 	��������

��	�� �
� �	� �

u = uk + o(εk+1). (29)

	�
�����
� �� �! u1k(t, ϕ) � ����� �

����	� ���������� ��� ��
�


u1k(t, ϕ) − uk(t, ϕ) = o(εk+1). (30)

���"���� ��� �
�����
�
 ��������� ���
��#���� �
������
$����

L(t, ϕ, uk, ε)Qk(t, ϕ) + G(t, ϕ, uk, ε) + δk(t, ϕ)+
+γk(t, ϕ, uk, ε) − γk(t, ϕ, u, ε) = 0.

%
�����	


δ̄k ≡ δk(t, ϕ) + γk(t, ϕ, uk, ε) − γk(t, ϕ, u1k, ε). (31)

&
�� 
�����	


L(t, ϕ, u1k, ε)Qk(t, ϕ) + G(t, ϕ, u1k, ε) + δ̄k(t, ϕ) = 0;

Qk(T, ϕ) = F (ϕ, ε).

'���
��"�
 	
��� �
����� ���������� (�)*� (�+*�
,���	�	
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0 ≤ |J(u1k) − v(ϕ0)| = o(εk+1).
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