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(1)

ЗАДАЧА ТИПА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

в настоящей работе, являющейся развитием работ [3, 6], изучена задача

типа Дирихле для гиперболического по Гордингу уравнения 2n-го порядка

с постоянными действительными коэффициентами в области D = [О, Т] х Qm'
где Qm - т-мерный тор, полученный отождествлением противоположных

граней параллелепипеда [ х 1 О :::;;; Х; :::;;; 2л:, j = т.-m}, и установлены усло­
вия существования, единственности и корректности решения задачи.

Рассмотрим в области D задачу

~ al'lu (1, х)
~ а/ ------'-----'---;-1- = t (t, х),

\II"';2n д/2I Одх: ' . . . дх",:,

~ ьШ a!Slu (1. Х) \ - 0(' - -1-)
~ , s - J- ,n,

ls/",; N at2soax" дх т 1=0
,о "'; n- I I ... т (=Т

(2)

где аn;о; ...,О = 1; а" b~i) Е 11\; l = (lo, [1' • • • , (т)' 5 = (50' 51' . .. ,5~), III =

= 2lo + [1 + ... + [т' Вид области D н алагает условия 2л.-периодичности

по х на функции и (t, х) и t (t, х) .

Предположим, что при любом фиксированном 50 = О, n - 1
n

~ ~ [b~~~ s ,] 2=F0. (3)
;= 1 I s'I~N-2sо

Уравнение (1) гиперболическое по Гордингу, т. е. V ; Е [R '" (О } корни
).., (;) уравнения

(4)

удовлетвор яют условию

RеА;Ю <С (j = 1, 2n ). (5)

В дальнейшем используем такие обозначения: k = (k}, , km) , I k 1 =
= 1 k} 1 + + I km 1; (k, х) = kl X l + ... + kmxm; 5' = (51' , 5m); HQ (q =
= О, 1, 2, ) - гильбертоно пространство 2л - пе риодических по всем пере-

менным функций V (х) = ~ Vk ехр {i (k, х) } со скалярным произведением,
k

индуцирующим норму Ш :

11 V (x)IJ~ = (2л:)m ~ [1 + 11 k li2 ]Q\ и" 12; (6)
а jkj ;,O

H~ (q~ р) - г ильбертово пространство функций u (t, х) таких , что V t Е
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Е [О, Т] a1u (1, х) (l = О, р) принадлежит пространству H
Q

_ 1 и является не­
at l

прерывной по t в норме Hq_ l . В пространстве н; норма определена формулой

т IJ

11 и и, x)II~/P = S~ 11 a1u (1; х) (Р dt. (7)
q О 1=0 д! IHq-1

Будем рассматривать решения задачи (1), (2) из пространства H~". При

q:>= 2п + [ ; J+ 1 согласно теореме Соболева о вложении пространств

решение будет классическим.

Решение задачи (1), (2) ищем в виде ряда

ии,х)= ~ uk(t)exp{i(k,x)}. (8)
\k\~O

Тогда для определения каждой функции Uk получаем краевую задачу

т

~ аI П (ik./'?
\11,,211 '\'=1

11-1

""" Аи) (k) d2ащ (t)
.... а dt 2a
а=О

\1=0 = О (j = 1, п).
I=T

(9)

(10)

(9*)

т

Здес ь A~Г (k) = ~ b~~s, П (ikv)sV; tk (t) = _1_m- ~ t (t, х) itk,X) dx.
\s'\';:;N-2а '\'=' (2л) Q

т

Рассмотрим случай простых корней уравнения (4) при G= k. Тогда для

каждо го вектора k однородное уравнение

~ а, П (ik'\'{'l d210U~ (1) = О
111';:;211 '1=1 dt о

имеет фундаментальную систему решений

~щ.i (t) = ехр {Лj (k) t), Uk.I1+; (t) = ехр {- л; (k) t}; j = (т;!i)} ,
где л;(k)(j = 1, п) - корни уравнения (4) при G= k.

Решение задачи (9*), (10) имеет вид

11

Uk и) = ~ [сцехр {л; (k) t} + Ck,I1+;exp {- Л; (k) t}],
;=1

где Ck,q (q = 1, 2п) определяются из однородной системы уравнений, опре­

делитель которой

"
~ (k) = [А (k)]2 П [л~ (k) - л; (k)]2 П [ехр (- Лj (k) Т) - ехр Лj (k) Т].

l';:;p,r"n j=1

Здесь А (k) = det 1I A~)II.
Теорема 1. для единственности решения задачи (1), (2) в пространстве

н: необходимо и достаточно, чтобы ни одно из уравнений

1 - ехр 2л; (k) Т = О,

А (k) = О

не имело решений в целых числах k1 , ... , km .

доказательство теоремы проводится по схеме доказательства теоремы 1
в работе [3].

Пусть- для некоторых значений 50 условие (3) не выполняется и количест­

во таких 50 составляет v. Обозначим через Ау (k) произвольный минор поряд­

ка n - v матрицы 11 A~) 11. Тогда справедлива такая теорема.
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Теорема 2. для того чтобы два решения задачи (1), (2) из пространства

H~~ отличались на функцию Р (t) ехр {i (k, х) }, где Р (t) - произвольный
полином степени 2у - 1, необходимо и достаточно, чтобы ни одно из урав­

нений (101) и А " (k) = О не имело решений в целых числах k l , ••. , kт .

доказательство осуществляется аналогично доказательству теоремы 1 с

использованием теоремы Бине - Коши об умножении определителей [2)
и леммы 1.1 из работы [4].

В дальнейшем будем считать, что имеет место единственность решения

задачи (1), (2). Тогда дл я каждого вектора k существует единственная функ­

ция Грина Gk (t, Т) задачи (9), (10), с помощью которой решение этой задачи

представляем в виде

Т

Uk (t) = Sо, (t, Т) f k (Т) а»
О

И для решения задачи (1), (2) получаем выражение

Т

и (t, х) = 2: J' а, (t, 1:)fk (1:) d-r:exp { i (k, х)}. (11)
Ikl;> Ou

В квадрате К: { О ::::; t, Т ::::; Т} (за исключением сторон 1: = О И Т = т)

функция Gk (t, 1:) определена формулой

"
с, (t, 1:) = е. и, 1:) + ~ (- 1)" { ( е-Л"Т + еЛvТ) [(-- 1)" e'-v('t- I) + е-л,,('t-I ) ] +

,,=1

+ 2 [(- 1)" e-I",)( 't+I-Т) - i ,,('t+t- T)]} Х

Х {ЛV (k) (е-ЛVТ ~ i"T) P~1 [л~ - Л~]Гl
Р",!="

где gk (t, 1:) - фундаментальное решение уравнения (9*). На стороне 1: = О

(1: = Т) квадрата l( функция Gk (t, Т) доопределена по непрерывности справа

(слева). Выражения

"
ЛV (k), П [л~ (k) - ~ (k)], 1- i'-v(/I)T (У = l;"ri),

р=1

Р",!="

будучи отличными от нуля, могут становиться как угодно малыми для бес­

конечного множества целочисленных векторов k. Поэтому вопрос о сходи­

мости ряда (11) связан с проблемой малых знаменателей.

Теорема 3. Пусть существуют константа М и натуральные числа W1,
Wz, Wз такие, что для всех (за исключением конечного числа) совокупностей

целых чисел kJ , ••• , kт выполняются неравенства

11 - iл/k)Т I> м Ik Г(!J)t+ Е/З), (12)

Iк, (k)1 >м Ik Г( !J) ,+ef3>, (13)

"П Iл~ (k) - л~ (k)1 >м Ik Г(!J)з+е/з ) (j = Г,fi:) (14)
р= 1

р:/=;

(О < е < 1) и пусть f (t, х) Е Hg, где (J = q + Ы1 + Ы2 + Wз + 1.
Тогда существует решение зада ч и (1), (2), которое принадлежит про-

странству H~n (q > 2n) и является корректным относительно функции f (t, х) .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы (11) и опенок (12) - (14) полу-

чаем для нормы функции и (!, х) в пространстве H~" такую опенку:

11 и и, X)liH211 ::::; С 11 f и , x)IIH~'
а (1

где С = С (n, т). Из последнего нер авенства следует доказательство тео­

ремы.
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Рассмотрим случай кратных корней уравнения (4) при ~ = k. Пусть

уравнение (4) имеет 2q корней ± 1.1 (k), ... , + Лq (k) с кратностями соответ-

ственно m1• . .. . m q (m1 + ... + mq = n). Считаем, что Лj (k) =1= О (j = ~).
(Наличие нулевого корня не вносит существенных изменений в формулиров­

ку результатов рассматриваемой задачи.) Решение задачи (9*), (10) в этом

случае имеет вид

q mр

U (/) = ~ ~ [с+ /,p(k)( + с- e-f..p(k)t] ISp-1
k ..:..1 ~ k, sp k,sp •

р=l sp= 1

где коэффициенты cts
p

, Ck.s
p

определяются из системы уравнений, опреде­

литель которой

11 (k) = с (k) П [лJ (k) - л~ (k)]2m1ln
p rl (e-f..рТ _ ipT)Inp•

I:;;;l<p<;;q р=l

Здесь c(k) = [А (k)]2 '~I {j~ [(2j- 2)!!j2Л,( k)m ,(m ,-I)} .

в квадрате К для функции Грина Gk (/, т) задачи (9), (10) и ее производных

по t справедливы оценки

I
alOk (t, Т) 1::;:::: q А, Ik I

I+m
, - 2n 11 - /л,т гт"

at l
'-"::~ I 'Л, (k)Jт, П I 'Л~, (k) - л; (k)l"'v '

I~V~Q

где А, (г = -rq) - положительные константы. не зависящие от k.
Из изложенного следует, что в случае кратных корней характеристи­

ческого уравнения (4) теоремы существования и единственности решения

задачи (1). (2) формулируются и доказываются аналогично теоремам 1 и 3.
Приведем некоторые теоретико-числовые результаты. Сформулирован­

ные и доказанные ниже теоремы покажут, что оценки (12) - (14) достигают­

п

ся для почти всех (в смысле меры Лебега) чисел т и векторов, составленных

из коэффициентов уравнения (1).
Теорема 4. для почти всех (в смысле меры Лебега пространства [RQ)

векторов, составленных из коэффициентов ao. I ,••••, 1т уравнения (1), где Q­
количество коэффициентов, неравенства (13) справедливы для всех I k I >
> к (ao.I') при (О2 = т.

доказательство теоремы осуществляется аналогично доказательству

теоремы 4.19 в работе [7].
mn

Теорема 5. При (j)з = -2- оценки (14) выполняются для почти всех

(в смысле меры Лебега пространства [RS) векторов, составленных из коэффи­

циентэв аl уравнения (1), для всех I k I > к (al ) , где s - количество коэффи­

циентов.

доказательство проводится по схеме доказательства теоремы 4.15 из
2 -

работы [7]. если ввести обозначение !-tj (k) = Лj (k) (j = 1, л).

Теорема 6. Для почти всех (В смысле меры Лебега пространства iRQ+1
)

л

векторов Av• составленных из коэффициентов aO,I' уравнения (1) и числа т .
оценки (! 2) достигаются для всех Ik i> к (<10.1" ~-) при ffi1 = т.

Д о к а з а т t Л Ь С Т В о. На основании теоремы 4 имеем I л'j (k) I>
> C1i k гт+~. Предположим, что I Re Лj (k) I > С1 i k гт+~. Тогда

'11'- ехр (21.1 (k) Т)I > С2 1 Re Лj (lг)1 > с, ikгm-i-
8

(О <:-; < ], j = ~:). (15)
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Если 11т Лj (k)1 > С4 1 k гm+Е
, то

11 - е2лр)Т I > С5 1 sin (2Т Ггп Лj (k))1 > с, I ~ [гп к, (k) - т (k) " где

т (k) Е 7l. : 111т Лj (k) Т1-т (k) л I< т .
Учитывая лемму 2 [5] и то, что I Лj (k) I = 0(1 k I ) при I k I~ 00, получаем

11_е2Лj<k)ТI>С5Ik\: 111~~f(k)1 -; ~~/~) \>С6Ikгm+Е (16)

л

для почти всех чисел т ' Объединяя неравенства (15) и (16), получаем

доказательство теоремы 6.
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ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ОДНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ИНТЕГРАЛА

ПО МЕРЕ ВИНЕРА

Известно, что континуальные интегралы являются удобным математическим

аппаратом в квантовой механике, теории поля, статистической гидромеха­

нике и других разделах науки. Применение этих интегралов к решению

различных прикладных задач требует наличия методов их точного и прибли­

женного вычисления. Приближенному вычислению интегралов по гауссовой

(в частности, винеровской) мере посвящена работа [7], содержащая об­

ширную библиографию по данному вопросу. В статье [3] предложен метод

приближенного вычисления интегралов Винера путем разложения подын­

тегрального функционала по формуле Тейлора . для определенного класса

функционалов такой способ является более эффективным.

Пусть С - пространство непрерывных фун кций х (.), заданных на сег­

менте [О; 1] и удовлетворяющих условию х (О) = О. Пусть, далее, f (х) - за ­

данный на С измеримый функционал. Интеграл по мере Винера от данного

функиноиала (определение см., например, Б работе [1]) обозначается симво-

лом ~ f (х) dwX'
с

В работе [3] показано, что если f (х) (х Е С) - интегрируемый по Винеру

функционал , обладающий для всех х Е С функциональными производными

до (2n - 1)-го порядка включительно, то справедлива формула .
п-l 1 1

Sf (х) dwX = t (О) +~ (2~)! S '" Sь (t1 , ••• , t2k) с (t1 , ••• , t2k) 'х
с k=!· О О

Х d,t1 • • • dt2k +SR2fl-l (х) dwx. (1)
с
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