
мого метода Н = О (п logz п). При этом необходимо использовать О (п2) про­

цессоров.

4. Особенности реализации на ЭВМ. Ранее нами было сделано предпо­

ложение, что все главные миноры отличны от нуля. Действительно, на пер­

вом этапе вычислений достаточно найти одну невырожденную клетку - А 11'

Далее, если уже вычислены все решения систем вида (10) и (11) из k блоков,

то на место k + I-й строки ставим ту, у которой детерминант матрицы
k

As.k+l - ~ As.iZlk (s = k + 1, п; l = 1, п - k) отличен от нуля (максима­
1=1

лен). И, наконец, на последнем этапе вычисление неизвестных X 1m = Х/

возможно в силу того, что система (1 )по условию невырожцена.

1. Вдеводин В. В. Вычислительные основы линейной алгебры.-1Ч. : Наука, 1977.- ЗОЗ с.

2. Недашковский Н. А. Прямой метод решения систем линейных алгебраических уравне­

ний ветвящимися цепными дробями.- Докл. АН УССР. Сер . А . , 1980, N2 8, С. 24-28.
3. Фаддеев д. К., Фаддеева В . Н. Лараллельные вычисления в линейной алгебре.- Киберне­

тика, 1977, N2 6, с. 28-48.

Институт прикладных проблем

механики и математики АН УССР

УДК 512.8

В. Р. Зеписко

ВОПРОСЫ ФАКТОРИЗАЦИИ МАТРИЧНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Поступила в редколлегию

15.04.81

Задача о разложении матричных многочленов 'на множители, или задача

факторизации матричных многочленов, впервые была поставлена в 1956 г.

Я. Б. Лопатинеким [12]. Им же был получен и первый результат в этом

направлении, а именно: приведены необходимые и достаточные условия раз­

ложения регулярного матричного многочлена в произведение регулярных

множителей, характеристические многочлены которых не имеют общих кор­

ней. Дальнейшее развитие этот вопрос получил в работах [4, 5, 7, 11]. Были
получены необходимые и достаточные условия для некоторых типов факто­

ризаций матричных многочленов, впервые указаны эффективные методы

для фактического нахождения коэффициентов выделяемых из матричного

многочлена унитальных множителей, полностью решен вопрос о фактор и­

зации матричных двучленов. Другой подход к факторизации заключается

в том, чтобы выделить классы матричных многочленов, для которых фактори­

зация всегда осуществима. Таковыми являются матричные многочлены

простой структуры и такие, кратности характеристических корней которых

не больше двух [6, 11].
Следует отметить, однако, что вопрос о выделении линейного множителя

из матричного многочлена эквивалентен решению матричного многочленного

уравнения [14]. Последняя задача решалась многими авторами еще в прош­

лом столетии. Матричные двучленные уравнения изучал Кэли. Его теория

была развита дальше Сильвестром, который, в частности, указал на сущест-

вование решений матричного уравнения ХР = 1, где 1 - идемпотентная мат­
рица [17]. Вопрос о решении матричных двучленных уравнений нашел отра­

жение в работах Фробениуса, Диксона, Вейерштрасса.

Хотя в настоящее время проблема выделения регулярного множителя

из матричного многочлена полностыо решена [7], полученные в данной статье

результаты и разработанные здесь методы имеют самостоятельное значение

и находят непосредственное применение в вопросах факторизации матрич­

ных многочленов, при решении матричных многочленных уравнений, а

также будут применены в теории систем дифференциальных уравнений .

Используемые в дальнейшем методы факторизации матричных многочленов

основаны на введенном П. С. Казимиреким понятии значения полиномиаль­

ной матрицы на системе корней многочлена [4, 7].
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Определение 1. Пусть G (х) - полиномиальная р Х q-матрица с эле­

ментами из (с [х], а qJ (х) = (х - CXl)k, ••• (х - cxm)km - некоторый много­
член . Значением полиномиальной матрицы G (х) на системе корней много­

члена qJ (х) называем числовую матрицу

Н!

Н2
MG(x) «(JJ) =

G(kг! )

(о)

i = 1, 2, ... , т: G(j) (х) - производные порядка j от матрицы G (х).
Пусть А (х) - неособенная полиномиальная п Х л-матрица с элемен­

тами из (с [Х], которую можно рассматривать и как матричный многочлен

А (х) = AoXs + A1x
s- 1 + ... + А,. (1)

Обозначим через {Р (х)} и {Q (х)} классы таких обратимых над (с [xJ матриц,

что для каждой матрицыР (х) из {Р (х)} существует матрица Q (х) из {Q (х)},

что

Р (х) А (х) Q (х) = diag (е! (х), .•. , е., (х)), (2)

где е, 1 е '+1, i = 1, 2, ... , 11 - 1. Матрицу diag (EI, ... , Еn) называют формой

Смита матрицы А (х).

Пусть форма Смита матрицы А (х) представляется в виде

diag (EI, ..• , еn) = diag (qJI' '" , (JJn) diag ('ФI' .•• , 'Фn)' (3)

Здесь qJi I qJi+l, i = 1,2, .. . , п - 1 и степень многочлена qJ = qJ!... qJn рав­

на nг, r < s.
Поставим задачу о представлении матричного многочлена (1) в виде

А (х) = 8 (х) С (х), (4)

где 8 (х) - регулярный матричный многочлен с формой Смита diag «(JJI, •••
..., qJn) при условии, что формы Смита матриц С (х) и diag ('ФI, ..., 'Фn) совпадают.

Теорема 1. Необходимым и достаточным условием того , чтобы матрич­

ный многочлен (1) мог быть представлен в виде (4), где 8 (х) - регулярный

матричный многочлен степени r с формой Смита diag (qJl' ..• , (JJn), а С (х) имеет

такую же форму Смита , что и матрица diag NI' о •• , 'Фn), является существо­

вание в классе (Р (х)) матрицы Р« (х), для КОТОрОЙ

rang MDr_I( X) (тр) = nг. (5)

Здесь

Dr_l (х) = [diag (qJI' ••• , qJn)]* РО (х) 1IЕ, Ех, ... , Exr- 1 11:

Е - единичная матрица л-го порядка ; fdiag (qJI' ••. , qJlI)]* - взаимная мат­

рица к diag «(PI. о •• , qJn) [1].
Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и. Пусть имеет место

представление (4). Согласно [10], существуют неособенная числовая матрица

5 и обратимые матрицы Ql (х) и Q2 (х) такие, что

5А (х) QI (х) = 58 (х) Q2(х) Q"2 L
(х) С (х) Ql (х), (6)

где матрицы 5А (х) QI (х) И 58 (х) Q2 (х) неособенныетреугольныес инвари­

антными множителями по диагонали, а поэтому треугольной является и мат­

рица Q21 (х) С (х) QI (х), причем согласно соотношению (3) ее диагональными
элементами будут полиномы 'Фl' . .. , 'Рn' На основании результатов [13] су­
ществуют нижние унитреугольные матрицы и (х) и V (х) такие, что

и (х) о: (х) с (х) QI (х) V (х) = diag ('ФI' ..• , 'Фn)' (7)

Из равенств (6) и (7) следует

5А (х) QI (х) V (х) = 58 (х) Q2 (х) и:' (х) diag ('ФI' ..• , 'Фn)' (8)
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Матрицу 5 А(х) Q} (х) можно представить в виде Т (х) diag (С:}, ... , с:n) , где

т (х) - нижняя унитреугольная матрица. Учитывая легко доказуемое ра­

венство

diag (в., ... , еn) V (х) = У} (х) diag (е}, '" , еn) . (9)

из равенства (8) получаем

т (х) У} (х) diag (~, ...• с:n) = 5В (х) Q21
(х) и:' (х) diag ('Фl' ..• , 'I~r.).

Разделим с учетом соотношения (3) обе части последнего равенства на

diag ('ф}•... , 'Фn)' Получим

5-IT (х) У1 (х) diag (ер}, '" , ерn) = в (х) Q2 (х) и:' (х). (10)

Обозначим через РО (х) матрицу У-
)

(х) ,1 (х) 5 . Легко видеть, что РО (х) Е

Е (Р (х)), как и, впрочем, ,1 (х) Е {Р (x)J. На основании теоремы ]5 [4]
из равенства (10) следует условие (5). С помощью этой же теоремы доказы­

вается и достаточность.

Поставленная выше задача свел ась, таким образом. к выделению

в классе (Р (х)) таких матриц РО (х), при которых ранг матрицы

М[dlаg'ф, •.. .•"'n»).РощIlЕ,Ех. ....Ехг-11I (ер)

не меняется. Как указано в работе [2], таким свойством обладают матрицы

РО (х) = G (х) Р (х) , где

О

С(х) = (1 ])

( ]2)

Е\ - инвариантные множители матрицы А (х) :

\

(О ) ( 1' (Pi j) Pij Ч' i
t ij -+ ti/X -+ .. . -+ t ij Х , Pij = deg - - 1. если 'Ф,,r 'Фi.

~= ~

О, если 'Фj I 'Фi; .

t~7) и> j , k = О, 1•...• Pij} - попарно различные независимые переменные;
Р (х) - произвольная матрица из (Р (х)} .

Отметим, что матрица У1 (х) в соотношении (9) получается из G (х) при

определенном выборе многочленов gij.
Учитывая равенство

[diag (epl' . о • , ерn)]* = ~ diag (ЧJn , '" , ~, 1)
ЧJn ЧJl ЧJn-J

И свойства матрицы MG(x ) «(р) (см. утверждение 4 [5]), получаем эквивалент­

ность условия (5) тому, что

rangM 'ф ф ) (ерn) = nг,
di ag ( ---!:'... .... ._n_ , 1 G(х)РщIIЕ.Ех.....Ехг-11l

ф , Фn-I

где G (х) - матрица вида (11), а Р (х) - произвольная обратимая матрица

из соотношения (2). Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. для того чтобы А (х) = В (х) С (х), где В (х) - регулярный

матричный многочлен степени r с формой Смита diag (ер}.... , ерn), а с (х) име­

ет ту же форму Смита, что и матрица diag ('ф}, о •• , 'Фn), необходимо и доста­

точно, чтобы выполнялось условие (12).
Для практического вычисления коэффициентов выделяемого унигаль­

н ого (Во = Е) множителя можно использовать следующую теорему.
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Теорема 3. В УСЛС1ИЯХ теоремы 2 коэффициенты множителя В (х) =
= Ех

Г
- В1х-

) - ... - ВГ матричного многочлена А (х) находятся как
решения Х 1 = В1 • • • • • ХГ = ВГ линейного матричного уравнения

ХГ

Здесь

а

F (х) = diag ( <Рn , ••• ,
<Р!

1) G(х) Р (х),

(13)

Fr- 1 (х) = F (х) 11 Е. Ех, ... , Exr-111.
Доказательство теоремы 3 проводится путем использования методов,

р азработанных в теоремах 15 и 16 из работы [4].
Поскольку выполняется равенство (12). то матрицы Х}, ... , ХГ опреде­

ляются из уравнения (13) однозначно, однако следует учесть. что если мат­

рица G (х), а следовательно, и матрицы MFr_l(x) (QJn) и MF(x) .r' (QJn) з ави с ят

от конечного числа независимых переменных t~f) и> j. k = О. 1•...• РЧ),
то решения Х 1 . . ... ХГ также зависят от этих переменных. Предавая им до­

пустимые значения из (С. будем получать частные решения уравнения (13)
и строить соответствующие унитальные делители матричного многочлен а.

Определение 2. Представление матричного многочлена А (х) в виде

А (х) = В (х) С (х). где В (х) и С (х) зависят от конечного числа независимых

переменных, будем называть разложением матричного многочлена А (х)

в произведение обобщенных множителей .

Таким образом. теоремы 2 и 3 дают критерий разложения матричного

многочлена в произведение обобщенных множителей и метод их нахождения

в случае. когда В (х) регулярный (в теореме 3 В (х) унигальный) и формы

Смита матриц А (х). В (х) и С (х) связаны описанной выше зависимостью.

Исследуем вопрос о факторизации матричного многочлена. при которой

произведение форм Смита делителей матричного многочлена равно его же

форме Смита. Рассмотрим сначала задачу о выделении из матричного много­

член а регулярного множителя. Пусть для формы Смита матричного много­

члена (1) справедливо представление

diag(E1• .. .• Еn ) = diag (QJ1' ... , <Рn) diag ('Ф}, ...• 'Фn). (14)

где (Pi!CPi+J, 'Фil'Фi+l. i=l. 2, ...• n-l. degcp=n,. '<5. Используя

теорему 2 при G (х) = Е, получаем следующую теорему .

Теорема 4. Для того чтобы матричный многочлен (1) мог быть представ­

лен в виде А (х) = В (х) С (х), где В (х) - регулярный матричный многочлен

степени, с формой Смита diag (СР1•...• СРn), а С (х) имеет форму Смита diag
(~Jl' ... , 'Фn). необходимо и достаточно, чтобы

ran gМ di ag ('I'.n.....~. 1) Р(х)! I Е.Ех .. .. .Ехг-1 1I (QJn) = пз:
':'» Фn- I

где Р (х) - произвольная обратимая матрица из соотношения (2) .
Задача о факторизаuии вида

А(х) = (Ех-В1) ... (Ex-Вm)F(х). m ~s (15)
в предположении , что форма Смита матричного многочлена А (х) р авна про­

изведению форм Смита его сомножителей, решена в работе [3].
Исследуем вопрос о единственности р ассмотренных факторизаций.

Теорема 5. Пусть форма Смита А (х) представляется в виде (14) . Тогда

представление А (х) = В (х) С (х) , где В (х) - унитальный матричный мно­

гочлен с формой Смита diag (ср} .... , СРn). а с (х) имеет форму Смита diag ('Фl,'"

. .. , ~)n) , единственно для каждого фиксированного представления формы

Смита матрицы А (х) в виде (14).
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Доказательство этой теоремы можно найти в работе [8]. Индукцией по

числу выделяемых линейных множителей теорема 5 обобщается на случай

факторизации вида (15) [3].
Факторизация вида А (х) = (Ех - В) С (х) равносильна тому, что мат-

ричное многочленное уравнение XSA o + Xs
-

1
А 1 + ... + А • = О имеет

решением матрицу В [1, 14]. Полученные выше результаты, применеиные к

этой факторизации, дают возможность находить решения (если, разумеется,

они существуют) соответствующих матричных многочленных уравнений.

Другой подход к вопросу о выделении линейного множителя состоит

в следующем. Известно [16], что векторы ql' ... , qk Е (СП, ql =1= О образуют жор­

дановую цепь для матричного многочлена А (х) с корнем а характеристи­

ческого многочлена det А (х), если

qjA (а) +*qj-1A' (а) + ... +~ qj_sA(S) (а) = О,

j = 1, 2, ... ,k, Ч» = а:, = ... = q-(s-l) = О.

Теорема 6. для того чтобы А (х) = (Ех - В) С (х), где

r

~k,=n,
;=1

необходимо и достаточно, чтобы существовала система n линейно независи­

мых векторов, образующих жордановые цепи для А (х) с корнями а1 , •• • , а,

характеристического многочлена det А (х).

для регулярного матричного многочлена А (х) теорема 6 была доказана

в работе [16]. в работах [9, 15] эта теорема доказана для произвольного

А (х), причем в работе r9] она получена как следствие из более общего ре­
зультата о выделении из матричного многочлена так называемых множите­

лей специального вида. В работе [9] предложен также один метод нахожде­

ния жордановых цепей, основанный на обобщении введенного в определении

1 понятия значения полиномиальной матрицы на системе корней многочлена,

приведены достаточные условия выделения линейного множителя и найден

метод его построения .
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ПОСТРОЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО РЯДА ЗАДАЧИ

НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

ДЛЯ КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

ОСНОВЫ качественной теории квазндифференциальных уравнений, в част­

ности ВОПрОСЫ существования непрерывного решения задачи Коши, изло­

жены в работе [1]. в настоящей статье предлагается КОНСТРУКТИВНЫЙ способ

построения фундаментальной системы решений квазидифференциального

ур авнения второго порядка в виде рядов по параметру. Коэффициенты урав­

нения считаем .кусочно-аналитическими функциями с разрывами первого ро­

да в конечном числе точек интервала 10, 1].
На этом основании удается рекуррентным образом определить коэффи­

циенты характеристического ряда соответствующей задачи на собственные

значения , что в свою очер едь позволяет применить двусторонние методы

к оп ределен ию ее собственных значен ий .

Рассмотрим квазидифференциальное уравнение

( f ;Х) у') ' + кт (х) у = О, (1)

где коэффициенты t (х) и т (х) интегрируемые на 10, 1]; л - параметр. Сле­

дуя работе [2], можно показать, что уравнение (1) эквивалентно такому:

х

у (х) = ер (х) - л ~ К (х, а) т (а) у (а) ао:
о

Здесь ер (х) - произвольное решение уравнения

( 1 ')'---т<х) У = О,

а К (х, а) - функция Коши квазидифференциального уравнения

шая вид

{2)

(3)

(3), имею-

(4)

_ [1] _ 1· _
К (а, а) - О, КХ (а, а) = Т(Ci) КХ (а, а) - 1.

Отметим, что квазипроизводная y[l] (х) = f (IX) у' (х) является решением

интегро-дифференциального уравнения

х

уР] (х) = ep[l ] (х) - 1, ~ K~l ] (х, а) т (а) у (а) ао:
О

Фундаментальную систему решений yi (х) (i = О, 1) уравнения (1) ищем
13 виде

Тогда

00

н' (х) = ~ (_I)i »« (х).
;=0

х

уЬ =-= ер/, У)-Г 1 (х) = ~ к (х, а) т (а) у} (а) аа;
о

(5)

(6)

причем epi (х) (i = О, 1) - фундаментальная система решений уравнения (3).
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