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Термоди н ам ическое оп исан ие поверхностных процессов без учета влия­

ния соседних объемов наиболее полно п редставлено в работах [3, 9]. Вз аимо­

связь поверхностных и объемных явлений учитывают , в ч астности, модели­

руя приконтактный слой физической поверхностью [2, 9]. В данной работе '

в отличие от громоздкого операторного метода [2] и метода обобщенных функ­

ций [5, 7, 10], который математически не вполне обоснован ; предлагается МЕ:"

год получения уравнений, описывающих поверхностные и объемные явле­

ния в деформируемых электропроводных телах, основанный на использова­

нии обобщенных теорем Остроградского - Гаусса , Стокс а и транспортной .

Пусть в материальном континууме задано поле произвольной экстен -

сивной скалярной величины, плотность которой а, и векторное поле Ь. Тогда

для произвольного материального объема V = V+ + V-, ограниченного

замкнутой поверхностью А = А+ + А - и разделенного несубстанциональ­

ной физической поверхностью А
П

, наделенной пр иведенными величина ­

ми аП, /;" согласно методике, п редложенной в работе [4], получим

~ Ь . dA = ~ V . bdV + j' ([Ь ] .N+ V . [;П) dA,
v v АП

d r r (da . --+) r { --+ --+ --+
~ .J adV = .) {h + aV . v d~l + .J [а (и - и П) ] • N +

v V А"

da" --+ }+ ----CF& + аПV . иП dA.

(1)

(2)

Здесь и в дальнейшем величины с индексами (+), (- ), (п) определен.ы в

объемах V+, V- и н а поверхности. А П ; [Ь] = Ь+ - ь-; [а (; _ -;n)] =
= [а+ (;+ - -;") - а- (у- - ;П); jJ - нормаль к повер хности р аздела А П ,

направленная из v+ в V-; -;±,-;П - скорости центров масс [7]; 1: - время .

Отметим, что из соотношени й (1) , (2) как частные случаи следуют извест­

ные теоремы Остроградского - Гаусса и транспортна я [6, 8].
Интегральное уравнение баланса массы компонента k для произвольного

материального объема V~ имеет вид

:. ~ PkdV = ±~ v"i~idV , (3)
y lг .= 1 vr,

где Р" -плотность компонента k; ~/' V kj - п роизводство массы и сгехио­

метрические коэффициенты j-й химической реакции.
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Используя обобщенную транспортную теорему (2), находим

± dC'f V -+,± ±1"± п dc~ V .....,п п. ,- +
р ~ + . k = Vkj~i ' Р -----;Ft + . k + kN - kN

+~~-~~-~-~~-~~-~=

=v~j~i (k = 1,2, ... , n-2), (4)

± dro± ;± п droп """"':п -+ _
Р (Fr + v· 1 = О, Р ~ + V· I + jN -jN +
+ Р+ (ш+ - шп) (vt - v'}y) = Р- (ш- - шп) (v"N - v'}y), (5)

n

где р± = ~ pk' ;
k=1

n

Pk - поверхностная плотность компонента

11 n
+ + + п п II ..... ± ~ +..... + / ± ....п ~ п.....п/ пk [7] ; Ci/ = p/i/p-; Ck"= pk/P ~ v = ....::.J pilVJi Р , V = ....::.J оь о» Р -

ч=1 k= 1

..... + ± ..... ± ............п n .....п .....
скорости центров масс; 'il = Pk (Vk - V· _), 1k = Pk (Vk - vп ) - диффузи-

n n

онные потоки компонентов k; ш± = ~ ZkCk'; шп = ~ ZkCk - электриче-
k=) k=1

l'
ские заряды, рассчитанные на единицу массы; j±= ~ Zk7 f, 7п

=
k=1

n .....

= ~ Zk'k - токи проводимости; Zk - электрический заряд единицы массы
k=1

компонента k. Величины с индексом N обозначают нормальные компоненты

соответствующих векторов на границе раздела сред А П "

При переходе от интегрального выражения (3) к уравнениям (4) были

определены скорости центров масс и диффузионные потоки, что дало воз­

можность вместо n вложенных один в другой континуумов рассматривать

один континуум центров масс.

Применяя обобщенные теоремы (1), (2), а также теоремы Стокса и по­

верхностную транспортную [8] к балансовым соотношениям в интегральной

форме на

импульс

энтропию

: j (p~ + Dх 8) dV = j (~ + ~e) . dA,
1: v А

(6)

(7)

(8)

полную энергию

dj( v2 г» 82) j{..... ~ ~- Ри + -Р- + - + - dV =. V· .«(7 + (7е)
d1: v 2 2еn 2fJ.o 4

n-2 }
- /Q- i5 х 8/80110 - ФJ - ~ M k7k • dA,

k= l

а также к уравнениям Максвелла, записанным в интегральной форме в не­

релятивистском приближении:

а С .... ..... (' ..... -+ (' ..... -+ ('

~ J В . dA = - J ~ . dL, J D . dA = J ршdV,
4, L А V

d (' .......... ('"7 ..... (' .......... ('- .....
~ J D· dA + J I . dA = J "Je . dL, J В . dA = О,

А, А, L А

(9)



приходим К дифференциальным уравнениям в объемных и поверхностных
фазах

-+
п dvП + -++ -+п + п - -+_ -+п _ П

Р ~ - Р (и - и ) (UN - UN) + р (и - и ) (UN - VN) =

= V . ~п + (~+ _ ~-) . N+ рПroп (~+ + ~-)/2 +7п х (в+ + IГ)/2; (10)

± ds± -+± ±
р ~ + V • 1s = и. ,

рп ~: + p+s+ (ut - и~) - р-5- (и; - и%) = и~ - V . 7~-ltN + J;N; (11)

р± d~.± = _ v . {( (~:,)2 + (~~2 ) -;±} _~ v . (м!Л:) + (~± + и~):

:v-;± + ~± • й± + р±ro±-;±) +T~ Х (в± Х -;±) - V . 7~ - v . (Ф±7±),
dUП ~ а(3 de~6 { (;+ - -;П)2 (D+)2 (8+)2} + п

рП ~= LJ (J" п ~- 2 + -/>-o-+-f.l.-o- (UN -VN) +
а.fЗ=1

+ { (-_-+П)2 (D-)2 (В-)2} (D+O+ 8+В+)-++v v + + (и; _ и~) + N + N • V _
2 />0 f.l.o />0 f.l.o

--. "+ -f> -"п ,... -t> -"'п --+п ++ N . {и . (и+ - V ) - о- . (и- - V )} - v . 1Q -1QN + lQN -

-Ф+гt + Ф-jN -р+(и+ _ип) (vt -и~) + р-(И- - и
п
) (UN -и~); (12)

БО± +-+J'± = V хХ± бlЗ± + V Х ~± = О
б. ' б. '

N х (в+ - B-)/!J.о = 7 п + рпroп-;п - (5+ + 5-) и~,

Nх (5+ - 5) = ВО (в+ - в-) и~,

V . i5± = р±ro±, 'У' в± = О, (13)

D+ о: пп в+ в- ОN- N=Pro, N- N= •

Здесь П, В - индуктивности электрического и магнитного полей; ~ - тен­

зор напряжений Коши; ;е = i.D +!ев - f (i . i5 + .1е. В)/2 - ген­
зор натяжений Максвелла; величины j и уе связаны с напряженностями
электрического Е и магнитного il полей соотношениями- ) = Ё + -; х
х в, j = н - -; х D; 5,/7, о, - массовая плотность, поток и производсг­

во энтропии; И - внутренняя энергия единицы массы; ~ - тепловой поток;
Ф, M k - термодинамический электрический [1] и химический потенциалы;

Во . ""0- электрическая и магнитная ПОСТОЯНН,ые; А 1 - произвольная ма­

териальная поверхность, ограниченная контуром L и разделенная несуб-
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(14)

(1Б)

(17)

~ "4

&ь дЬ '
сганциональной физической поверхностью А

П

на две части; ~ = -дТ +
+ Vх (Ь х и)+-; (V . Ь). Уравнения (10) - (13) записаны в приближении

, . '---1' -> -) -)

неферромагнигногонеполяризуемоготела (D = воЕ, В =lloH).
Из полученных соотношений видно, что физическая поверхность А

П

характеризуется такими приведенными характеристиками, как поверхност-

ные: концентрация c~, химический потенциал M~, электрический заряд

со", термодинамический электрический потенциал фП, двухмерные тензоры
u А п ~сф u А п П п

напряжении о = (оп) и деформации е = (ea~}, энтропия s и внутренняя

энергия иГ1 • -

Учитывая, что в приконтактной области распределение электрических

зарядов существеннонеоднородно, поверхность А Г1 наряду с указанными

выше будем характеризовать дополнительным параметром Qn - моментом

распределения электрических, зарядов и сопряженным ему чr
п

. Для Qn по­

стулируем балансовое уравнение

.я. ~ QndA = 5fПdА,
d. А" А"

которое в дифференциальнойформе имеет БИД

~ .л, QnV .-; п = fl1
d. I ,

где (- производство момента распределения электрических зарядов .

Дифференциал внутренней энергии и" (sn, e~~, (j)П, c;~, QП) по аналогии

с объемными фазами [1] определяем уравнением Гиббса

2 n- 2

dU
П

= ТПds" + ~ o~[3de~~/pn + 2} M~dc~ + Ф"d(j)П + 1УПdQП/рП. (16)
a.~=l k= l

Здесь т
п

- температура физической поверхности [5].
Из балансовых уравнений, . а также уравнений Гиббса и вытекающих

из них тождеств Эйлера
n-2

и± = T±s± + оf
i/зр± + 2} MtCF + ф±(j)± +

k'=l
± ± . ,+ (Мn гn-l - Mn-1Zn)/(Zn-l - гn),

n-2

и" = тпsп + rJ~а/зрп + 2} M~c~ + фП(j)П +
k=1

+ 1YnQn/р" + (M~гn_l ~ M~_IZ,,)/(Z"_1 - г,,) (18)

находим явный вид функций о;, o~ и в линейном приближении кинетиче­
ские соотношения, которые ввиду их громоздкости здесь не приведены .

Уравнения (4), (5), (10) - (13), (15) вместе с кинетическими уравнения­
МН, соотношениями Коши

3

eq = (V:cUT + Vjuf -:-~ ViUtV juk±)/2,
k=l

е~1З = (vaи~ + VIЗи~ - ±VaU~V [)U//Л)/2,
k=1

уравнениями состояния

ТП = ди
П

, о~1З = оп~, фП = дU
П

,

дsП ' деП J(JJn
а[)

. n го» 1ТfП n ди"M k = --, т - р --
. дc~ - дQП
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на",IlQверхности раздела и- аналогичными в объемных фазах, 'условиями не­

прерывности векторов перемещений

(21)

составляют замкнутую систему уравнений, описывающих механотермодиф­

фузионные, химические и электромагнитные явления в деформируемых

электропроводных телах с физическими поверхностями раздела.

Приведенные уравнения в пренебрежении электромагнитными я вле­

ниямисовпадают _с уравнениями работы [2], если в последних не учитывать

механические моменты и поперечные силы, а также при соответствующих

упрощениях с уравнениями, приведенными в работе [10] для неферромаг­

нитного тела.
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ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ БАЛАНСА

НА ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА ДВУХ СРЕД

И НА ЛИНИИ РАЗДЕЛА ТРЕХ СРЕД

Начало многочисленных теоретических и прикладных исследований разры­
вов в сплошных средах положено в работах Н. Е. Кочина [2, 3]. В работе

[5J, условия на поверхности разрыва получены с учетом возможного сущест­

вования поверхностных плотностей, однако без дальнейшей конкретизации

последних. Одновременно развивалось направление, связанное с изучением

физических поверхностей и линий, наделенн.ых определеннымифизико-ме­

ханическими свойствами [1, 6]. Рассматриваемые в настоящей работе балан­

соные уравнения объединяют указанные два подхода в случае поверхностей

и линий раздела.

- Условимся величины, относящиеся к объемным фазам, отмечать индек-
сами 1,2,3; двойные индексы 12, 13,23 характеризуютповерхности раздела

соответствующихдвух сред, а индекс 123 - линию раздела трех сред. Рас­

смотрим изменение во времени экстенсивной величины

Фl2 = ~ PI2crI2dL;. (1)
SI2

Указанное изменение обусловлено наличием источников а12 внутри поверх-

ности L;12' поверхностным потоком 712 через контур L12 , ограничивающий
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