
k2n = F (хn , х., - -} , h %11 An-J,jF (хn - 4- 'Xj' CPi) +-} hk In) ;

kЗfl = F (Х", Xn_l, СРП-] + hk2n - hk 1n ) .

Погрешность вычислительной формулы (12) есть величина О (h4 ) .

Развив идеи двусторон н их методов, можно построить соответствующие

нел ннейные двусторонние методы типа Рунге - Кутта, которые дают возмож­

ность н а некоторых класса х функций получать не только приближенное реше­

ние ур а вн ен ия (1), но И га ранти ров а н ную оценку потрешиости.

Предложечн ая методика построения нелинейных методов р аспространя­

ется и на задачу Коши

(

Х \

[' (Х) = С · х, {(х), Jg(x, у, t(y))dy) ,

f ( а) = {о,

где х Е [О, bJ, а ФУНКЦИИ G (х , и, и) и g (х, у, и) предполагаются достаточно

глаДКИ .\1И .

J. Бельтюков Б. А . А налог метода Рунге - Купа для решени я и слин ейных интегральных

ура внений ти п а Вольтерра .- Дифферен u . уравнен ия, 1965, 1, N~ 4, с . 545-556.
2. Oules Н. М . Sur j' integrati on num eri que de l' equat ion integraJe de 'v'с 1t спа de sссол dе espeee. ­

С. г . Acad . Sci. )960 ,250, N 8, р . 1433-1435.
3. Роиге! Р . М . f,-\с tlюdе d 'int egratioIl num erique de j'eq ua t ion integrale de \l оl t егга de весо п ое

espece.- Jbid. , N 19, р . 3 10 1-3102.
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МЕТОД ПОСЛЕДОВ;'ТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИй В ЗАДАЧЕ

О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ПУЧКА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Решение р азличных задач математическо й физики методом разделения перемен­

ных приводит к спектральному исследованию пучков дифференциальных опе­

раторов . Методы нахождения и оценки их собственных знаений и собственных

векторов , как и общая спектральная теория такого рода , разработаны пока

еще мало . В данной статье в развитие результатов работ [1, 2, 5] дано обосно­

вание метода последовательных приближений в пр именени и к задаче о собст­

венных з начения х одного класса полиномиальных пучков обыкновенных

дифферен циальных операторов .

Рассмотрим операторный пучок вида

L (л) = л"Lо + л"- 1 L 1 + ' ., + лLn_ 1 + LIl (1)

С самосопряженными оператор ами-коэффициентами L" определяемыми выр а­

жениями

m i

li (y) = !.:: (_ I)'V [p'V .(x)y(V) (x)](V) (i=l , n),
'У=О '

UjJ.y (х) = о (!! = 1, 2m ll ) ,

где U jJ. - ли нейно независимые линей ные однородные краевые услови я, вы-
I 1/ 2т -1 Ь

ражеиные через з начен ия у, у ,у . . . , у Il В точках а и и не содержащие

комплексного пар аметр а Л. Предполагаем , что т; > т. , i = О, п - 1.
Значения параметра л , при которых уравнение L (л.) !J = О имеет нетри­

внальные решения, называются собственными значениями, а соответствую­

шие им решения - собственными векторами пучка . Рассуждая, к ак в работе
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[3], можно пок азать, что спектр пучка (1) состоит и з счетного множества соб­

ственных зн ачен ий конечной кратности.

Предполагаем, что пучок (1) удовлетворяет условиям

(L"y, У) :;> 'У" (у , у) , Уn > О V у Е D, (2)
оператор [о обратим ,

существует многочлен р (Ч = ')..,"-1 + а1л,,-2 + ...+ a,,_ I, все корн и ([.1

которого вещественны и просты, и тако й, что

(- I)i( L(сх.)у , Y»'Vi(Y , у) , 'V i >O VyED (i = 1, n-I),

где

D = !и (х) : у (х) Е с
2111

" [ а , bJ; U"у(х) = О) (~t = 1, 2т,,)}

- линейное чпо гообр аз и е вещественного гильберто в а пр остр анства Н =
= [ 2 [а, /1J.

Пусть уо, Уl' ... , У11- 1 - некоторый набор ФУН КЦИЙ, удовлеТВОРЯЮЩ l lХ

гран ичным условия м (Yi Е D , i = О , n - 1). Определим фун кции у" (v = 11,

п + 1, ...) как решен ия краевой задачи

["У" = - (L"-IYV-1 + Ln- 2Yv-2 + . . . + Loyv-n) (v = П , П + 1, ... ). (3)

Сформулир уем игерационный процесс метода последов ательны х приближени й.

который дает возможность с помощью несложны х вычислен и й получать до­

статочно точные для прикладных целей вер хнюю и н ижнюю границы пер вого

собственного з н а чен и я .

Теорема. Пусть для оператор ного п у чка (1), удовлетворяющего условиям

(2), по игерационной формуле (3) оп ределены фун кции у,. и величины

n-I n

~ a"_ I_k l: (г~ , Y,,+V-j)
1=0 j=!

n 1 "

~ an_1_k 2: (г1, Y,,+v+I-)
1=0 j = l

(4)

Здесь

Если

j

- ~ L"-i+IУ,,-k-J+I,
(= I

,,+1-/

2: L,,+I-i-iУ,,-i- k.
1=1

!kv+! < [2' (5)
где [2 - некотор ая оцен ка снизу для второго собственного з начен и я , то дл я

первого собствен ного зн а чен ия 1.,1 спр аведли ва оценка

12- f.t v
!kV+1 1 ~ ')..,1~ [!v+l. (6)

2- flv+ 1

Обоснование предложенного итера ционного процесса можно осуществить

по следующей схеме .

Исходной задаче о собственных значения х (1) ставим в соответствие в про-

странстве Н - прямой ортогональной суммы п копий исходного пр остранства

"
Н ((у, г) = ((У1' ..., yn)t, (г1' ... , Zn)t) = 1: (YI' г;) - экв ивалентную линей-

1=1

ную задачу

- --
(Т - лS)у = О.

Здесь

2*

"
т = ~ al-lG[,,+I-l];

1=1

n

S = ~ al-1G["-I];
1=1
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- - -
G[kJ = diag (Qk' Qn-k);

_ _ т

Qk : QkY = г; гm = - ь Ln-m+i!ln+k-i-l (т =Ц k> О);
i =1

_ _ __,.. n-m

QI1-k : Qn-I,Y = г; гт = Ь L1!-m-iYi+k+! (т = k + 1, п, k < n).
;=0

С учетом условий (2) можно показать, что задача (7) является самосопря­

женной, а оператор S положительно определен , т . е.

(Sy , y) ,> y (y , y), у> о VYED, (8)

Не уменьшая общности, предполагаем, что оператор Т положительно

определен. Тогда аналогично работе [2] можно доказать, что fl\, обра зуют мо­

нотонно убывающую ограниченную сн изу первым собственным зн ачением схо­

дящуюс я последовательность и при выполнен ии условия (5) спр аведлива

оценка (6).
Нахождение поперечных колебаний упругого стержня с шарнирно закреп­

ленными концами с учетом кручения и изменения ' угла элемента стержня при­

водит к такой нелинейной задаче на собственные значения [4]:

."л,2Lоу + "л,L 1у + L2y = О,

где Е, (i = О, 1, 2) определяются дифференциальными выражениями

loy = СзУ, [1У = С2У" - у, [2У = с1у(4 ) , С1 = EJg/yA, С2 = (1 + E/k'G) J/A,

сЗ = Jy/Agk 'G
и краевыми условиями

у (О) = У (1) = у" (О) = у" (1) = О.

Здесь EJ - изгибная жесткость; у - масса единицы объема материала стерж­

ня; А - площадь поперечного сечения; k' - числовой коэффициент, завися­

щий от формы поперечного сечения; О - модуль сдвига; g - ускорение

свободного п адения. Нетрудно убедиться, что операторы Е, (i = О, 1, 2) самосо­

пряженные, а р ассматриваемый пучок удовлетворяет условия м (2) . В частнос­

ти, можно положить а1 = (с2n
2 + 1) /2сз . Следует отметить, что здесь усло­

вия (2) выполняю тся без каких-либо допол н ител ьных ограничений на физиче­
ские пара метры зада ч и .

ПОЛОЖИ ~1 С1 = С2 = 1, С2 = 2 и, следовательно , а1 = _(n2 + 1/ 2)' Исходя

из удовлетворяющих краевым условиям функци й

Уо = sin лх, У1 = sin nх
из формулы (3) получаем

n
2
У2 = 2 sin лх, n6уз = (3n2 + 2) sin лх,

n1ОУ4 = (4n 4 + 7n 2 + 2) sin лх,

n14У5 = (5n 6 + 16n4 + l1n2 + 2) sin лх,

n18У6 = (6n 8 + 30n6 + 36n4 + 15n2 + 2) sin лх,

л22у ; = (7n1 О + 50nВ + 91n 6 + 64n4 + 19n 2 + 2) siп пх,

n26ув = (8n 12 + 77n1О + 196n8 + 204n 6 + 100n4 + 23n2 + 2) sin лх.

По формулам (4) определяем величины fll = 7,91530, fl2 = 7,59590, ~tз =
= 7,41132, ~4 = 7,30869, ~t5 = 7,25279, fl6 = 7,22276, fl7 = 7,20671, с учетом

оцено к (6) п ри [2 = (n2 + 1/2) получаем 7,16988 :::;; А,1 :::;; 7,20671. Среднее зна­

чение А,l = 7,18830 и, следовательно , ошибка р авна не более 0,25 %.
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Я. д. Пяныло, О. В. Побережный

О ПОГРЕШНОСТИ пвивлижвнного ОБРАЩЕНИЯ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА С ПОМОЩЬЮ МНОГОЧЛЕНОВ . ЯКОБИ

Вопросам оценки погрешности и услови ям СХОДИМОСТИ п риближенного обра ­

щения преобразования Лапласа с ПОМОЩЬЮ ортогональных многочленов по­

священы работы [1-4]. В работах [1, 2] п р едполагались достаточно жестки ­

ми условия на ор и гинал И е го изображение по Лапласу , в р абота х [3, 4] полу ­

чена оценка погрешности сверху . В настоящей статье для определен ного кл асса

оригиналов получена асимптотическа я формула для погрешности прибл и­

женного обращения п реобразования Лапласа с помощью многочленов Я коби.

Теорема. Пусть неп рерывно дифференцируемая фун кция обладает свойст­

в ами

{
А + B{'e-utv!пQt, t --rО ,

f (t)= C +Dt0e-~t lпSt , t --rco,

где А, С, 1', 8, v , q, S - произвольные числа; В, D :f-= О ; и , V> О; t Е [О , со ) .

Тогда для достаточно больших N спр аведли ва формула

NN (t ) = f (t) - fN (t) = _2_ s in-i o <р cos- ko <р {- sin (2Mq:> + 'У] о) [ АГ (1 + i o) Х
л . Sln q:>

Х (2мг (l+ i о) sin ал + Ва-t'ф (М)] + (- l) N cos (2:~:: 'У] о) [СГ (1 + ko) Х

х (2мгО+ kо) sin (~ - "1~ ) л + D ( 2;] )0Г (1 + k) R~ ( 2мг( l +k J Х

Х (s in 11- 1j)( ~~ k) '(8 s i n ( 11 - <P1 ) + ~2 Sin (11 -cr1- CP2)))]},
. {33 } f21'0/a - 1/2' С =1= О ,

CG < ппп 2' 21' + 2 ' ~ < l 2 (1'0 + v)/a - 1/ 2. С = О.

Здесь введены обозначен ия : 'Ф (х ) = Г' (х)/Г(х) ; .J

jГ (l + i 1) RЖ (2мг(l+i, ) [s in 111 +~: 1р (l + i 1) s in ( 1Ъ - <Рз) ] , u = О,
Ф(М) =

l+i' R1 V 2л [ 1+ 2ы ыл ] О't 11- 1 4 fl2 (1+ 2щ) ехр - ~L2 2ы cos 1+ 2щ cos 113, и> ,

t = - ~ [ п cos <Р; 2М = 2N + а + ~ + 2; i o = +- а;

k - 2"10 R 3 . 2и
о - -а- - t-' - Т ' i 1 = 2у + i o; k = -а- + ko; со = - v;

по = - (1 + 2а) ~ ; 11 = (~ - 1'0t v ) Л + 8 СРl +S<P2;
I (3)

( w ) 1+ 200
111 = (а - у) л - q<рз ; 11-1 = \2uш ~\1 ;

[

(.1.2 = [2U (JЮ ОО (2М )2Ш ] 1+2Ш; NЗ = (у - а + -})л +
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