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Обсудим возможности метода квазиобращения [61 при решении задач с обрат­

ным временем для уравнений термоупругости с использованием абстрактного

подхода и результатов [1]. Общее обсуждение проблем термоупругости приве­

дено, например, в работах [3, 8], а граничных задач для уравнений термоупру­

гости с классической точки зрения - в обзоре [5].
Задача Коши. Рассмотрим систему уравнений термоупругости (х Е [R", t Е

Е (О, Т)

д2иat2 - a/J.U - (а1 + Ь) grad div и + ct grad v = fl'

dv . ди
дt - azt'-.v + ~ dlv ---аг = f2'

Здесь и = (и 1 , • •• , и,,), а1 > О, а2 > О. в приложениях п ~ 3. Введем обозна­

чения: Н1 = [[2 ([Rn)]ГI, V1 = .н: ([R")]", Н2 = L2 ([Rn), V2 = н: ([Rn) (см.

[7]). в этой ситуации V; = [Н-I ([RГI)]ГI, V; = н:' ([R") (здесь штрих обозна­
чает антидвойственное пространство). Для уравнений (1) рассмотрим задачу

Коши

в операторной форме система (1) записывается в виде

d211

d12 + A1u + B1v = fl'

Предполагаем выполненным условие

Re(A1u, u»clllull~,+cllull}.{,' uEVl ,

(2)

(3)

(4)

где С1 > О, С Е [R. При п = 3 это условие выполнено, если Заl + 2Ь > О.

(Обычно в теории термсупругости считают, что a/~ > О; это условие в дальней­

шем не предполагается). Из результатов [1) вытекает такое утверждение .

Предложение 1. Пусть f1 Е и (О, Т; H l ) и f2 Е и (О, Т; V;). Тогда з а­
дача (1), (2) имеет единственное решение такое, что и Е и (О, Т; Vl ) , и' Е

Е [2 (О, Т; H l ) , v Е [2(0, Т; V2) П с ([О, Т]; Н2) .

В этой ситуации на самом деле справедливо включение и Е С ([О, Т1; V1) ,

и' Е с ([О, Т]; H l ) .

Обратная задача Коши. Для системы (1) рассмотрим обратную задачу

Коши
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du
&(T)=~lEHl' v(T)=nEH2• (5)



При этом можно сч итать , что f1 = О , f2 = 0* (изменяя, если необходимо , (So>
S1' '11)) . Задача (1), (5) некорректна в классе функций , описанном в предложе­

-щ

нии 1. Поэтому имеет смысл следующая задача : п остр оить решение (и ,
v(e)), е > О уравнений (1) такое, что

!~П; (и(е) (Т) , d~:e) (Т), и ( е ) (Т)) = (So, S1' 11), (6)

где предел берется в пространстве Н = V1 Х Н1 Х Н2 • для этого достаточно
построить такие нач альные услови я ( иов , ИI в , Voe), что соответствующее реше­

н ие з адачи Коши (1) , (2) обладает свойствами (6).
Квазиобращение. Запишем систему (1) в виде абстр а ктного ур авнения

в гильбертсвом пространстве Н:

dU
& + АИ = О . (7)

Здесь И = (и , W, и), а опер атор А задан формулой

10 -/ О )
А = (А 1 О В 1 •

\ о В2 А 2
В силу предложения 1 ура внение (7) порождает сильно неп реры вную полу­

гр у ппу опер атор ов в Н [4]. в качестве урав нен ия квазиобр ащения рассмотрим
систем у

где оператор С имеет вид

dUe
(jf + АИе + еСИе = о , (8);

(

- j,2 О О )

С = О - j,2 О

. О О - !J.2/

И Ие = (1I р" ШВ , Ve). Опер атор А, рассматриваемый как неогр аниченный опе­

р атор Б Н, впол не п одчинен в смысле [4] оператору С (В качестве области оп р еде­

ления D (С) к отор о го берется простр анство [н ' ([]< I1)J" х [Н4 ([]<") ]" Х

Х Н4 ([]<")) . Уравнен ие

dW_+ ::CW=O
й !

(9)

в обр атном времени явл яется абстр а ктным па рабол ическим и порождает ан а ­

л игическую п ол у групп у о ператор о в В Н. Полому у р а внение (8) та кже я вля ­
ется абстр а ктны м п ао аболи ч ес к им [41 . Слэдов ател ь но , дл я уравнени я (8) кор ­

ректн а обр атн а я зал . » 3 Коши с данны ми Ие ( Т) = ( ~o, S1' 1')) .
Метод квазиоба ащен ия п редп исы вает теп е р ь решить з адачу (1 ) , (2), где

( ио , U 1' ио ) = Ие (о) . Обоз начи м это решение через (u ( е), v(e)) . (0110 существует
в силу п редложен ив 1) . Справедливо та кое утверждение .

Предложение 2. Для построен но го решения (и(8) , V(e)) сп р аведливо соотно­

шен ие (6), где п редел понимается В топологи и п ростр анства Н.
Доказательство основано на том , что полугруппы . порожденны е уравне­

ниями (8), (9) (с обратны м нап р авлением времен и) , коммутируют [6] .
Полезно зап исать ур авнение (8) в виде системы двух ур авнений

д2ие див
----af2 - 2ej,2 (fГ - а/;,.ие - (а1 + Ь) grad div Ие + e 2j, 'JUe + а grad Ve = О ,

до ди О О}
е j, j,2 л, Р. d' е - О

----CiГ - clz Ve - е Ve I 1-' lV ----аг - .

• в дал ьнейшем это предпол а гается выполнен ным.
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(11)

Решая обратную задачу Коши для системы (10) с данными

дие ,.
Ие(Т) = ~o, дГ (Т) = 6, Ve (Т) = "1 ,

ди ( е) дие
полагаем, что и(е) (О) = ие (О), --аг (О) = дГ (О), V(e) (О) = Ve (О), и решаем

прямую задачу Коши для уравнений (1). Для полученных решений будет вы­

полняться предельное соотношение (6).
Задача квазиобращения (8) (или (1О» чрезвычайно сложна. Естественно

заменить систему (10) следующей:

д2и

дt2е - а/Ще - (а} + Ь) grad div и; + сх grad Ve = О,

дve 2 ' дие
дГ - Q}f1Ve - ef1 Ve + ~ dJV дГ = О.

Разрешимость этой системы при начальных данных типа (5) гарантир уется ре­

зультатами [I]. При численной реализации система (11) существенно проще,

чем система (10). Однако в этой ситуации не удается доказать равенство (6).
Приведеиная выше конструкция в равной степени применима к случаю

смешанной задачи (с однородными данными Дирихле) в ограниченной области

пространства IR n
• в этом случае следует положить

Н1 = [и (Щ(, V1 = [НЬ (Q)(,

Н2 = U (Q), V2 = НЬ (Q).

Для уравнения теплопроводности в работе [2] получены важные резуль­

таты о сходимости метода квазиобращения в равномерной метрике.
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НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ тоНКИХ ОБОЛОЧЕК

С ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА, РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПО ПРОИЗВОЛЬНОй КРИВОй

Проблема нахождения температурных полей в тонких оболочках с источниками

тепла, распределенными по произвольной кривой, имеет важное прикладное

значение . Теоретически она может быть решена с помощью метода функций

Грина. Однако математические трудности, возникающие при этом, зачастую

становятся непреодолимыми. В настоящей работе предложено подход к реше­

нию краевых задач для оболочек, когда источники тепла произвольно распреде­

лены по кривой, которая может не совпадать с координатными линиями.
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