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РАЗРЕШИМОЕ В КВАДРАТУРАХ

СИНГУЛЯРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ

СО СДВИГОМ И РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

На замкнутом контуре Ляпунова без самопересечений рассмотрим ур ав­

нение

, 1 S[ а (1) '1..' (Т) Ь ( Т) ]
[(и = [а (t) + Ь (t }] U (t) + ----лг ~ - х (Т) -%(1) U (Т) dT = F(t) , 'ЕГ.

г

(1)
При непрерывных функциях а (1) и Ь (/) решение этого уравнения постро­

ено в работе [5]. Предположим, что функции а (/) и Ь (/) не имеют нулей

на Г, а (/) терпит разрывы первого рода в точках 1], ... , 1[, а Ь (1) - в

точках 1/+1, ... , 1т ' во всех остальных точках Г они удовлетворяют усло­

вию Гельдера; % (t) - функция сдвига такая, что %' (t) Е HJJ. (Г), 0<
< f! < 1, %' (/) =F О на Г и значения функции % (/) описывают замкнутый

контур Ляпунова Л без самопересечений. Считаем, что % (t) - прямой

сдвиг [2]. Функция F и) задана в пространстве L 2 (Г, р) С нормой

~ F ~ = и I F (/) 12 р (t) 1dt 1)'/2,
где

(2)

ф- (~) = - 1-.S
2лt

л

rn

р (1) = П 11- Ik IOk, О ~ (Jk < 1, (Jk = const, k = гт.
• = 1

Решение уравнения U (/) будем искать в пространстве Lz (Г, р). Пред­

положим, что все точки 1], ... , 1т различны. Зафиксируем значение

arg а (11 + О) Е [О, 211), по которому выберем arg а (1] - О) так, чтобы

- 2л < arg а (t] + О) - arg а (/] - О) ~ О .

Функция In а ({) на дуге t1t2 кривой Г определяется условием непрерыв­

ности и раве нством 'П а (1] + О) = In i а (1] + О) 1 + i arg а (1] + О). Двига­
ясь вдоль кривой Г от точки 1] к точке 12 по выбранной ветви логариф­

ма, получим некотор ое фиксированное значение arg а (t2 - О) из равенства

In а (/2 - О) = In Iа (t2 - О) i + i arg а (12 - О). Теперь выберем зна чение

arg а (t2 + О) так, чтобы выполн ялось неравенство - 2л < arg а (12 + О) ­
- arg а (12 - О) ~ О. Поступая аналогично, оп ределяем на Г некоторую ·

кусочно-непрерывную фу нкцию In а (/), которая имеет разрывы первого

рода в точках 1], ... , t l . Получим также фиксированные значения arg а (tk +
± О), k = ~ и равенство Inа (1] - О) = [п Iа (t] - О) I + i arg а (1] ­
- О) + 2лiа, а Е ;Z . Аналогично получаем фиксированные значения

arg Ь (tn + О), n = 1+ 1, т и некоторую кусочно-непрерывную функцию

lп Ь (/) с разрывами первого рода в точках 11+1. . .. , 1;", причем

lп Ь (/[+1 - О) = In Iь (11+1 - О) I+ i arg Ь (11+1 - О) + 2лi~, ~ Е 7l,

- 2л < arg Ь иn - О) - arg Ь ([n + О) ~ О, п = 1+ 1. т.
Числа сk определим в интервале [О, 1) так, чтобы

- л (1 + (Jk) < arg а (/k + О) - arg а (/k - О) < л (1 - (Jk), k = U,
-л(1+(Jk)<агgЬ(lk-О)-агgЬ(tk+О)<л(I-(Jk), k=l+l, т,

Приведем уравнение (1) к краевой задаче РИМ<Ш3. ДЛЯ этого введем

аналитические функции

ф+ (z) = _1_. r~ах, z Е о»,
2т J Т - Z

Г

Ь (Т) U (Т)
л.-~ dл, ~Е:Ll-. л, = %(1:), 1:ЕГ.
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Здесь D+ - ограниченная область с границей Г ; д- - внешняя область
с границей А. Воспользовавшись формулами Сохоцкого - Племеля, полу­

чим задачу Рима на со сдвигом

а (/)ф+ и) = ф- [Х и) ] ++F (t), t Е Г,

Ф+ и) Е L 2 (Г, Р), Ф- (и) Е L 2 (А, Р1)' (3)

где

p1(v)=lv-v11<1, ... Iv- vm l<1 m ; Vi=X(ti)·

Введем конформное отобр ажение ер: д- -+ П>; где D- - внешняя

область с границей Г . Согласно методу конформного склеивания [2] су­

ществует однолистная аналитическая функция ш+ (z), определенная в

области D+ и переводящая ее в область о: с границей L; кроме того,

существует однолистная аналитическая функция ш- (~) с простым полюсом

н а бесконечности, определенная в П>, отображающая ее в область Di
с границей L, при этом ш+ (t) = ш- [ер [Х (t)]], t Е Г. В результате
задача (3) сводится к следующей эквивалентной задаче Римана без сдвига:

Фt(Л)=а1(Л)ФiЩ+G(Л),ЛЕL. (4)

Здесь

а1 (л) а и) == 1; 2С Щ а (t) = F (t); л = ш+ (t);
т

ФГ Е L z (L, Р2); Р2 Щ = П Iл - Лi 1(\ л, = ш+ (tJ.
i = 1

Переходя к решению задачи (4), факторизуем коэффициент

а1 (л) = х+ (л) [х- (л)г
l

, (5)

х± (г) = е хр г - (г) , г± (г) = 2~i S l\a~_(~) .п; z Е Dt.
L

Соотношение (5) справедливо во всех точках кривой L, за исключением

точек 101• . .. , 10/. В окрестностях этих точек имеем следующие представле­

ния (см. работу [1 [):
arg a,O'k-О) - arg а'(Лk+О)

х± (г) = (г - f-k) ~>1 Ф, (г) , k = 2, l,
a rg а , (л,-О) - ar g а ,(1. ,+О)

х± (г) = (г - 1..1) 2>1 -аФ1 (г),

где Ф, (г) - ограниченные функции в окрестности точки 'ki'
Условие (4) з а пишем в виде

ф+ (А) [ G (') ] ф-
(л-л )-а 1 -'J->+ 110 (л-л )-а = (л-л )-а_1 +

1 х+ Щ х+ (л,) 1 1 х:

+ 'J->- (х
с
+ (л - л1га] .

Выражение (6) - это равенство функций из L2 (L, Рз), где

т '
Рз (л) = П 1 л - Лk (k; (Jk = (Jk + a,g а1 (л'k - О) - arg a1 ( л'k + О)

~l л

k = Г1; (Jk ~ (Jk; k = 1+ 1, т,

причем выполняются неравенства - 1 < (J~ < 1 за счет выбора чисел (Jk;

'J->+, '[р- - известные проекционные операторы, ограниченные в L2 (L, Рз)
[3]. Стандартными приемами теории краевых задач [1] устанавливаем, что
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функuия

~ (z- л Г(I;--,-. Sо (А) (А-;\1ГО; dл
х (z) 1 2ю х+ Щ (л. - z)

L

есть многочлен Р--а-l (z) степен и (-а - 1) с произвольными комплексными

коэффициентами; Р-0;- 1 = О при а > О . Приравняв обе части равенства

(6) многочлену Р -(1; - 1 (г), ПОЛУЧИМ

ФГ (л) = х± (A~(I; {с:Р± lf' ХО и" - л1га' Jl + Р - 0;-[ (л)} . (7)
(А - /'1)

Если а > О , то дл я р азрешимости задачи необходимы и достаточны

услови я

r -'- : ({) d [w+ (t)Jk = О , k = 1, . . , , а .J х , fw и)] а и) -
г

(8)

Отмети м . что МЫ полу чим все те же решения незав исимо от выбора н а­

чальной то чк и л'k, k = J,I1. наших рассужден ий . .

Пос коль к у ф+ ({) = ф;r [w+ (t)], ф- [Х (t)J = Ф1 [ш+ (t)J, то, использо­

вав правило замены перемен ной в интеграле, полу чим, что ф+ (() Е L 2 Х

Х (Г , Р ) , liГ (и) Е ь, (А, Р 1 )'

Итак . если зада ч а (3) неразрешима, то и нер азрешимо уравнение (1).
Предположим. что з ада ч а (3) имеет решение . Тогда , считая функции Ф+,

Ф- известными . получ аем уравнени я (2) для опр еделения искомой фу нк­

ции И (t) . Перепишем эти уравнения в равносильной форме, но для гра­

НИЧНЫХ зна чен и й а налитических функuий :

и и) = ф+ (t) + чг- (1), t Е Г,

iJ ({) U ({) = чг+ [Х И ] -ф- [Х (/)J , 1 Е Г .

(9)

(10)

(12)

Здесь Чr+ (v), чr- и) - новые неизвестные аналитические функции такие,

что lV+ ( и ) Е с; (Л , Р 1 ) , ~y- (1) Е L 2 (Г , р) . Из уравнений (9), (10) получим
еще одн у З2Д3Ч У Римана со сдвигом

чг+ [Х (/)J = ь (t ) чг- (t) + 01и), t Е Г. (11)

Свободный член О1 - это известная функция вида

О1 и) = ф- [Х (I)J + b(/) ф+ (t) = [а (1) + Ь (I)J ф+ (t) - -}-Р (t).

Если найдем решение чr- и) задачи (11), то формула (9) определит решение

исходного ур авнения.

Составляющие решения задачи (11) принадлежат следующим классам:

чr+ (и) Е с, (Л, Р1), чr- и) Е ь, (Г, р).

Теорема !. Если СХ::::;;; о , f3 > О , то уравнение (1) безусловно разреши­

мо и dim Кег К = f3 - а.

Теорема 2. Если а> О , Р > О , то dim Кег К = ~ . Выполнение условий

(8) есть необходимое и достаточное условие существования уравнения (1).

Теорема 3. При а > О , р ::::;;; О имеем dim Кег К = О и для разрешимости

уравнен ия О ) необходима и достаточна совокупность условий (9) и

jl 01 (t ) d ["'- (t)]П = О 1 ' р, I
У+ [ы- (t )] VJ , n ==:= , ' " , I IJ "

Г

где функции <и-, у+ можно найти с помощью рассужден ий , подобных тем ,

которые приведены для построения функци й ш+, Х+ .
Теорема 4. Если а < О , Р > О, то для разрешимости ур авнения (1 )

необходимо и достаточно выполнение условий (12). Эти условия эквива-
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лентны совместимости алгебраической системы, полученной из условий

разрешимости задачи (3):
dim Кег К = - а - r (г - ранг матрицы указанной системы).

Нами построено решение уравнения (1) в предположении, что функции

а (t) и Ь (t) терпят разрывы в различных точках кривой Г.

Рассмотрим теперь случаи, когда у этих функций есть общие точки

разрыва.

Для простоты предположим, что точки tm и t1 .совп адают . Тогда реше­

ние уравнения (1) ищем в пространстве L2 (Г, р), где р (t) = I t - t1 1(J, ...
... I t - tm- 1 \Gm-l. Числа а2, .•. , аm_1 выбираем, как и в предыдущем

случае. Относительно а1 поступим следующим образом. Введем числа

а1 и а2 так:

ЛG1 = arg а и, + О) - arg а и, - О), ла2 = arg Ь (t 1 - О) - arg Ь и, + О).

Если а, Е (-1, О], i = 1, 2, то а1 выберем произвольно из интервала

[О, 1). Если а, Е (-2, -1], i = 1, 2, то а1 выберем так, чтобы было спра­

ведливо неравенство гпах (1 а1 1 , I~ I) - 1 < аl < 1. Аналогично поступим

в случае, когда несколько точек разрыва коэффициентов а (t) и Ь (t) сов­

падают.

Указанным выше методом можно строить решение уравнения (1) и

в более узких заданных пространствах функций L 2 (Г, р), когда числа

а! выбираются из более широкого интервала - 1 < И; < 1, j = 1,2, ... , т.
Если .

arg а (tk + О) - arg а (tk - О) =1= л (+ 1 - Uk), k = ~,

arg Ь (tk - О) - arg Ь (tk + О) =1= л (+ 1 - Uk), k = l + 1, т,

то видоизменяя приведенные выше рассуждения, можно построить решение

уравнения (1) в L2 (Г, р).
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ДОСТАТОЧНЫЕ ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ

ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

(1)

ak,R, .,. km

bk , .,. Rm +
N,-,

+.;,..)
k =1
т

N

Важное место в теории обычных цепных дробей занимает изучение сходи­

мости. Получены эффективные достаточные и необходимые признаки схо­

димости дробей с действительными и комплексными членами [3-5].
Исследуем сходимость ветвящихся цепных дробей (ЕЦД) вида

N

ьо + ~
k,=l
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