
лентны совместимости алгебраической системы, полученной из условий

разрешимости задачи (3):
dim Кег К = - а - r (г - ранг матрицы указанной системы).

Нами построено решение уравнения (1) в предположении, что функции

а (t) и Ь (t) терпят разрывы в различных точках кривой Г.

Рассмотрим теперь случаи, когда у этих функций есть общие точки

разрыва.

Для простоты предположим, что точки tm и t1 .совп адают . Тогда реше­

ние уравнения (1) ищем в пространстве L2 (Г, р), где р (t) = I t - t1 1(J, ...
... I t - tm- 1 \Gm-l. Числа а2, .•. , аm_1 выбираем, как и в предыдущем

случае. Относительно а1 поступим следующим образом. Введем числа

а1 и а2 так:

ЛG1 = arg а и, + О) - arg а и, - О), ла2 = arg Ь (t 1 - О) - arg Ь и, + О).

Если а, Е (-1, О], i = 1, 2, то а1 выберем произвольно из интервала

[О, 1). Если а, Е (-2, -1], i = 1, 2, то а1 выберем так, чтобы было спра­

ведливо неравенство гпах (1 а1 1 , I~ I) - 1 < аl < 1. Аналогично поступим

в случае, когда несколько точек разрыва коэффициентов а (t) и Ь (t) сов­

падают.

Указанным выше методом можно строить решение уравнения (1) и

в более узких заданных пространствах функций L 2 (Г, р), когда числа

а! выбираются из более широкого интервала - 1 < И; < 1, j = 1,2, ... , т.
Если .

arg а (tk + О) - arg а (tk - О) =1= л (+ 1 - Uk), k = ~,

arg Ь (tk - О) - arg Ь (tk + О) =1= л (+ 1 - Uk), k = l + 1, т,

то видоизменяя приведенные выше рассуждения, можно построить решение

уравнения (1) в L2 (Г, р).
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ДОСТАТОЧНЫЕ ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ

ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

(1)

ak,R, .,. km

bk , .,. Rm +
N,-,

+.;,..)
k =1
т

N

Важное место в теории обычных цепных дробей занимает изучение сходи­

мости. Получены эффективные достаточные и необходимые признаки схо­

димости дробей с действительными и комплексными членами [3-5].
Исследуем сходимость ветвящихся цепных дробей (ЕЦД) вида

N

ьо + ~
k,=l
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с комплексными элементами . Для дроби (1) введем сокращенные обозна­

чени я

N
D(Пl) _ Ь + ~ a k , .. . ks+ l

k , о • • k s - k , ... ks "'-J D(Пl)

ks+l =1 k , ... ks+ 1

Определение 1. Ветвящаяся цепна я дробь называется

сходящейся, если сходится ряд из подходящих дробей

00

" ID(v+l) _ D (V) I
~ о о •

v=o

(2)

абсолютно

Для ветвящи хся цепных дробей существует некоторый способ , позво­

ляющий мажорировать одну ВЦД другой .

Теорема 1. Есл и для ветвящейся дроби (1) существует такая абсо­

лютно сходящаяся дробь

N

"+цk = 1
т

что

I D(Пl) I ~ D(m) > 0
k , .. . k s е-: k , ... k s '

и все Qk,k, .. . ks одного знака, то ВЦД (1 ) абсолютно сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя формулу разности между двумя

подходящими дробями

N

йm+l ) _ D~n ) = (_ l)m 2: b
ak

, km + l

k, • .. .. km+ l =1 k, k , km +l

можно з ап исать

ID&т+" - D&т, I<;;; 1... ....f+,-,
откуда с учетом условий (3) пол учаем

IDgn+1
) - йm) I ::(

i = 1

ak , .. . k i

о(m) 'Ь (m+l) .
k, . . . k i k , ... k,

ID- (m+ ! ) D- (т)
= О - О •

со

Следовательно, ряд ~ ID&V+ l) - D&V) I также сходится, что и требовалось
v=o

доказать .

Определение 2. Пусть М - некоторое подмножество точек комплекс­

ной плоскости . М называется областью сходимости дроби (1) с комп ­

лексными членами Щ,k , .. . ks И b k, k , . . . k s (1 ::( ks ::( N), если для всех аь , .. . k s Е

Е М и bk , ... ks Е М ВЦД (1) сходится .

Определение 3. Подмножество R комплексной плоскости , которому

принадлежат значения всех подходящих дробей и значения бесконечных
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(6)

~
k, • .. .. km+t=1

ВЦД (1) при условии, что все bk,k, .. .k
s
Е М и aktk, .. .k

s
Е М, и которое не мо­

жет быть уменьшено, называется областью значений ВЦД (1).
Теорема 2. Ветвящаяся дробь (1) с комплексными элементами, УДОВ­

летворяющими условиям

Ibk, ... ks l > l ak , ... ks/ + N (I ~ks ~N, s=O, 1,2, . .. ,) (4)

абсолютно сходится, а ее область значени й принадлежит кругу

I г - Ьо !~ N. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим ВЦД вида

со - Ia I
I Ьо 1 +~ k , ... k s

5=0 I bk , ... k s I
и введем обозначения:

iЛ7)...km = Ibk , ... km 1, (7)

~ ( :-.. Iak , .. . k s+ l I
D m

) -Ib I '\k • . .. k s - k, .. . k s - ~ i5<т)

ks+!=1 k • ... k5+ 1

Л1етодом полной математической индукции назад докажем справедливость

неравенств

f D~7)... k s 1>iЛ7)... k s > ! а», ... k s 1. (8)

Действительно, для s = т согл асно условиям (4) теоремы имеем

ID~7)...km I = Ib k, ... k m I = iЛ7)...k s >Ia k, .. . km I+ N .

Предполагая, что неравенство (8) выполняется и для произвольного

р (s ~ р ~ т), докажем его справедливость для р = s - 1.
Действительно, на основании выражений (4), (7) и (8) получаем

N la 1, I N ~ k, ... k, Ь IIаь, ... ks_ l 1~ ak, .. . ks _ 1 I+ - L..J o(гn) . ~ I k, ... ks-l -
ks = l k , .. . km

~ Iak , ... k s I _ D~ (т) Ь ~ Ia k, ... ks I
- L..J - (т) - k, ... kS_ 1~ 1 k, ... kS_1 1- L..J о(m) •

ks=1 Dk , .. . k s ks=1 н, ... ks

Таким образом, элементы дробей (1) и (6) удовлетворяют условию мажора­

ции. Следовательно, достаточно показать сходимость дроби (6).
В силу неравенства (8) справедливы соотношения

-Iak 1т -Ia I, ... km+l П k, .. . k i

Ь -() - ( + 1)
k, ... km+l i=! D k

m
k.D k

m
f, •

1 ··0 l. t 0 . 0 'lt

N

= (_I)m+1 ~
k, . .... km+ l = 1

-1 ak, ... km+ l I

I"», ... km+ 1 I
п - I ak, .. .kil

i5(т) i5(m+l)
i=l k, ... k i k, ... k i

Таким образом ,

м N

~ 18~V+l) - .8~v) I~ IЬо I - IЬо I+ ~ Iak
, I ~ н,

v=o k ,= l D( m+l)
k.

откуда с учетом неравенства (8) заключаем , что

I D (m) - ь 1=1 f ~I:;;:::: ~ ~:;;::::Nо о ..:.J о(m) """ L..J ~ (m) """ ,
k , =1 k, k ,= 1 D k,
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т . е . ВЦД (1 ) абсолютно сходится . Т а к как

1 Dbm
) - Ьо 1 = 1 kl:,N__

1

;(~) I~ f -1a-",k,,---I_ ~ N
- k , k ,= 1 I Ь~7) I

N

~ ~ I Щ,1
k,=\

согласно неравенству (8), то область значений дроби (1) принадлежит кругу

Iz-bol ~ N,

что и доказывает теорему.

При N = 1, т. е . для обычной цепной дроби , полученный признак

совпадает с известным достаточным признаком сходимости , который был

независнмо доказан А . А . Марковым [2] для дробей с действительными

элементами , И. В. Слешинским [3] и А. Прингсхеймом [4] для дробей с

комплексными членами. Следующий достаточный признак по имеющимся

данным не имеет аналога в теори и обычных цепных дробей.

Теорема 3. Ветвящаяся цепная дробь (1) с комплексными членами,

удовлетворяющими услови я м

N

Ibk, ... k5 1> 1 + ~ lak, ... k5+\1 (l~k5 ~N;s=0,1, .. .), (10)
k5+1 = 1

абсолютно сходится , а ее область з начени й принадлежит кр угу

N

1z - ь, 1~ ~ I а», 1· (11)
k ,= 1

д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в теореме 2, введем в рассмотрение

ВЦД (6) и обозначения (7). По индукции докажем справедливость нер а ­

венства

ID~~I... km I>iЛ~)...k
5
> 1. (12)

действительно, для s = т согласно условиям (10) теоремы имеем

N

1Й7)... km r = 1 bk, ... "m I = b~7) .. km > 1 + ~ 1 ak, ... km+1 1.
km+ i =l

Предположи м, что неравенство (12) с праведли во дл я произвольного р

(т > р > s) и докажем его справедливость дл я р = s - 1:
N N а

Ь " '\" н. ... "5

1~ I ", ... k 5_ i 1- .L.J 1аь, ... k s !~ 1bk , . .. k'_1 I- ..Li D (m )

"5= 1 ks= 1 ", ... k5

~ (m ) Ь ~"" 1 a
k

, ... k 5 1= Dk 1 ... ks~ 1 k, .. . k 5_ 1 I- .L.i D(m ) ~
k 5= 1 " , ... k 5

_1Ь ,~ а", ..."5 1- I D(m) I
"'::::: " , .. . kS_ 1 + ,;...J D (m) - I ", . .. 1;:5_ 1 "

" 5 = I k , ... k5

Т а ким обр азом , выполняется условие мажорации. Следуя схеме, рассмот­

ренной в предыдущей теореме, легко установить, что в условиях данной

теоремы выполняется равенство (9). Следовательно,

00 N

)' 1D (v+l ) - D (V) I:::;::: Iь 1- 1ь I+ ~ I а", I
"-J О О ---=:: о о "'- I D(m ) I
v=o // , = 1 k ,

и ВЦД (1) абсолютно сходится . Так ка к

N N

ID(I/I) - b , :::;::: \ "" I ~I :::;::: у I I
о о ---=:: ..Li I D(m) ---=:: ~ аь,

а,= 1 k , //,=1
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согласно неравенству (12) , то область зн ачен ий дроби (1) принадлежит

кругу

N

Iz - ЬО I~ L Iak, 1,
k, = !

что И требовалось доказать.

Интересна взаимосвязь полученных признаков сходимости. Согласно

исследованиям р аботы [1], ВLЩ (1) можно формально представить как

решени е Х1 бесконечной системы линейных алгебраиче ских уравнени й

с правой частью

т
(ЬО , а1 , а2 , •• • , a N, О , О, . . . , о ...)

и матрицей А вида

Ь 1 О О ан a lN О О

О Ь2 О О О а2 1 a2N
/

О О bN О О О О

- 1 О О bll О О О

- 1 О О О b1N О О

О -1 О О О Ь2 1 О

О -1 " . о О О О b2N

. .
Тогда условие сходимости (4) для матрицы бесконечной системы дает диа­

гональное преобладание по столбцам, а условие (10) - по строкам.
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ПОЛУСКАЛЯРНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ МАТРИЦ

С ПОПАРНО РАЗЛИЧНЫМИ КОРНЯМИ ИХ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА

Пусть А (х) - регуля рная п Х л-матрица степени т с элементами из

кол ьца (с [х]. Предположим, что хар актер истический многочлен tJ. (х) =
= det А (х) не имеет к р атных корней . В настоящей р аботе найдена полная

система инвар иантов матрицы А (х) относител ьно полускалярно эквива­

лентных преобразовани й [1].
Предложение 1. Существуют такие корни ао, а1 , . .. , аn_1 хара к­

теристического многочлена tJ. (х) , что матриц а А (х) полускал ярно экви­

валентна [1] матрице вида

3 3- 19 19

11

Еn- l
QA (х) R (х) = Ь (х)

33

tJ. ~x) 11 = F (х) , (1)
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