
с учетом неравенств (7) имеем

~ 11 А'+l _ ~ I ,40 _ \. Am+ 1 _! ' /аоо~ е: 1
L..J в в 1.:::::::: л пп л - Jm "(т) -...:::: ,
г=О Г+I , Во "'_00 Вm+ ! "'_00 Qo

т. е. двумерная цепная дробь (1) абсолютно сходится.

Поскольку

I ~: 1=1 Q~~l) I ~ ~a~~~ ) ~ 1,

то множество значений дроби (1) принадлежит кругу I г I~ 1.
Теорема 2. Двумерная цепная дробь (1) с комплексными компонентами,

удовлетворяющая условиям

IЬи 1;;;;:: 1 + Ia'+ l.t 1+ Iai,,+1I+ [ai+l. '+ 11, (10)

Ibii/ ;;;;::lai+I.,1 + 1, i=l=i , i > i ,
Ibif/;;;;::lai.;+11+ 1. i=l=i, i<j

абсолютно сходится и множество ее знач ений принадлежит кругу

I г :~ 1аоо I . (11)
Легко установить по рассмотренной в теореме 1 схеме, что в условиях

теоремы 2 двумерная цепная дробь (5) является мажорантой для дроби (1),
предварительно по индукции доказав справедливость неравенств

IQ jS-2i-l ) I ;;;;:: Qfs- 2i- I) ;;;;:: 1, IQ1j-2i-l) 1;;;;:: Q1j- 2i- IJ;;;;:: 1,

(12)
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Пусть функция f (х, у) двух комплексных переменных, определенная в не­

которой области D, представима в виде ряда

00

~ G! fx' y J.
(,; =0

Тогда соответствующая ряду (1) двумерная цепная дробь имеет вид

(1)

1 + ФО + '\'" . аиХУ I
L; 1+Фi
{=!

(2)

коэффициенты aik однозначно определяются по коэффициентам Gik [4, 5].
Подходящей дробью ,-го порядка двумерной цепной дроби (2) Н а JbI Ba -
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ется выражение

р,

~=
[~1

l+ф~-I)+ L
t= 1

аихуl

(3)

где

0 ='

Предположим, что при разложении функции f (х, у) в соответствую­

шую дв умерную цепную дробь нзвеетны остатки и., (х, у) = Иi}, i, j =
= 0,1, 2, '" такие, что

, (4)

~('-2i-l)11 +ф,.

r;J-l
[+ф~-l) + L

~=I

f (х, у) = -------г--;:-----т,--------:..:...--------

где

+L
') = !

(6)

4~ )Го
(l + 1/'"1 - 4~)2 '

(5)

)
r
~ к ( 8 )+ к ( I )'

У -...::::: 3 9(4-У2}2 - 4 З+2У2 '

при р = 1/8

I ~~ - f (х,

Гогпа справедлива следующая теорема.

Теорема . ПУСТЬ 1) функция f (х, у) двух комплексных переменных

опре ле л ена в области О, D = 11 х1< м, Iу I < м, IХУ I< М}, где

М - произвольная положительная константа; 2) Ia//I ~ ~}" м, о < ~ ~

<' t; 8; 3) остатки Ut/' i, j = О, 1, 2, ... соответствующей двумерной

цепной дроби (4) принадлежат области '1 + ио I> I/R, где R =
= 2112СvГ? -1) ,

Тогда дробь (2) сходится к функции t (х, у) и справедливы оценки:

при О < Р < Ч~

I Р, f ( ) \ ,,;:: к ( 4~ ) ; к (
Q, - х, у --::: 1 CVl _ 4~ + Уl _ 8~)2 - 2

где К/, i = П - положительные абсолютные константы, зависящие от
М, R и р.

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Используя известную методику [3] для фор­

мулы разности между подходящей дробью ,-го порядка и функцией f (х, у),

получаем

Л(,-2i-l) (,-21-1 ») п i
(Ф; - ФI а . , (ху )

:=)

П Qj'-~ '- 1 1 п Ciy- 2,- I)
'=о ;=0

r '~l ]

Q
P, f (х, у) = ~ (- 1)' ------,----:------ +

_ , ~

~=f:.

(7)

[~ 1 [ '; 1 1 I

(- l) !J, '.111 ( ху) U

l
' - 1 ]..1. ['-1 1

1-. 2 , 1, 2 +,

+ [ '~ l 1 r';1 ]
П Q<,,-2i-l) П iiy-2i- l )

/=0 / i=O
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Отметим, что при введении обозначений

[ Г;' J
Q }r-2i-l ) = 1+ ф~Г-2i-l) + ~

;=i+ l

«нхн (8}

вправедливо рекуррентное соотношение

(9)

r-2j -1

1+ 1:
c=j+'

Q~r-2i-l ) = 1 + фjГ-2i-l) + a i+1,i+1 ху 1 О О
Q(Г-2i-З) , Q(p) = ,р < .

i+! i

Рассмотрим случай О < ~ < 1/8' Чтобы оценить разность cDjГ-2i-I)_

Ф<г-2i- l ) б
- i , введем сокращенные о означения

' - 2/ - 1

Q\r.- 2/ - J) _ 1+ '\' ai+p,i x I Q(~-2/-I) _
lJ - "'-' 1I ,2J -

= 1+1

Q
~ .(T-2 1- 1 )

I j = 1+ Ur-i,i I
11

( 10).

Ui ,r_ i I
11

-~----,-----+

'-2j-1

Q~-2j-l) = 1+ ~

<= ;+ I

r-2i-1

П I г-21-1 11 1al+ /"J( ur _ 2i . _ .

Iф\г-2i-l ) _ ф(г- 2i-l) I~ j = 1
, 1 '""" -'-1r-_""'2:7'i_-':----- г-2;-I I

i~1 Q\~-2/-I) i~ (~!Ii- 2i-l )

Тогда

'_21_1

П 1 r - 2i - 1 \ I Ial,l+ iY иЦ-2!+ /= 1

I
r-2i-1 r -2i - 1 I
п Q~-2j-!) П Q~~-2 1-1 )

/= 1 ;=,

(11)

Учитывая, что

I 2
IQ~-2i-1 11 ~ I+YI-4~ I

(14)

получаем

IфjГ-Zi-l) _ фjГ-ZI-1 ) I~ 2~ (1 + R) ( 4~ ) г-и-2 ( 12)
(l + УI - 4~) 2 I '

Используя условия теоремы, рекуррентное соотношение (9) и методи­

ку работы [2], находим

IQ~r-2j-l)> Y'Т=4~ ~ 1/~ , IQ ;r-2;-I) I> Y1=4J3!Y~ . (13)

Подставляя только что найденные оценки (12), (13) в (7),~ получаем

\
~ _ . х ' ~ 2(l+ R)(4 ~)' ~
Q, 1(,. у) ~ м (4 + 3 1/ 2)((1 + Уl _ 4~)Y-z х

х (( (1+ YI-=l ~) 4 )[ '; ' ] _ 1)+ li 9_ Х
4B(YI- 4~+ VI- 8~) 2 М

. 4~ )[ Г;I ]_1
Х l <Уl -_ 4~ + У I - 8~)2 •

Здесь

О,

l +R
1 - 2~R2 ,

если r четное,

если r нечетное.



В частности. при четном r

1 ~~ -/(х, y)I~Cl( O/I-.:....4~:YI_81i) 2)1:- -С2 ( (1\+Y~~-4ВJ2 )',
(15)

где

и при нечетном r

I ~~ - f (х,

(16)

< 1 + 1/4 3
l-~ =2'

1-·

если r четное,

где

8~2 (1 + Р) (1 + yt=4~) " + I + R
М(4+ ЗУ2) M(I -2BR2)

8~ 2 (1 + Р) (1 +Vl - 4~)2

А 2 = М (4 + 3 У2)

Выбрав К1 = тах ( С1 , Al~' К2 = min (С2 , А2 } , получим требуемую опен-

ку (5). .
Пусть ~ = Ч8 - Используя очевидное неравенство, которое справедли­

во для конечной цепной дроби [[]

_1 = 1 _ 1/4 < 1 + 1/4
2 1__1/_4_ 1+ 1/4

1-- 1+·

+ 1/4_

и рекуррентноесоотношение(9), получаем

IQ~'-~I-l)I>+(4-V2), IQ~,-21-I)I> ~ (4-V2), (17)

Следовательно, оценка разности между t (х, у) и г-й подходящей дробью

принимает вид

I
Р, f ( ) I::;::: 1+ R Х

с[;" - Х,!:! "'" м (84 у2 - 13) (3 + 2 У2)' I

Х (( 8 (3 + 2 У2)2 )1 ,;1 ] _ 1) + i.L ( ь _ )'l ';1 ]+1 (18)
9 (4 - У2Р м 9 (4 - V 2)2

Здесь

[ О,

Ко = l...±J..l. -;- Р) ес ли r нечетное.
4 - R2 •

Если r четное, то

где

26

9 (1 + Р) (4 - 1/2) 2
С3 = ----'--~--'--'.----'----'----r:=_

8М (84У2 - 13) (3 + 2 У2)

с _ (1 + Р)(3 + 2 У2) .
4 - М (84 У2 - 13) ,



если r нечетное, то

1
: PQ,' - f (х, у) I:::::::: А ( 8 ) ';-1 - А ( I ),-1 (20)

""'" з 9 (4 _ У 2) 2 4 3 + 2 'V2 '
где

двух условий теоремы обеспечивает

цепной дроби (2).

4(1 + Р}

М (4 - R 2)

К4 = min (С4 ,

А 4 = 1+ R
М (84 V 2 - 13)

Аз = 1+Р +
M(84V2-l3)

Выбрав I<'з = тах i СЗ , Аз),

Теорема доказана .

Замечание. Выполнение первых

равномерную сходимость двумерной

получим оиенку (6).
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Н. А. НедаШКОВСК>1Й

о СХОДИМОСТИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ УСТОйЧИВОСТИ

ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ

(2)(т = 1, 2, 3, ...).

Многочисленные применения в электротехнике [2], физике [3], механике

[6] требуют дальнейшего всестороннего развития аналитической теории

ветвяшихся цепных дробей (вцд). Целью настоящей работы является по­

лучение новых достаточных признаков сходимости и вычислительной устой­

чивости ВиД с комплексными элементами.

Рассмотрим композиuию

50 (W) = 50 (W), 5 m = 5m - I (S k ,k , . .."т (W)) (т = 1, 2, 3, ...) (1)

дробио-линейных преобразований

N

50 (w) = W, Sk,k, ... km = ~
km=I

Бесконечной ветвящейся цепной дробью будем называть компоэицию5 (W)
бесконечного числа дробно-линейных преобразований. В дальнейшем ВИД

будем записывать в виде

ak,k , k,

bk,k, ki
+ ... (3)

Конечную дробь

(4)
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