
Рис . 2(29)

н вычисл яются функции Н = Н [а] на временной сетке К равноудаленных

узлов пер иода Т (К > 4n + 1) для всех У = У/ (l = 1, L); б) по известной

фун кции /l = ~L [Н ] и найденным значениям Н = Н [а] в узлах временной

сетки определ яются значения ~t [а] в этих же узлах дл я всех сечений У =
= yz; в) по формулам численно го гармони ческого а нализ а вычисляются

первые 1 + 4n коэффициентов рядов вида (27) для всех у = Yz; г) форми­

р уются матри цы ~L , для всех У = YI; д) формируются матрицы коэффициен­

тов и вектор пр авых частей уравнения (20) ; е ) уравнение (20) решается от-
.....

носительно вектор а Hi+1• 8,liJ
Есл и п ри принятом нулевом при -

.....
ближении для ве ктора Н игер ацион ный

процесс не обн ар ужив ает теиден ции к

сходимости после 5-6 итераций , то для

определения удовлетвор ительного (под

углом з рения сходимости ) н улевого

приближени я следует воспользоваться

методом продолжен и я решения по па­

раметру Пар аметр изованное уравнение

(1 9а ) целесооб раз но составить в виде

Продифферен ци ров а в его по 11, придем к нелинейному векторному дифферен ­

ци ал ьному уравнению

(30)
• dH --+

( С 1 - C2~L ) ------r.ih = НГ '

Из ур авнения (29) очевидно, что при h = О справедливы равенства if = о ,

в = О . Поэтому , интегрируя уравнение (30) численным способом при ну­
левых начальных условиях в пределах от h = О до h = 1, пр и h = 1 полу-

.....
чаем вектор Н , котор ый может быть прин ят в качестве н улевого прибли-

жени я для рассмотрен ной выше итераци онной процедуры .

В соответствии с изложенным алгорит мом была составле на програм ма

расчета периоди ческого во времени электрома гн итного поля в фер рома г­

нитной пластине. Результаты расчета на эвм ЕСl 060 для пластины толщи­

ной 1. О мм при Нг = 800 cos 314t приведены на рис . 2 (матер иал пл астины ­

электротехническая сталь Э330 , у = 0,75 . 107 1I0~1 . м).
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ДВИЖЕНИЕ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ПРОБНОГО Т ЕЛА

в ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ИСТОЧНИКА

Согласно работам [2 , 3], уравнения Папапетру , описывающие движение

вращающегося пробного тела в гр авитационном поле , имеют в поле Шварц­

шильда решения , из которых следует , что тело с ультрарелятивистской ско­

ростью может двигаться по круговым орбитам, плоскость которых не пер е-
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секает центр источника поля (зависающие орбиты для значен и й радиаль­

ной координаты из области 2+ т < r < 3т) . Цель настоящей статьи '-:'"
исследовать область существов ан ия за висающих круговых орбит в поле Кер­

ра , а также найти зависимость угла з ависания от радиальной координаты.

Используем за пись метр и ки Керр а в координатах Бойера - Линд­

квиста [1 ]:

х1 = Г, х2 = 8, .\.3 = <р, х4 = t,

gl1 = - ~2 , g22 = - р2 , gЗЗ = - (,2 + а2 + 2~:a2 Sin28)sin28,
2тта . ? 8 1 . 2тг

gЗ4 =~ SШ- ' g44 = -pz ' (1)

р2 = ,2+ а2 соз" 8, ~ = ,2- 2тг + а2 •

Исследуем , и . геют о1И ур авнения Папапетр у при дополнительном условии

Пиран и частные решен ия , для которых ' выполняются соотношения

г = const, 8 = const =1= О, ~ , я, иЗ = : = const,

И4 --~ = const 5 5 Оds 'З= ЧJ= (2)

(5з - компонента 3-вектора спина [2, 3J). ИЗ спиновой части [2,3] уравне­

ний Па папетру с учетом выражений (1) , (2) находим

51 = const, 52 = const ,

51 (ГЗ4ИзиЗ - ГА4и4и
4 + Гl4изи4 - г1зи4и3) + (3)

+ 5 (1, 2 3 г2
4 + г2

4 г2 3) О2 34ИзИ - 34И4И 44ИзИ - ЗЗИ4И = ,

л
где Ги" - символы Кристоффеля для метрики (1). Поступательная часть

уравнений Папапетру с учетом формул (1), (2) дает два-нетр ивиальных со­
.отношения

gзз.iИЗИ3 + 2g34.iиЗи4 + g44,iи4и4 +
+ 1 ( АЗ 3 + А3 4 I А4 З + А4 4) В---л:г g 33 i и g 34' i И Т g 34.i И g44,i И = i, (4)

(7) .

где индекс i пр инимает значения 1 и 2; запятая возле индекса обозначает

соответствующую частн ую производную по координате ; М - масса проб­

ного тела;

АЗ DS3/l И4 А4 5. ( ЗГ3 + 4ГЗ зг4
==И/l-d- = -- = ,~ ИзИ 13 ИзИ 14 + И4И 13 +

S из r - g

+ и4и4Г;4) - у5\ (изиЗГ~з + изичi4 + И4ИЗГ~З + И4и4Г~4) ; (5)
-g

В 2 [ 5 2 ( З R i + 3 R i
4 R i + 4 R i

)i = gl1 , г - И И4 313 И ИЗ 314 - И И4 413 И ИЗ 414 +
Ми4 r -g

+ i ( И3U4R~23 - иЗuзR1:4 + и4И4R~23 - и4ИзR~ 24)] (6)
Ми4 -g

(D /ds - ковариантная производн ая , 5/l V
- тензор спина, g - определи­

тель метрического тензора , R~'V(J - тензор кривизны) .
Из условия натуральности пар аметра s и/lи/l = 1 в предположении уль­

трарелятивистского характера движений, когда I гиЗ I» 1, получаем

4 k З Cl1 Х ]
и = и + (и3 ) 2 ,
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(14)

где

k = - g~~ + -,}- }I g~~ - gЗ:Jgн; х = V 2 1 (8)
.g<l ~ "' н 2k gЗ4 - gззlIн

Учитывая соотношение (7), из ур авнен ий (4) находим

з 1u = - - . (9)
1>

Здесь

в = S2 [ (gзз + kgз4) (гtз + kr;4) + (gЗ4 + kg44) (гtз + kr t4)] -
M 1! -g

1\1 :i_
g

[(gЗ:J + kgз4) (ГЬ + kr~4) + (gЗ4 + kg44) ( Г~з + kr~4) ] . (10)

причем I в I« 1 ввиду пробности тела [2, 3]. Используя формулы (5) - (10),
получаем условие совместности ур авнен ий системы (4), а тем самым усло­

вие совместности системы уравнен и й Папапетру с соотношен иями (2):
1 .

g . --L kg [ (gЗ4 . 1 + kg44 .1) (gЗЗ 2 + 2gз4 . 2k + g44.2k2) -
34 I 4~

- (gз4.2 + kg44.2) (gзз.l + 2gз4. 1k + g44,1k2)] =
= В1 (gзз . 2 + 2gз4 •2k + g44.2k2) - В2 (gзз . 1 + 2gз4 . lk + g44,1k2

) . (11)

Учитывая соотношени я (3), (6) - (10) и выражая компоненты тензора кр и ­

визны через компоненты метрического тензора, сводим условие (11) к виду

l(gЗЗ, 1 + 2gз4 . 1k + g44.lk2) (;( 1 + ~:: (gзз. 2 + 2gз4.2k + g44.2k 2)
(;(2Jх

х [(gЗ4 . 1 + kg44.1) (gЗЗ 2 + 2gз4.2k + g44.2k2) -

- (gЗ4 . 2 + kg 44 ,2) (gЗЗ, 1 + 2gз4 . 1k + g44,1k2)] =

= - (gЗЗ . 2 + 2gз4.2k + g44.2k%) {(;(1[(gllg ll.1 + g33g33,l + 2g34gЗ4. 1 +
+ g44g44.1) (;(1 - 2(;(1.1] - (;(2 ggll {- g22g22.1(;( 2+ 2(;(1.2 +

22

+ [gзз . l (g34 + kg44) - g 34.1(gзз + kgз4 )] х

х [g33gзз .2 + g34gз4.2 + k (g33gз4.2 + g34g44.2)] +
+ [gЗ4 .1 (g34 + kg44) - g44.1(gзз + kgз4) ] х

х [g34gЗЗ . 2 + g Hg34.2 + k (g34g34.2 + g44g44.2)] }} +(gзз .l + 2gЗ4,lk + g44.l k2) х

Х {(;(1 {g llg ll.2tXl - 2а2. 1 - [gзз,2 (g34+ kg44) - gЗ4. 2 (gзз + kgз4)] х

х [g33gЗЗ, 1 + g34g34 . ! + k (g33gз4.l + g34g44.I)] -

- [g34.2 (gЗ 4 + kg 44) - g44.2(gзз + kgз4)] х

х [g34gзз . J + g44gЗ4 . 1 + k (gЗ4gЗ4 . 1 + g44g44,l )] } -

- а2 ;:: [- (g22g22.2+ g33gЗЗ. 2 + 2g34gЗ4 .2 + g 44g44.2) а2 + 2а2.2]} , (12)

где

ai = g44.i (gзз + 1'lg34) k - gЗЗ.i (g34 + kg44) + gЗ4.i (gзз - k2g
44); (1 3)

ац = g44.ij (gзз + kgз4) k - gЗ3,ij (g34 + kg44) + gЗ4 . ij (gзз - k2g
44)·

Учитывая выражения (1) , представим условие (12) в виде алгебраического

уравнения девятой степени относительно sin 8:
9
\' А sink8 = О,
~ k
k= O
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Здесь

! ,

3,5 г/тJ2,5
,

2

sin8
1,0 V'2
0,9

0,5

0,6

0,7

0,8

Ао = ЬОд 1ЬОdо; А 1 = Ь1д 1ЬОdО + ЬО д 1 (b1do+ lJ"d1) :

А2 = ао (аосо + д1Ьоео) + Ьо (aoto - t> l bOdO) + b2t:.1bOdO +
+ Ь1Д] (b1 dO + bod1) + ЬОд 1 (b2do+ b1d] + bod2) ;

Аз = а1 (аосо + t:. 1boeo) + ао ( . >: aick + t:.1 ~ biek) + Ь1 (aoto - д1Ьоdо) +
,+k=1 i+k=1

+ ЬО ( У aJk- t:.1 L Ь idk ) + Ь2д1 ~ Ь idk +Ь1Д] ~ bidk+
J+k=1 i+k=J , i+k=1 i+k=2

+ bOt:. 1 ~ bidk;
i+k=З

А4 = а2 (аосо + t>lbOeO) + а1 ( ~ а .с, + д] .~ biek) +
\i+k=] ,+k=1

+ ао (,+t=2а. с; + д1 i+f=2 biek) +
+ Ь2 (aoto - t:.1bodo) +

+ Ь1 (' ~ aitk - t:.1 . ~ lJidk) +
i+k=1 ,+k=1

+ ЬО ( . ~ aitk - t:.] . ~ bidk) +,+k=2 '+k=2

+ b2t:.1 ~ bidk + b]t:.1 Хi+k=2

Х ~ bidk + bOt:. 1 . ~ bidk;·+k=1 ,+k=4

А5 = а2 ( ~ aick + t:.] ~ biek) + ai ( ~ aick + д] У biek) +
i+k=l i+k=tll i+k=2 i+k=2

+ ао ( ~ aiCk + t:.1 ~ biek) + Ь2 ( L aJk - t>1 . >: bidk) +
i+k=3 i+k=З i+k=J ,+k=1

+ Ь 1 ( ~ aJk - t:.1 ~ bidk) + ЬО ( ~ aJ k - t>1 ~ bidk) +
i+k=2 i+k=2 \ i+k=3 i+k=З

+ b2 t:. ] ~ bidk + b1t:.] r bidk + bOt:. 1 r bidk;
i+k=3 i+k=4 i+k=5

А6 = а2 (2;=2aick + t:.1i+f=2biek) + а1 СJ=з aick + t:.1 i+t=з biek) +

+ ао (X~4 а .с, + t:. 1 i+f=4biek) + Ь2 CJ =2 aJk - t:. 1 i+t=2 bidk) +
+ Ь1 (. r aJk - t:. 1 . у, bidk) + ЬО (a 2t 2 - t:.] . ~ lJidk) +

l+k=3 ,+k=3 '+k=4

+ b2t:.1 ~ bidk+ b1t:.1 ~ bidk + ЬОд1Ь2d4 ;
i+k=4 i+k=5

А7 = а2 ( ~ aick+ t:. 1 ~ biek) + а1 ( >: a1Ck + t:.] ~ biek) +
i+k=3 i+k=З \i+k=4 i+k=4 '

+ аоа2сз + Ь2 ( ~ а;!k - t:.] ~ bidk) + Ь1 (a2t 2 - t:.1 ~ bidk)-
i+k=1 i+k=З i+k=4

- bOt:. 1 ~ bidk + b2t:.1 ~ bidk+ b]t:.1bA 4;
i+k=5 i+k=5

Ав = а2 ( ~ aiCk + t:.] >: biek) + а1а2сз + аод1Ь2е4 +
i+k=4 i+k=4

+ bz (a2t 2 - t:.1 ~ bidk) - b1t:.1 ~ bidk - (ЬО - Ь2) t:.1b2d4;i+k=4 i+k=5
А9 = а2а2сз + a1t:.]b2e4 - b2t:.1 (Ь2dз + b1d4) - b1t:.1b2d4 •
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где

а2 = (л - 1)~2 ; а 1 = + 2}I 6,1л~; ао = ЛЗ - 31,,2 + л~2 + ~2;

Ь2 = [32; Ь1 = + 2 V 6.1 ~ ; Ьо = 1,,2+ ~2; Сз = 26, I~З;

С2 = + V 6,1 (лз - ''А2 + л~2 - ~2 ) ~2; С1 = 6.1 (2лЗ + 61,,2 + 2л~2 - 2~2)~;

СО = + 11 6.1 (1,5 - 31,,4 + 2лЗ~2 - 2л2~2 + л~4 + (34);

d4 = -+- 1rк;: (л - 1) ~4; dз = 26,1 (1, - 2) ~З ;

d2 = + 11 6.1}, (1,,2 - 21" + ~2) В2; d1 = - 46.1 (21,,2 - ~2) В;

do= -+- ~I 6,1 (1,,4 - ~4); е4 = ± V 6,1 В4; ез = 2д1ВЗ;

е2 = + V· 6,1 (1,,2 - 91,,) В2; е1 = - 2ВЗ6,I;

ео = + 1/~ (- 31,,3 - л2В2 + 9л~2 - ~4); 12= -+- 6,;1,1" (л + 8) ~2 ;

tl = - 2л2дiВ; to = + 6,;t'л (- лз - л~2 + 8В2),

причем

а

~ = -,
т

т . е. все коэффициенты Ak выражаются через л и [3.
Уравнение (14) для различных зн ачен ий л и В решалось численными

методами с помощью ЭВМ. Некоторые результаты пр иведены на рисунке.

Кривая 1 получен а для В = О , кривые 2 и 3 - для В = 0,8, кривая 4 - для

13 = 1. Кривая 2 соответствует случаю ковращени я , когда направления

вращен ия источника поля и движени я пробного тела по орбите сов падают ,

кривые 3, 4 - контр авр ащению, причем кривая 2 лежит под эргосферой .

Область существован ия для контрвращающихся орбит с ростом ~ от О до 1
1

непрерывно р асширяется от 27 т < r < 3т до 1 ,89т < r < 4m, а макси-

мальное значение угла подъема л/2 - е увеличивается от 470 (при r =
= 2,35m, В = О) до E.JO

( п р и r = 2,4т, В = 1). В случае ковращения с ро­

стом ~ область существован и я равномерно уменьшается и при ~ > 0,7 вне

эргосферы зависающи х круговых орбит нет, но при ~ = 0,5 появляются ор ­

биты под эр госферой, для которых максимальный угол подъема (=300)
достигается при В = 0,8 . Следовательно, в случае поля Керра область су

ществовани я и зависимость угла зависани я от р адиальной координаты дл я

зависающи х круговых орбит существенно отличаются от того, что имело

место в поле Шварцшильда . Более детальное обсуждение других аспектов

можно найти в работе [41.
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