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О КОНЕЧНО·ЗОННЫХ РЕШЕНИЯХ

УРАВНЕНИЯ ТИПА ГЕйЗЕНБЕРГА

Настоящая работа имеет целью определить для уравнения типа Гей­

зенберга

;t =; х ;хх + у;х + ~ (; х t;)(; .;) - at; (;x ,-;), ;, -;Е [R3 (1)

широкий класс конечно-зонных решений [6, 7], получаемых методом обрат­

ной задачи с помощью алгебро-геометрических соображений. ПО поводу

приложений уравнений типа Гейзенберга можно рекомендовать работы

[1,4-6].
Лемма 1. Пусть заданы следующие матричные линейные дифферен­

циальные операторы в пространстве дифференцируемых вектор-функций:

. д ( & ) [ft3 О] ( & ) [ О ft]Хл,= 2t-- л- --а - л+-
дх ')" О - ftз х ft* О'

. д ( & )2 [ft3 О ] ( & \ [V3 О]Тл,=2t-- л+ - - л- --аl -
д! ')" О - ftз ')" J О - V3

- (л-+-а)(л ++)[:*~]- (л + +)[~* ~],

(2)

(3)

(5)

где 46 = ~ - а2 ; -; = ~ х ~x + у; - а (; . ;);, причем ft = ft1 + ift2' ft* =

= ft1 - ift2' V= ' V1 + iv2 , v* = V1 - iv2 , (;'.;) = ftз, (t;. -;) = v3, (t;. t;) =
= (;.;) = 1.

Тогда эти операторы образуют представление типа Лакса (см. [7])

[Хл., Тл.] = О, (4)

эквивалентное уравнению (1) при всех значениях параметра л Е ([;1/{О).

Доказательство проводится прямым выполнением операции коммутиро­

вания (4) с учетом произвольности параметра л Е ([;1/ {О ).

Пусть S - матрица монодромии для дифференциального оператора (2)
--->

при условии, что вектор ft (х, t) удовлетворяет условию периодичности
---> ---> 1
ft (х, t) = ft (х + 1, t) V х, t Е [Rl, 1 Е [R+. Тогда, согласно [2 ,4], матрицаS =
= 115// 11, i, j = 1, 2 удовлетворяет уравнениям

2i ~~ = ft* (л + -{-) qJ + ft (л + ~) Х,

i ~~ = (л - +-а) qJftз + ft (~+ ~) h,

i ~; =(a+~ -л)Хft3+ft*(л+ ~)h
по переменной х и уравнениям

2i ~~ = [(л - ~ - а)(л + +)ft* + (л + -}) v*1q> +
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+ [(л - -} - а) (л + {-)~ + (л + -}) v] Х,

i ~~ = [ (л + -})2 ~з + (;> - {- - а) vз J ер +

+ [(л - ~ - а)(л + ~ ) ~ + (л + -})v] h,

• дХ r( о )2 ( 6 ) Jl дГ = - ').." +т ~з + л - т - а vз Х +

+ [(л - ~ - а)(').." + -}) ~*+ (л + ~ ) v*] h

(6)

по переменной t, причем мы обозначили h = -{- (Sl1 - 522)' ср = - 512' Х = 521 ­

Справедлива очевидная лемма .

Лемма 2. Величина h2
- Хср = Р (л) - инвар иант по переменным х, t

для систем уравнений (5) и (6).
Сформулируем следующую важную аппроксимационную теорему, ха­

рактеризующую решения уравнений (5), (6).
Теорема 1. Системы уравнений (5), (6) допускают полиномиальные по

параметру л решения вида
N N N

h = ~ hk (х, t) л
k

, ср = ~ ф" (х , t) л\ Х = ~ х, (х, t) л
k

(7)
k= O k=O k=O

тогда и только тогда, когда коэффициенты hk , СР/I> Xk' k = 1, N удовлетворяют

специальным совместным системам автономных нелинейных дифферен­

циальных уравнений и спра ведливы р авенства

~ (х, {) = - СРН , ~* (х, t ) = Хн , ~3 (х, {) = hN . (8)

.Есл и к тому же выполнены соотношения

h (О , О , л*) = '~* (О , О , л) , CfJ (0, 0, ;>*) = - Х* (О, О , л) , (9)

то нелинейные автономные системы уравнений имеют решение при всех

.х , t и формулы (8) определяют вектор-функцию; (х , t), являющуюся беско­
нечно дифференцируемым действительным решением уравнен ия (1).

На доказательстве теоремы не останавливаемся (см. , например, [4]).
Пусть Gj (х, t), j = 1, N - нули полинома СР (х, t, л) . Они удовлетво­

ряют согласно ур авнениям (5), (6) таким:

i~ - (~7 + б) УР(М (l О)
дх - ~ j п (1;j- 1;i) ,

i+ j

i Щj = - (1;7; б) 1,!p"[j) (~ I;i + -}- P2N-i - 'V - а I f.L 12 + 61;/1) , (11)
д! ~j (~i -1;i) i+j

i + j
2Н

где Р(л) = h2 -Xep = ~ Рkлk, причем согласно лемме 2 числа Pk' k =
1=0

= 1, 2N - суть действительные числа, независимые от х, t и P2N = 1
(согласно (8)). Из уравнений (5), (6) для функции f.Lз (х, t) находим также

уравн ения

(агс th ~tз) х = [гп [tl Gj (х , t)J'

(агс th ~) ! = 1т [- ~ .GiGj + (У- a~~ - +P2N-I) ~ I;jJ . .
' <1 1=1

Кроме того, полезны следующиеформулы для функции ЧJо (х, t) :
N

<ро = (_1)N+! П 1;j ~ ;
j =l
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(16)

(14)

. д \ . д ,
L-ах n СРо = - счtз, LдГ !n СР6 = - се\'з,

N
1 2 "Vз = "?f.tз - Uf.tз + 2" (1- f.tз) Re.i.J Sj'

j=1

[

N N N 1
. д \ ", . 1 ,,\:- 1 - 2R у1 r·- 1 1 -2 П \:-21 "
1-ах п СРо = u~lз 1 m J;;:l '<Jj + f.tз е ;:1Sj + ""2 Рl f.tз j=l ~j J '

N N N

i ~! \п СРо = 82f.tзl: ~il~j l + 2<5~tз + <5 ~ ~jlvз + ~ 82~lзl П sj2 +
i < j j=1 j = 1

+ _6_ ["? _ uf.t~ - -} P2N-l - f ~jJ [ Р21 + (l - f.t~) п ~7 Re f ~jl1 "
flз j=1 j = 1 j=l !

[

N N J2 N J (15)
g = g (х , t) = Р2 - P~ + (1- ~l~) П ~7 Re ~ ~k l ~lз2 П ~j2_

j= ] = 1 j =1

- (1- ~l~) П ~7 [2 Re f ~kl~jl + I f sj' 1

2
) '

j=l k< j j=l

где формулы (1 4) за писа ны при <5 = О , се =1= О, а (1 5) - при u = О , б =1= О ,

Эти частные случаи до пускают наиболее эффекти вный ан ализ решений ис ­

ходного уравнения (l) . Именно в случае о: = О, 8 =1= О из урав нени й (12)
п р я мым и нтегрированием находится в явном виде функ ция f.t з (х , t), а из

формул (13) и (15) - фун кция ~! (х, t) . Здесь мы п редположил и , что системы

уравнений (l О) , (11) для функции Sj (х , t) , j = 1, N могут быть про интегр иро­

ваны в квадр атур а х . Покажем это, пользуясь методами алгебраической

геометрии на римановых поверхностя х алгебраических функций.

Пусть Г - риманова повер х ность функции V р (л) , р (+i Vб) =1= О ,

Вт л2NР (71,-1) = 1. Алгебр аический род этой поверхности равен ч исл у
л-О

N - 1. Заметим также, что число SN= - i V8 является решением уравнений

(1 0), (11) п ри любых ~k (х , t) , k = 1, N - 1. Редуцированная система урав ­

нений (1 0), (11) п римет тогда вид

. дS j (Si - i Уб) -v р ( ~j )
r -- = ---=------'---

дх ~j П CSj - ~i) ,
i l'j

j = 1, N - l
..,---;-;---;-

Начальные условия ~jO = ~j (О, О) Е Г, j = 1, N - 1 для этих систем, ра с-

сматриваемых на поверхности Г , выбираются так, что выполняется тожде­
N

k -- -
ственно соотношение L: hk (О, О) ;jO = VР (;jO). Пусть со j ( Л) , j = 1, N - 1­

1=0

абелевы интегралы третьего рода на Г :

_ N- l SЛ t N-k

со j ( л.) = ~1 Cjk 1.0 (s -~ V6)di!p(s)' л'о ЕГ,
норм ированные условием

~Р d;;; k (л') = 8kj , k, j =I, N -l , (18)
a j

где а. , j = 1, N - 1, а - базис одномерной группы гомологий многообра­

з и я Г. Условия (1 8) однозначно определяют коэффициенты Cjk, j, k =

= !, N - 1, что следует из анализа работы [3].Построим дополнительно еще



(19)
~N-kdS

(~ - i Уа) УР (~) "

абелев интегр ал третьего рода на Г :

N- I л

~ (л) = ~ CkS-~---==---"-==-
1<=1 л.

один

нормированный условиями

ФdZ;(Л) =О, j=1 ,N-1, Ф d~ (л)=l, (20)
~ а

где контур а лежит на верхнем л исте поверхности Г и охватывает точку

'л = (i Vб)+ Е Г. Поверхность Г реал изуем в виде двулистной поверхности
наложения КОмплексной плоскости ((;1 с ра зрезами, соответствую щими точ-

кам ветвле ния функции V р (л) . Из построений видно, что справедливы ра ­
венства

- ~

(J)j(Л) = (J)j(л)- k/-J)СЛ) , j=l, N -l. (21)

Здесь (J)j (л) , j = 1, N - 1 - базис абелевых нормиров анных интегр алов

первого рода на поверхности Г, а числа k j , j = 1, N - 1 легко вычисляются

из условий (20):

k j = ф dZ;; Ос) .
а

Исследуем теперь отобра жение Абеля V : г
N
-1 ~ ((;N -l ,

N- I

vj ( x, t) = L: (J) j(Sk( X, t», j = 1, N -l,
k=1

где функци и Sk (х, t,) k = 1, N - 1 удовлетворяют уравнениям (16). Из

соотношения (21) находим

Nf.l (J) j (Sk (Х , t» = - i (Cj IX - kjclx ) + i [ Cj l (+ P2N- l -у - iVб) - Cj2J t +,,=1
N- I

J: f N+2 '\'+ UCj N_1 (t) (- 1) + 2.J (J) j (Sk (О, О»,
k= 1

где функция f (t) удовлетворяет уравнению

N-I N

df (t) = П г1 ( t) = П ~-I (О t)dt '::!k Х, I;k,.
j=1 ;= 1

(22)

(23)

Выражение (22) означает , что функции S; (Х , t ), j = 1, N - 1 решают стан­

дартную проблему обращения Якоби дл я абелевых интегралов первого рода

на поверхности Г. Ее решение про ведем с помощью 1'1-функ ций Римана , сле-

дуя методу работы [3J. .
Пусть (бlj , Bi j ) , { , j = 1, N - 1 - матрица периодов базиса (J) j (Л) ,

.i= 1, N - 1 на Г. Построим по этому базису 1'1-функцию Римана

~ \'1 -.,.-)- -+ -)00

13· (и) = .... ехр { лi (Вт , т) + 2лi (т, и) }.
;;EZN-1

З 7JN-l гоN- 1 го N-1
десь а: с U\ - пространство целочисленных векторов в U\ ;

N- I
-+ N - I ~ -} ~ - >

и Е rc ; (и , т) = 1 иjтj; и = (иl , И2 , •• •, ИN-I ). Тогда для выражений
k= l

N- I N- I

k Sk (Х, t ) и ~ ~~ (Х, t ) находим
k = 1 k= 1
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где

CJ.,; = - iСil ; ~j = il(+Р2N- I -У - iVб)СiI-Сj2J+ОС;!(-1)Nf(t) ГI ;
N- l N-l

+) , -''''' (~ ) 1 \..., В, . . . 1 N 1е i = UJ; ( 00 ; 1']; - 2.. со i \;kO + 9 "'-' Jk - 2 ' ] = , -.
~I - k= !

Аналогичные выражения можно за п исать также для других симметриче­

ских функций от ~; (х, t), j = 1, N - 1, что вместе с формулами (1 2) - (15)
ведет к явному интегрированию уравнен и я (1). Полученные решения назы­

ваются конечно-зонными и в силу свойств '6'-функции будут почти перводи­

чесн ими функциями персменных х , t. Око нчательный результат сформули­

р уем в виде теоремы.

Теорема 2. Пусть заданы попарно разные произвольные комплексные

числа е, Е ([;1, j = 1, 2N, ~iO = ~! (О , О) , j = 1, N - 1 и число ~NO = - i Vб.
которые удовлетворяют тождественно следующему соотношению:

2N N

П (2 - е;) - 111. (О , О) 12 П (2 - ~;O) (2 - G;O) = h2 (г), г Е ([; !,
j = I ;=1

где '" (г) - полином степени N с действительными коэффициентами , причем

l l N = 11.з (О , О). Тогда функции 11.з (х , t), 11. (х , t) , оп ределенные изложенным

выше алгоритмом , задают гладкое почти пер иодическое конечно-зонное ре­

шение ур авнения (1) с помощью квадратур и стандартных '6'-функций Римана.

Отметим, что аналогичные эффективные результаты получили также

Р . Бикбаев, А . И. Бобенко и А. Р . Итс (Сб . научных трудов ЛОМИ , 1983),
которые развивали подход работы [6] Б сочетан ии с матричной задачей Ри­

ман а , С помощью редукци и гиперэллиптической р имановой поверхности Г

к рациональной класс полученных решений можно существенно расширить ,

включая в него и быстроубывающие солитонные решения .
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