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Изотропное в начальном состоян ии однородное линейно - упругое тело нахо­

дится под воздействием заданных статически приложенных, непрерывно

расп ределен ных по объему силовых источников ДИПОJlЬНОГО ти па, характе-
" ~~ --.

ризуемых двух вал ентным симметричным тензор ом т = .i/eiei (ei - базисные

векторы прямоугольной дека ртовой системы коо рдин ат {x i ) . В частности,

силовые воздейств ия , назыв аемые центр ами р асширения , описыв аются

тен зором т = б ij;;,;; ' Случай сосредоточенного силового воздействия, пр и­

ложениого в точке ;: = 70' определяет ся тензором ~ = р (;:) б (7- ;~), где

{j (г) _ о (хl, х2 , х3) - дельта-функция .
Силовым воздействиям , распределенным в обл асти тела , можно поста­

вить в соответств и е вектор п лотности объемных си л

--+ --+ л

F = - '\7 . • . (1)
. ->--+д

Здесь '\7 = е ; дх ; - оператор Гамильтона . Уравнение равновесия , эа писан -

ное для открытой области тела , п римет вид

--+ л

'\7 . о" = '\7 -л;

--->-,

(2у

Компоненты тензора напр яжен ий о" = O" iieiej п р едставляютс я ч ерез
--+ --->

компоненты векто ра перемещений U = ие, известным соотношен ием линей-

ной теории уп ругости :

0"" = о (дUj .1 дщ + 2v (, . . дUk ) {?\
' 1 дхi г дхi 1 - 2v ' 1 дх " \и .(.

(О - модуль сдвига ; v - коэффи ци ент Пуассон а ) . П р и решении рассматри­

ваемой задачи в перемещениях уравнение равнов ес и я (2) принимает вид

неоднородного ур авнения Ляме

~ 1 ~ -)~ l ~ Л

f..u + 1 - 2v \l ('\7 . и) = о '\7 . "с . (4)

Пусть на поверхности тела (2;) задан вектор внешних усилий N. Тогда
из уравнения равновесия (2) следует граничное условие

---> --->--+

о"n = п . о = .n + N. (5)

Здесь n = niei - внешняя нормаль; .n= n . 'С.

Если на поверхности тела не приложены внешние усилия, т. е . N = О,

то граничное условие (5) зап ишется так:
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Таким образом, определение напряженно-деформированного состояния

упругого тела с распределенными силовыми воздействиями дипольного типа

сводится к решению задачи теории упругости (4), (5), а при отсутствии внеш-

ней поверхностной нагрузки (iV = О) - к задаче (4), (6). При найденном-,
векторе перемещения и компоненты напряжен и я (Jij определяются соотно­

шением (3) .

Выделим некоторые частные случаи рассматриваемой задачи при N = О .
Силовые источники постоянной интенсивности. Пусть силовые источ ­

~ИЮl лравномерно распределены в области тела и характеризуются тензором

ч = . 0 ' Из уравнения (4) и граничного условия (6) следует , что тензор на­

пряжений

А О ~---+.0 = . ijeie j , (7)

а компон енты eij тензора деформаци й о предел яются формулами

I r о 3v 5:)
еи = 20 ,.i/- """"l+"V · oU i/ ,

I о·0 =З.kk . (8)

-> -->

В ча стности , если "о = ToOijeie/, что соответствует равномерно распре-

деленным центр ам расширения интенси вности 1:0' то

eij = (1 - 2v) ~ Oi/, (9)

[де Е - модуль Юнга.
--> -->

Изотропные силовые источники . Принимаем , что т = 'toi/eiej , т . е. си-

ловые воздействия соответствуют неравномерно распределенным центрам

р асши р ен ия. В этом случае уравнение (4) и граничное условие (6) зап ишутся

та к:

- ., 1 ~-)."""'7 ~ -+

l1и + \_ 2v V (V . и) = G V't,

--> -->

аn I(z) = хп.

Вектор персмещения представим суммой двух слаг аемых:

--> -->(0) -->(1) -->(0) -->
и = и + и , и = Vq:J,

где функ ция q:J являетс я частны м решением уравнения

I t - 2v
11q:J = 20 1 _ v т ,

а слагаемое ~(l) находится из решения краевой задачи

11-;;0) + 1 V(\7 .;C l)) = О
\- 2v '

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

Здесь ~;/) (i = О, 1) - составляющие вектора нап р яжен ий -~n ' соответствую­
щие 7t(i ).

л л ->

Сосредоточенное силовое воздействие. Полагая в (4), (6) 1: = Р (го) Х

Х {) (j - ;:), где --; =-;'0 - внутрення я точка области тела, получаем

70

~ 1 --+ -» -7 1.... -+ --+ --+

l1u + \_ 2v V (V . и) = "G (Р . 'У) <5 (г - го) ,

;n\щ = О.

( 16)

(17)



(18)

Для неогр аниченного упругого тела решение зап ишется в виде

---> _ 1 { л ---> I Е --->[л ---> -; - 70 l}
II - - 4лG (р . \1) R - 4 (1+ ~v) \1 (р . \1) R J'

где R = 17--;01 . .
Приведеиное решение согласуется с полученным ранее в работах [1, 2].
Отметим, что рассматриваемые решения могут быть использованы при

исследовании напряженного состояния в упругих системах , в которых си­

ловые воздейств ия обусловлены изменением темпер атуры, концентраци и

пр имесных частиц и т . п.
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В настоящее время достаточно полно изучены воп росы взаимодействия аку­

стических полей с упругими телами канон ической формы . Для тел некано­

нической формы такие задачи изучены ср авнительно мало в связи с нали­

чием трудностей при удовлетво рении услови ям контакта . В данной работе

рассмотрена задача о вынужденных колебаниях , вызв а нных точечным ис­

точником давления, круговой конеч ной цилиндрической оболочки, замкну­

той н а торцах днищами из уп ругих пластин, которые упруго соединены с

оболочкой, и внутри заполненной идеальной сжимаемой жидкостью.

Решение задачи находится с использованием рядов Фу рье и Фурье ­

Бесселя. для которых обобщены операции дифференци рован ия на замкнутом

пром ежутке . Обозначим через г, г, 8 безр азмерные координаты (отнесенные

к радиусу оболочки а цилиндрические координаты), в которых ось Ог сов ­

мещена с осью цилиндрической оболочки , а плоскость г = О равноудалена

от торцов. Цилиндрическая оболочка (занимающая область r ~ 1, - l ~ г ~

~ [, О ~ 8 ~ 2л) возбуждается гармоническим во в р емени точечным источ­

н иком давления

р! = Pof-J o (г - го) О (г) 8 (8) ехр (- iu)'t ), (1)

где 8 - дельта-функция ; го (го < 1), z = О, 8 = О - координаты источ­

ника г'. (1) , т - безра змерные круговая ча стота и время соответственно.
Временной фактор в дальнейшем опускается. Тогда з адача об оп ределен ии

поля давления ре (г, z, 8), рассеянного замкнуто й оболочкой , а также ком­

понентов вектора персмещений оболочки и, v, w и нормальных перемещений

торцевых пластин, упруго соединенных с оболочкой Uz' сводится к решению

следующей системы дифференциальных уравнений [3, 4, 6]:

(~ + 0)2) ре = г', (2)

(i, j = 1, 2, 3; и, = L j i ) , (3)

л 2 p/1 2 _ а р ! ре
LJ. OUz - - D (1) и; - -D2 [ + ]Z=l.

ре
(4)

7\
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