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М. А. Сухорольський, В. В. Достойна 
 
ОДИН КЛАС БІОРТОГОНАЛЬНИХ СИСТЕМ ФУНКЦІЙ, 
ЯКІ ВИНИКАЮТЬ ПРИ РОЗВ’ЯЗАННІ РІВНЯННЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
У ЦИЛІНДРИЧНІЙ СИСТЕМІ КООРДИНАТ 
 

Розглянуто один клас систем функцій, біортогональних на замкнутому кон-
турі в комплексній області. Досліджено властивості цих систем функцій, а 
також умови розвинення аналітичних функцій в ряди за основною системою. 
Наведено приклади розвинення елементарних функцій в такі ряди. 

 
Вступ. Біортогональні системи функцій комплексної змінної і методи 

розвинення аналітичних функцій у ряди за цими системами розглядаються 
в роботах [2, 4–6, 8, 11]. Відшукання коефіцієнтів рядів ґрунтується на 
властивості біортогональності і вони виражаються через похідні функцій, 
які розвиваються в ці ряди. У роботах [2, 6, 8–10, 12–16] розглянуто окремі 
класи систем многочленів і досліджено достатні умови розвинення аналі-
тичних функцій в ряди за ними. 

У цій роботі дослідимо властивості одного класу систем функцій, біор-
тогональних на замкнутому контурі в комплексній області, які виникають 
при розв’язуванні рівняння Гельмгольца у циліндричній системі координат, 
а також умови розвинення аналітичних функцій за основною системою. 
Наведено приклади таких розвинень. 

1. Властивості біортогональних систем функцій. Розглянемо систему 
( )nb z{ }  функцій комплексної змінної 
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де x[ ]  – ціла частина x . 

Зі співвідношень (1) отримаємо вирази функцій ( )nb z  окремо для пар-

них і непарних значень n  (послідовними замінами j n= −l  і j n= +l ): 
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Твердження 1. Функції ( )nb z  – цілі. 

Д о в е д е н н я.  На підставі ознаки Даламбера ряд у співвідношенні 
(1) збігається рівномірно на будь-якому компакті комплексної площини і 
тому визначає цілу функцію.  

Твердження 2. Для функцій ( )nb z  справджуються оцінки 
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Д о в е д е н н я.  Використовуючи зображення [1, с. 12] функцій Бес-
селя 1-го роду 
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де ( )Γ ⋅  – ґамма-функція, отримаємо 
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На підставі відомої оцінки [1, с. 23] ( )
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отримуємо нерівність (4). 
Аналогічно встановлюємо оцінку (5).  

Твердження 3. Для похідних функцій ( )nb z  справджуються формули 
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Д о в е д е н н я.  Формули (7) безпосередньо випливають зі співвідно-
шень (1), (2). Формули (8) отримуємо з (7).  

Твердження 4. Справджуються розвинення 
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При цьому ряди в (9) збігаються рівномірно в області ,  z R R≤ < ∞ . 
Д о в е д е н н я.  Доведемо останнє співвідношення в (9). Підставивши 

замість 2 1( )rb z+  їх вираз (3) і змінивши порядок підсумовування, одержимо 
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звідки отримаємо потрібне розвинення. 
Решту розвинень доводимо аналогічно. 
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Покажемо рівномірну збіжність ряду, наприклад, в останньому співвід-
ношенні (9). На підставі оцінки (5) маємо 
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Оскільки отриманий числовий ряд збіжний (наприклад, за ознакою Далам-

бера), то ряд 2 1( )m
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Твердження 5. Твірна ( , )z tΦ  системи функцій ( )nb z{ }  має явний ви-

гляд 
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де 0 1,J J  – функції Бесселя 1-го роду. 

Д о в е д е н н я.  Використовуючи співвідношення (2) і (3), маємо 
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Змінивши порядок підсумовування, внаслідок твердження 4 одержимо 
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Отже, маємо явний вираз твірної ( , )z tΦ .  

Введемо функції, асоційовані з функціями ( )nb z : 
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Зі співвідношення (10) запишемо вирази асоційованих функцій ( )m zω  

окремо для парних та непарних значень індексів m  (послідовними заміна-
ми s m k= −  і k m s= − ): 
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Функції ( )m zω  є аналітичними зовні круга як завгодно малого радіуса 

з центром у початку координат. Їх аналітичність випливає з того, що вони 
містять скінченне число доданків за від’ємними степенями змінної z . 

Твердження 6. Для функцій mω  виконуються оцінки 
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для всіх t  таких, що 0 t< < ∞ . 

Д о в е д е н н я.  Враховуючи співвідношення (11), маємо 
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де 0 t< < ∞ . 

Аналогічно доводимо нерівність (14).  

Теорема 1. Системи функцій ( )nb z{ } , ( )m zω{ }  біортогональні на 

замкнутому контурі Γ , що охоплює нульову точку: 
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Відомо [3, с. 81–82], що 
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Тому 
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Враховуючи відому комбінаторну тотожність [7, с. 619] 
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отримуємо співвідношення (15). 
Рівності 
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очевидні, оскільки відсутні доданки з 1z− .  

Теорема 2. Справджуються розвинення 
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При цьому ряди в (17) збігаються рівномірно в області ,  z R R≤ < ∞ . 

Д о в е д е н н я.  Доведемо останнє співвідношення із (17). Підставля-
ючи замість 2 1( )rb z+  його вираз (3), отримаємо 
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Змінивши в останній сумі порядок підсумовування і врахувавши тотожність 
(16), матимемо 
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що доводить останнє співвідношення з (17).  
Інші зі співвідношень (17) встановлюємо аналогічно. 
Покажемо рівномірну збіжність ряду в останньому зі співвідношень 

(17). Враховуючи оцінку (5), знаходимо 

 
2 1

2 1( 1) ( )
!( 1) ! 2

m r
zr m r

r r
r m r m

C z
C b z e

r r

+∞ ∞

+
= =

 − ≤ ≤ +  ∑ ∑  

 
2 1

1
! ( ) !( 1) ! 2

rR

r m

e R
m r m r

+∞

=

 ≤  − +  ∑ . 



57 

Оскільки числовий ряд 
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Теорема 3. Справджується таке подання: 
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Д о в е д е н н я.  Підставивши у праву частину співвідношення (18) 
вирази для асоційованих функцій mω  та функцій mb , запишемо 
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Змінивши у сумах порядок підсумовування, матимемо 
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Використавши комбінаторну тотожність (16), остаточно знаходимо 
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Покажемо, що ряд у співвідношенні (18) збігається рівномірно. Враху-
вавши оцінки (4), (5), (13), (14), одержимо 
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Отже, для всіх z  і t  таких, що z r≤ , t ≥ ρ , де 0 r< < ∞ , rρ > , ряд 

в (18) збігається рівномірно.  

Теорема 4. Система функцій ( )nb z{ }  – базис у просторі функцій rA , 

аналітичних у крузі z r≤ , 0 r< < ∞ . 

Д о в е д е н н я.  Система ( )nb z{ }  є базисом в rA  [6, с. 161], оскільки 

(і) функції ( )m zω  аналітичні в області 0z > ρ >  (див. твердження 6); 

(іі) коефіцієнти у розвиненнях (11), (12) асоційованих функцій ( )m zω  за-

довольняють умови 

 2 2 1 2lim 2 ( !)s s m
m m

s
s C r

→∞
′= ρ <( ) / , 

 2 1 1 2 1lim 2 !( 1)!s s m
m m

s
s s C r+ +

→∞
′′+ = ρ <( ) / , 

оскільки 0s
mC = , якщо s m> , і відповідно 0m m

′ ′′ρ = ρ = ; 

(іі) правильним є розвинення (18), і за теоремою 3 відповідний ряд збіга-
ється рівномірно для всіх z  і t  таких, що z r≤ , t ≥ ρ , де 

 0 r< < ∞ , rρ > .  

2. Розвинення функцій у ряди за системою ( )nb z{ } . Нехай ( )f z  – су-

ма ряду за системою ( )nb z{ } , і ряд є рівномірно збіжним в області z R≤ , 

R < ∞ : 
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=
= ∑ . (19) 

Помножимо ліву та праву частини рівності (19) на функцію ( )m zω  і проін-

тегруємо по контуру :z z rΓ = ={ } , 0 r R< < : 
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i i
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Враховуючи умови (15) біортогональності і подання (10) для ( )m zω , маємо 
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На підставі формули Коші одержимо 
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Звідси маємо окремо для парних та непарних значень індексів m  (з послі-
довними замінами j m k= −  і k m j= − ): 
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Теорема 5. Якщо функція ( )f z  аналітична в крузі z R≤ , R < ∞ , і 

обмежена на колі z R=  так, що max ( )
z R

f z M
≤

= , то коефіцієнти (20) за-

довольняють нерівність 
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, (23) 

і для кожного (0, )r R∈  ряд (19) збігається рівномірно до ( )f z  в крузі 

z r≤ . 
Д о в е д е н н я.  Враховуючи нерівність 
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отримаємо оцінки для коефіцієнтів (20): 
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Аналогічно 
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На підставі оцінок (6) і (23) для ,  z r r R≤ < , маємо 
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Отже, ряд (19) збігається рівномірно в області z r R≤ < .  

Приклад 1. Розвинути в ряд функцію ( ) sinf z z= . 
Оскільки  
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то  
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За формулами (21), (22) знайдемо вирази для коефіцієнтів na  ряду для ( )f z : 
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Врахувавши тотожність 
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Приклад 2. Розвинути в ряд функцію ( ) cosf z z= . 
Оскільки  
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то 
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Згідно з формулами (21), (22) маємо 
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На підставі відомої тотожності [7, с. 629] 
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Тому 
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Висновки. Зазначимо, що системи функцій 

 1 1( ) ( )n nP z z z− −= ω{ } , 

 1 1( ) ( )m mz z b z− −ψ ={ }  

також біортогональні на замкнутому контурі, що охоплює нульову точку, 
при цьому система многочленів ( )nP z{ }  є базисом простору RA . 

Можна показати, що функції 
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є розв’язками рівняння Гельмгольца 
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відповідно при 0µ =  і 1µ = . 
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ОДИН КЛАСС БИОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ, ВОЗНИКАЮЩИХ ПРИ РЕШЕНИИ 
УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 
 
Рассматривается один класс систем функций, биортогональных на замкнутом 
контуре в комплексной области. Исследованы свойства этих систем функций, а 
также условия разложения аналитических функций в ряды по основной системе. 
Приведены примеры разложений элементарных функций в такие ряды. 
 
ONE CLASS OF BIORTHOGONAL SYSTEMS OF FUNCTIONS THAT APPEARS AT SOLVING 
HELMHOLTZ EQUATION IN CYLINDRICAL COORDINATE SYSTEM 
 
One class of systems of functions biorthogonal at the closed contour in complex plane is 
considered. The properties of these systems of functions and the conditions of 
expansion of analytical functions into series by basic system are investigated. The 
examples of expansion of elementary functions into such series are given.  
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