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ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА МЕТАЛЛОКОМПОЗИТНЫХ 
ОБОЛОЧЕК СЛОИСТО-ВОЛОКНИСТОЙ СТРУКТУРЫ ПРИ ДЕЙСТВИИ  
НАГРУЗОК ВЗРЫВНОГО ТИПА.  
I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ  
 

Сформулирована задача вязкопластического динамического деформирования 
металлокомпозитных оболочек слоисто-волокнистой структуры. Разрабо-
тан оригинальный численный метод интегрирования поставленной началь-
но-краевой задачи, базирующийся на последовательной дискретизации облас-
ти определения решения сначала по времени, а затем по пространственным 
переменным. 

 
Введение. Тонкостенные оболочечные конструкции составляют основу 

многих защитных ограждений и ответственных элементов оборонной, судо-
строительной, машиностроительной и авиационной техники. При воздейст-
вии динамических нагрузок высокой интенсивности их повреждаемость во 
многом определяет возможность дальнейшего функционирования указан-
ных объектов, поэтому проблема динамического расчета таких элементов 
конструкций является одной из важнейших в механике деформируемого 
твердого тела. 

В последние десятилетия в инженерной практике в качестве эффек-
тивных силовых элементов используются металлокомпозитные слоистые 
тонкостенные конструкции [16, 32]. Дальнейшее повышение эффективности 
таких элементов возможно за счет армирования всех или некоторых слоев 
высокопрочными металлическим проволоками. Так, в [21] было показано, 
что помимо армирования разнесение несущих слоев (т.е. переход от квази-
однородного по толщине армирования к сэндвич-панелям с армированными 
несущими слоями) в тонкостенных элементах конструкций типа пластин 
позволяет дополнительно повысить их динамическую сопротивляемость 
нагрузкам взрывного типа. Существующие на сегодняшний день публика-
ции посвящены в основном исследованию линейно-упругого или линейно-
вязкоупругого динамического деформирования оболочечных конструкций 
слоисто-волокнистой структуры [1, 3 и др.]. Изучение неупругого динами-
ческого деформирования таких тонкостенных конструкций находится пока 
в зачаточном состоянии. 

С одной стороны, это связано с отсутствием адекватных моделей меха-
нического упругопластического поведения перекрестно армированных ком-
позитов, как правило, используемых в тонкостенных элементах конструк-
ций. Существующие модели построены главным образом для однонаправ-
ленно армированных сред [12], но такие структуры армирования на прак-
тике встречаются редко, разве что в стержневых системах. Единственная 
известная автору модель упругопластического деформирования перекрест-
но-армированного металлокомпозитного слоя – это модель с одномерным 
напряженным состоянием в арматуре [20], в рамках которой напряжения в 
поперечных направлениях волокон не учитываются, т.е. такая модель опи-
сывает поведение металлокомпозита с нарушенной адгезией между арма-
турой и связующим. 

С другой стороны, даже при наличии соответствующих структурных 
теорий упругопластического деформирования полиармированных сред (на-
пример, из [20]) решение динамических задач для них наталкивается на 
значительные технические трудности, связанные с тем, что в представи-
тельном элементе такого композита одни фазовые материалы могут нахо-
диться в состоянии активного нагружения, другие – в состоянии разгрузки, 
третьи – в состоянии вторичной знакопеременной пластичности и т.д. Необ-
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ходимость отслеживания областей этих состояний для всех компонентов 
композиции и порождает эти трудности. С подобными проблемами прихо-
дится сталкиваться и в более простых случаях неупругой динамики изо-
тропных конструкций [1 и др.] и тонкостенных элементов, усиленных реб-
рами жесткости [13 и др.], особенно при изучении их поведения с учетом 
разгрузки после вторичной пластичности, а также при учете третичной 
(знакопеременной) пластичности и т.д., что приводит к значительному 
усложнению вычислительных процедур и алгоритмов уже в простейшем 
случае динамики изгибаемых стержней [24]. Поэтому механическое поведе-
ние даже изотропных конструкций при упругопластическом динамическом 
деформировании изучается в основном на начальном интервале времени 

(равном 13 периодам колебаний тонкостенной конструкции) до появления 
вторичной пластичности [1]. 

Однако реальные потребности в настоящее время таковы, что выдвига-
ют на первый план необходимость изучения неупругой динамики армиро-
ванных металлокомпозитных конструкций слоисто-волокнистой структуры, 
которые находят все более широкое применение в инженерной практике. В 
связи с этим и с учетом указанных выше проблем, возникающих в рамках 
упругопластической постановки задачи динамического деформирования 
металлокомпозитов, можно предложить следующий выход из сложившейся 
на сегодняшний день ситуации. 

Известно, что при интенсивных силовых воздействиях упругие дефор-
мации пренебрежимо малы по сравнению с накопленными пластическими 
деформациями [10]. Следовательно, в этих случаях первые можно не учи-
тывать, особенно, если изучению подлежат не сами колебательные движе-
ния конструкции, которые в реальности со временем затухают, а остаточ-
ные деформации и перемещения точек армированной конструкции, возни-
кающие в ней после приложения интенсивных динамических нагрузок. С 
одной стороны, это позволяет использовать вместо модели упругопласти-
ческого деформирования более простую модель вязкопластического тела, 
не учитывающую упругих деформаций. (Так как определяющие соотноше-
ния вязкопластического деформирования сплошной среды формально со-
впадают с определяющими уравнениями установившейся ползучести, по-
лученными в рамках теории течения [15, 30], то в качестве структурной мо-
дели вязкопластического деформирования металлокомпозитных тонкостен-
ных элементов конструкций слоисто-волокнистой структуры можно исполь-
зовать модель, предложенную в [27].) С другой стороны, пренебрежение 
упругими деформациями при интенсивных динамических нагрузках позво-
ляет не учитывать такие состояния компонентов композиции, как их раз-
грузка, вторичная пластичность, разгрузка после вторичной пластичности и 
т.д., что существенно упрощает алгоритм решения задачи динамики. 

Исследования, проведенные в [24], показывают, что вторичная плас-
тичность, как правило, незначительно влияет на величину остаточных про-
гибов. Результаты же, полученные в [4], демонстрируют, что остаточные 
прогибы, определенные по упругопластической и жесткопластической мо-
делям деформирования тонкостенных изотропных конструкций, различа-
ются незначительно при высоких уровнях динамического нагружения, и это 
различие уменьшается с увеличением интенсивности нагружения. Модель 
же жесткопластического тела является предельным (частным) случаем мо-
дели вязкопластического деформирования [14, 15, 21]. 

Указанные обстоятельства позволяют обоснованно заменить упруго-
пластическую модель деформирования металлокомпозитов слоисто-волок-
нистой структуры на более простую модель их вязкопластического поведе-
ния при динамических нагрузках высокой интенсивности. 

В связи с этим настоящее исследование посвящено разработке числен-
ного метода интегрирования начально-краевой задачи вязкопластической 
динамики металлокомпозитных оболочек слоисто-волокнистой структуры 
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при нагрузках взрывного типа высокой интенсивности, а также изучению 
на основе решений, полученных этим методом, влияния структуры армиро-
вания металлокомпозитных оболочек на величину и характер распределе-
ния остаточных прогибов в них. Так как величина остаточных деформаций 
(в частности, прогибов) может, в определенном смысле, рассматриваться 
как мера поврежденности тонкостенной конструкции, т.е. определяет воз-
можность дальнейшего функционирования объекта, элементом которого она 
является, то такое исследование имеет практическую значимость и продол-
жает исследования, опубликованные ранее в [21, 26] для пластин. 

Постановка задачи. Рассмотрим вязкопластическое деформирование 
тонкой оболочки, подчиняющейся гипотезам Кирхгофа – Лява и состоящей 
из армированных и изотропных слоев переменной толщины. По толщине 
каждый слой имеет регулярную и квазиоднородную структуру, на грани-
цах между слоями выполняются условия идеального механического контак-
та. 

Свяжем с оболочкой сопряженную ортогональную криволинейную сис-
тему координат 1 2 3, ,α α α . Поверхность 1 2,α α  3( 0)α =  – отсчетная, при-

чем координатные линии 1 2,α α  совпадают с линиями главной кривизны 

этой поверхности, а ось 3α  перпендикулярна отсчетной поверхности и 
определяет расстояние от некоторой точки оболочки до этой поверхности. 
Конструкция состоит из M  слоев, которые пронумеруем последовательно, 
начиная, например, от внутренней лицевой поверхности. Лицевые поверх-
ности оболочки и границы между слоями задаются равенствами 3α =  

1 2( , )mZ= α α , 0,1,2, ,m M= … , причем функции 0 , MZ Z  определяют внут-

реннюю и внешнюю лицевые поверхности соответственно, а mZ  – поверх-

ность контакта m -го и ( 1)m + -го слоев ( 1,2, , 1)m M= −… . Выполняются 

неравенства 0 1 2 m MZ Z Z Z Z≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤… … . 

Каждый m -й слой армирован ( )mK  семействами волокон (металличес-
ких проволок, возможно, различной физической природы), которые уложе-
ны по поверхностям, эквидистантным отсчетной поверхности (эквидистант-
ное армирование), или по поверхностям, расстояния между которыми по 
оси 3α  изменяются пропорционально изменению толщины слоя 

1 2 1 1 2( , ) ( , )m mZ Z −α α − α α  (неэквидистантное армирование). 

Для формулировки задачи вязкопластической динамики тонких метал-
локомпозитных оболочек слоисто-волокнистой структуры используем обще-
известные уравнения движения [13, 19, 29] 

 1 2 , 1 2 ,( , ; , , ) ( , ),       ( , )t tA A A A t tρ = + =v q F v u L F M u v  , (1) 

где 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2    , , ,    , , ,       , , ,   ,u u u v v v q q q= = = = α αu v q{ } { } { } { } , 

 1 2 3 11 12 22 11 12 22       , , , , , , , ,L L L F F F M M M= = =L F M{ } { } { } ,  (2) 

 1
, , , , ,( , ) ( ) ( ) ( )i j ii i j i jj i ji j i j ij i j ii iL A F A F A F A F R A M−= − + + + −F M [  

 , , ,( )  ,    3 ,   1,2j i jj i ji j i j ijA M A M A M j i i− + + = − =] , 
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2

1
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1
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i
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A A R F j i−
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  (4) 

связь между скоростями мембранных деформаций ije& , скоростями пара-

метров искривления ij
&æ  срединной поверхности оболочки и скоростями пе-

ремещений iv  точек этой поверхности: 

 1 1 1
, 1 2 , 3( ) ( , )ii i i i i j j i iie A v A A A v R v V− − −= + + + v u& , 

 1 1
12 21 1 2 1 1 ,2 2 1 2 2 ,1 122 2 ( ) ( ) ( , )e e A A v A A A v A V− −= = + + v u& & / / , 

 1 1
3, , 1 2 , 3,( ) ( ) ( )ii i i i i i i i j j j j jA v A v R A A A v A v R− −= − − − −& / / / /æ , 

 3 ,         1,2j i i= − = , 

 1 1
12 21 1 2 3,12 1,2 3,1 1 2,1 3,2 2 1 1,2 2( ) ( ) (A A v A v A A v A R v A− −= = − − − + −& & / / /æ æ  

 1
1,2 1 1 2 2 2,1 1 2,1 2 1 2( )) ( ( ))A v A A R v A A v A A−− + −/ / / , (5) 

определяющие соотношения, связывающие мембранные усилия ijF  и мо-

менты ijM  в оболочке с ne& l  и n
&æ l  [27]: 

 
2 2

1 1

( )ij ijn n ijn n
n

F A e B
= =

= +∑ ∑ && æl l l l
l

, 

 
2 2

1 1

( ),         , 1,2ij ijn n ijn n
n

M B e C i j
= =

= + =∑ ∑ && æl l l l
l

.  (6) 

В уравнениях и соотношениях (1)–(6) приняты обозначения: ,i iA R  – 
параметры Ламе и главные радиусы кривизны отсчетной поверхности обо-
лочки соответственно; ,i iu v  – перемещения и скорости точек отсчетной 

поверхности оболочки в направлениях iα , 1,2,3i = ; ( )
0
mρ , ( )m

kρ  – объемные 

плотности материалов связующей матрицы и арматуры k -го семейства в 

m -м слое соответственно; ( ) ( )m
kω   – плотность (интенсивность) армирова-

ния m -го слоя проволоками k -го семейства; ( , )ijV v u , , 1,2i j = , – диффе-

ренциальные операторы, определяющие геометрически нелинейные слагае-
мые в выражениях для скоростей деформаций (эти операторы получаются 
дифференцированием по времени t  нелинейных слагаемых в выражениях 
для деформаций кирхгофовской оболочки [10, 30], приведенных в общем 
случае, например, в [19], а в случае приближения Кармана – в [13, 29]); iq  
– операторы (в частности, функции), характеризующие приведенные внеш-
ние распределенные нагрузки (с учетом возможных распределенных момен-
тов), действующие на оболочку, которые в общем случае могут зависеть от 

,v u  (например, при магнитно-импульсном нагружении [5]), сюда же отне-
сены слагаемые, порожденные геометрической нелинейностью задачи, кон-
кретный вид которых приведен, например, в [13, 19, 29] (важной особеннос-
тью операторов ( , )ijV v u  в (5) и iq  в (1) является то, что в приближении Кар-

мана они не порождают высших производных от неизвестных функций в 
разрешающих уравнениях движения, поэтому (и в силу их громоздкости) в 
явном виде здесь не выписаны); индекс после запятой означает частное диф-
ференцирование по соответствующей переменной 1 2,α α  или времени t . 
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Уравнения движения (1) записаны без учета инерции вращения, кото-
рая для тонкостенных кирхгофовских конструкций вносит в решение пре-
небрежимо малый вклад [22]. 

Коэффициенты , , ,ijn ijn ijn ijnA B C Dl l l l  в (6) нелинейно зависят от ne& l  и 

n
&æ l , параметров армирования, толщины слоев и механических характерис-

тик вязкопластического деформирования материалов компонентов компози-
ции. 

Так как определяющие соотношения вязкопластического деформирова-
ния металлов формально совпадают с определяющими уравнениями уста-
новившейся ползучести, получаемых в рамках теории течения [14, 15, 30], 
и в силу того, что тонкая оболочка подчиняется гипотезам Кирхгофа – Ля-
ва, для определения , , ,ijn ijn ijn ijnA B C Dl l l l  можно использовать соотноше-

ния, полученные в [27] (не будем их здесь приводить в силу чрезвычайной 
громоздкости). 

В случае неэквидистантного армирования тонкого m -го слоя непре-
рывными волокнами постоянного поперечного сечения между параметрами 

армирования ( )m
kω , ( )m

kψ  существует связь, приближенно определяемая ра-

венством [25] 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 ,1 1 1 ,2( ( ) cos )  ( ( ) sin ) 0m m m m

k m m k k m m kA Z Z A Z Z− −ω − ψ + ω − ψ = , 

 ( )1 ,        1mk K m M≤ ≤ ≤ ≤ , (7) 
которое при эквидистантном армировании редуцируется в точное равенст-
во, получающееся из (7) формальным заданием 1 1m mZ Z −− = . Здесь 

( ) ( )m
kψ   – угол армирования m -го слоя волокнами k -го семейства, отсчи-

тываемый от направления координатной линии 1α . 
Подставим соотношения (5) в определяющие уравнения (6), а послед-

ние в систему (1), тогда с учетом равенств (2)–(4) получим систему разре-
шающих уравнений движения, записанную в операторной форме: 

 1 2 , 1 2 ( , ; , ) ( )tA A A A tρ = +v Q v u D v , (8) 

 , 1 2( , , ),         1,2,3i t iu v t i= α α = , (9) 

где, согласно (2)–(6): 

 1 2 3 1 2 3, , ,      , , ,      ( ( ), ( ))k kD D D Q Q Q D L ′ ′= = =D Q F v M v{ } { } , 

 1 1
1 2( , ; ( , ), , ) ( ( , ), ( , ))k k kQ q t A A L− − ′′ ′′= +F v u v u F v u M v u , 

 ( ) ( , ) ( , ),       ( ) ( , ) ( , )′ ′′ ′ ′′= − = −F v F v u F v u M v M v u M v u , 

 11 12 22 11 12 22, , ,                , ,F F F F F F′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′= =F F{ } { } , 

 11 12 22 11 12 22, , ,            , ,M M M M M M′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′= =M M{ } { } , 

 
2 2 2 2

1 1 1 1

( , ),       ( , )ij ijn n ij ijn n
n n

F A V M B V
= = = =

′′ ′′= =∑ ∑ ∑ ∑v u v ul l l l
l l

, 

 , 1,2,         1,2,3i j k= = . (10) 
В развернутом виде выражения для дифференциальных операторов 

,k kD Q  громоздки, поэтому не будем их здесь приводить, отметим лишь, 

что операторы kD  совпадают с левыми частями уравнений равновесия (2.1) 

в [33]. Существенным является то, что ( )D v  образует главную часть (со-
держит производные высших порядков) дифференциального оператора, 
определяющего правую часть векторного уравнения (8). 
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Для однозначного интегрирования системы (8), (9) необходимо исполь-
зовать начальные 

 0 0 0 0( , ) ( ),      1,2,3     ( , ) ( )i iv t v i t= = =v v( )    , (11) 

 0 0 0 0( , ) ( ),      1,2,3     ( , ) ( )i iu t u i t= = =u u( )α α α α , (12) 

и общеизвестные граничные условия [13, 19], которые могут быть весьма 
разнообразны, поэтому не будем их здесь приводить. 

Если заданы кинематические граничные условия для перемещений iu , 
то за счет (9) можно получить соответствующие условия для скоростей пе-
ремещений iv , 1,2,3i = . При задании же на кромках силовых факторов в 
случае геометрической линейности задачи можно использовать соотноше-
ния (2.2) из [33]. Учет геометрической нелинейности задачи приводит к еще 
более громоздким, чем (2.2) в [33], соотношениям (поэтому здесь не приво-
дятся). 

Метод решения сформулированной начально-краевой задачи. Из-
вестные методы решения задач динамического деформирования тонкостен-
ных конструкций разделяются на точные и приближенные (аналитические 
и численные) методы. Аналитические методы интегрирования разработаны 
в основном для решения линейно-упругих [2 и др.] или жесткопластических 
[17 и др.] задач для тел простой конфигурации при некоторых ограничени-
ях на вид внешних воздействий. Однако решение нелинейных задач дина-
мики точными или приближенными (вариационными [18]) аналитическими 
методами наталкиваются на существенные трудности, поэтому широкое 
применение получили численные методы интегрирования. 

Так как область определения в динамических задачах, кроме про-
странства, включает время, то методы численного решения предполагают 
дискретизацию определяющей системы уравнений и по этой переменной. 
Возможны два способа дискретизации: одновременное и последовательное 
пространственно-временное деление области интегрирования. При одно-
временном разбиении области определения [9 и др.] задача сводится к 
системе алгебраических уравнений, в которую входят неизвестные на всех 
временных слоях. Такой способ приводит к определенным трудностям (в 
частности, увеличивается объем хранимой информации, повышается веро-
ятность зацикливания при решении жесткопластических задач методами 
линейного программирования и др.), которые ограничивают его применение 
на практике. 

Используемые до настоящего времени методы последовательной дис-
кретизации базируются на разбиении области определения в первую 
очередь по пространственным переменным 1 2 3( , , )α α α , сводя исходную 
задачу к системе обыкновенных дифференциальных уравнений по времени 
(метод прямых), для интегрирования которой применяются как явные, так 
и неявные разностные схемы [36 и др.]. При решении прикладных задач 
динамического деформирования тонкостенных конструкций часто исполь-
зуются явные трехслойные схемы типа «крест» второго порядка точности 
относительно шага по времени [1, 4, 5 и др.]. Однако эффективность этого 
метода существенно ограничена требованием гиперболичности системы 
уравнений движения (обязательным учетом упругих деформаций) и его 
условной устойчивостью, что приводит к необходимости использования 
шагов по времени, на 3–4 порядка меньших характерного размера сетки по 
пространственным переменным [1]. Кроме того, недостатки схемы «крест» 
связаны с трудностями аппроксимации граничных условий и требованием 
постоянства шага по времени на всем временном промежутке интегри-
рования [1], что не позволяет без потери порядка точности гибко управлять 
этим шагом во временном интервале приложения кратковременного высо-
коинтенсивного нагружения и после него – при движении конструкции по 
инерции. 
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Из неявных методов численного интегрирования по времени динами-
ческих задач механики деформируемого твердого тела наиболее широкое 
распространение получил абсолютно устойчивый метод Ньюмарка [35, 37 и 
др.], также имеющий второй порядок точности по шагу интегрирования, ко-
торый может быть и переменным. Как и для схемы «крест», для примене-
ния метода Ньюмарка начально-краевую задачу необходимо предваритель-
но дискретизировать по пространственным переменным. 

В случаях, когда уравнения движения (как, например, в (8)) содержат 
дифференциальные операторы по пространственным переменным 1 2( , )α α  
сложной нелинейной структуры и достаточно простые дифференциальные 
операторы по временной переменной t , по-видимому, целесообразнее 
дискретизацию начально-краевой задачи сначала проводить по времени, а 
уж затем по пространственным переменным. Такая последовательность 
дискретизации начально-краевой задачи динамики вязкопластических ме-
таллокомпозитных оболочек, как будет показано ниже, позволяет более 
гибко использовать в последующем разнообразные методы интегрирования 
(по пространственным переменным), хорошо разработанные для решения 
задач статики тонкостенных элементов конструкций. 

Далее разрабатывается принципиально новый численный метод реше-
ния начально-краевой задачи динамического вязкопластического деформи-
рования металлокомпозитных оболочек слоисто-волокнистой структуры, 
базирующийся на последовательной дискретизации области определения 
решения сначала по времени, а затем по пространственным переменным. 

Для численного интегрирования по времени t  начально-краевой зада-
чи, соответствующей системе уравнений (8), (9), используем один из обоб-
щенных методов Рунге – Кутты [28], а именно, двустадийный обобщенный 
метод Лобатто IIIA (метода трапеций), имеющий второй порядок точности 
по τ , где τ  – шаг по времени t . Согласно этому методу: 

 1 1 1 1
1 2 1 2 1( ) ( ) (2 ) ( , ; ( ), ( ))n n n n

nA A A A t+ − + +
+= + τ ρ +v v Q v u    [  

 1
1 2 ( , ; ( ), ( )) ( ( )) ( ( ))n n n n

nA A t ++ + +Q v u D v D v     ] , (13) 

 1 1 1( ) ( ) ( ( ) ( )) ,       0,1,2
2

n n n n n+ += + τ + =u u v v …α    , (14) 

где (см. (2)) 

 ( ) ( , ),          ( ) ( , )n n
n nt t= =u u v v    , 

 1 0,     0,1,2 ,     0n nt t n t+ = + τ = =… , (15) 

шаг по времени 0τ >  может быть переменным: 1 1n n nt t+ += + τ . 

Векторно-операторное уравнение (13) запишем в виде 

 1 1 1 1
1 2 1 1 2( ( )) ( , ; ( ), ( )) 2 ( )n n n n

nA A t A A+ + + +
+− τ − τ + ρ =D v Q v u v      

 1 2 1 22 ( ) ( ( )) ( , ; ( ), ( ))n n n n
nA A A A t= ρ + τ + τv D v Q v u     . 

  (16) 

Если в n -й момент времени векторные функции ( ), ( )n nv u   извест-
ны, то система уравнений (14), (16) определяет решение в следующий 
( 1)n + -й момент времени. Недостатком уравнения (16) является то, что для 

вычисления его правой части необходимо к известным функциям ( )nv  , 

( )nu   применять нелинейные дифференциальные операторы D  и Q . Для 
того чтобы избежать дифференцирования в правой части уравнения (16), 
введем в рассмотрение векторные функции 
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 1 2 1 2( ) ( ( )) ( , ; ( ), ( )) 2 ( )n n n n n
nA A t A A= − τ − τ + ρP D v Q v u v      , 

 1 2 3, , ,       0,1,2n n n nP P P n= =P …{ } . (17) 

Тогда уравнение (16) примет вид 

 1 1 1 1
1 2 1 1 2( ( )) ( , ; ( ), ( )) 2 ( )n n n n

nA A t A A+ + + +
+− τ − τ + ρ =D v Q v u v      

 1( ),       0,1,2n n+= =P … , (18) 

где правая часть известна и определяется по рекуррентной формуле 

 1
1 2( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( )n n nA A+ = − + ρP P v     , (19) 

полученной в результате сопоставления выражения (17) и правой час-
ти (16). 

В начальный момент времени 0t  имеем (см. (11), (12), (17)) 

 0
0 1 2 0 0 0 1 2 0( ) ( ( )) ( , ; ( ), ( )) 2 ( )A A t A A= − τ − τ + ρP D v Q v u v      . (20) 

При нулевых начальных условиях 

 0 0
0 0( ) ( ) ,          ( ) ( )= = = =v v 0 u u 0     (21) 

из (20) получаем 

 0
1 2 0( ) ( , ; , )A A t= − τP Q 0 0  , (22) 

где правая часть определяется только внешней нагрузкой, действующей в 
начальный момент времени. 

Используя (14), исключим из (18) векторную функцию 1( )n+u  , после 
чего получим систему разрешающих уравнений 

 1 1 1 1 1
1 2 1 2( ( )) ( ; ( )) 2 ( ) ( )n n n n nA A A A+ + + + +− τ − τ + ρ =D v Q v v P     , 

 0n ≥ , (23) 

где 

 1 1 1 1
1( ; ( )) , ; ( ), ( ( ) ( ) 2) ( ) 2n n n n n n

nt
+ + + +

+= + τ + τQ v Q v u v v      / /[ ] . 

Таким образом, для определения скоростей перемещений точек отсчет-
ной поверхности оболочки в ( 1)n + -й момент времени необходимо проин-
тегрировать систему трех уравнений (которые записаны в векторной форме 
(23)) с известными правыми частями (19)–(22) при соответствующих гра-
ничных условиях, которые получаются из граничных условий для системы 

уравнений (8), (9) формальной заменой v  на 1n+v  и u  на 1n+u . Если ско-
рости перемещений v  известны в n -й и ( 1)n + -й моменты времени, то из 
системы (14) можно определить перемещения u  точек отсчетной поверх-
ности оболочки в момент времени 1nt + . 

Система уравнений (23) с учетом выражений для операторов iD  (см. 

(2.1) в [33]), содержащих высшие производные от 1( )n+v  , является систе-
мой квазилинейных уравнений эллиптического типа и ее можно интерпре-
тировать как систему уравнений равновесия установившейся ползучести 
металлокомпозитной оболочки слоисто-волокнистой структуры на вязком (в 
общем случае, нелинейно-вязком) основании. В силу известного [14, 15, 30] 
формального сходства определяющих уравнений установившейся ползучес-
ти (в рамках теории течения) и уравнений теории малых упругопластичес-
ких деформаций векторное равенство (23) формально совпадает с системой 
уравнений равновесия оболочки на упругом (в общем случае, нелинейно-
упругом) основании при ее упругопластическом деформировании (если под 
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1n+v  понимать вектор перемещений точек отсчетной поверхности). Поэтому 
для интегрирования граничной задачи, соответствующей системе уравне-
ний (23), можно использовать известные методы, разработанные для реше-
ния нелинейных задач статики или установившейся ползучести тонкостен-
ных элементов конструкций. 

Для линеаризации оператора ( )⋅D  в (23) используем метод секущего 
модуля, предложенный в [15] для решения задач установившейся ползу-
чести изотропных конструкций. Адаптация этого метода применительно к 
металлокомпозитным тонкостенным конструкциям изложена в [27, 33], по-
этому не будем останавливаться на обсуждении этого вопроса более по-

дробно. Для линеаризации же оператора 1n+Q  в (23) используем идею 
метода Ньютона [11], тогда после элементарных преобразований получим 
разрешающее уравнение на ( 1)k + -й итерации 

 1 1 1 1 1
( 1) 1 2 ( ) ( 1)( ( )) 2 ( ; ( )) ( ) ( )n n n n n
k k kA A+ + + + +

+ +− τ + ρ − τ = +vD v I Q v v Pα   [ ]  

 1 1 1 1 1
1 2 ( ) ( ) ( )  ( ; ( )) ( ; ( )) ( ) , 0n n n n n

k k kA A n+ + + + ++ τ − ≥vQ v Q v v    [ ] , 

  (24) 

где I  – единичная (3 3× )-матрица; 1n+
vQ  – матрица вида 
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1 1
1 1
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, 

решение 1
( ) ( )n
k
+v   на предыдущей k -й итерации предполагается уже из-

вестным. 
После такой линеаризации на каждой итерации систему уравнений 

(24), содержащую в качестве неизвестной векторную функцию 1
( 1) ( )n
k
+
+v  , 

можно рассматривать как линейную эллиптическую систему уравнений 
статического деформирования анизотропной неоднородной оболочки на ли-
нейно-упругом винклеровском основании и использовать для ее интегриро-
вания достаточно хорошо разработанные в теории кирхгофовских оболочек 
численные (МКР, МКЭ), вариационные и др. методы [6]. (Сходимость мето-
да переменных параметров упругости доказана [15].) 

В качестве начального приближения 1
(0) ( )n+v   для векторной функции 

1( )n+v   можно выбрать функцию 

 1
(0)

1 2

( )
( ) 3 ( )

( ) ( )

n
n n

A A
+ = −

ρ
P

v v
    , 

получающуюся по формуле Тейлора 

 1 2
,( ) ( ) ( , ) ( )n n
t nt O+ = + τ + τv v v    

с учетом выражения для производной ,tv  из (8) и оператора 

 1 2( ( )) ( , ; ( ), ( ))n n n
nA A t+D v Q v u     

из (17) в предположении, что в предыдущий n -й момент времени решение 

задачи ( ), ( )n nv u   уже известно. 
В случае вязкопластического деформирования система разрешающих 

уравнений динамики металлокомпозитной оболочки (8), (9) является систе-
мой квазилинейных уравнений составного типа [8]. Если же оператор Q  в 
(8) не зависит от u  (геометрически линейная постановка задачи), то систе-
ма (8), (9) распадается на две подсистемы, интегрировать которые можно 
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последовательно, причем система (8) в этом случае является системой ква-
зилинейных уравнений параболического типа относительно скоростей пере-
мещений v . Известно, что для квазилинейных дифференциальных уравне-
ний и систем общая теория устойчивости и сходимости конечно-разностных 
схем разработана недостаточно полно [31], поэтому основным критерием 
доверия той или иной конечно-разностной схеме служат приближенные ре-
шения для тестовых (модельных) задач, аналитические решения которых 
известны. 

Автору пока не удалось доказать устойчивость численной схемы (14), 
(18) в общем случае, когда операторы ,D Q  (см. (10), (3)–(6)) нелинейны. Но 
в пользу устойчивости этой схемы говорят физическая корректность (не-
противоречивость) результатов многочисленных расчетов, проведенных 
автором, и удовлетворительное совпадение результатов с известными ана-
литическими и апробированными численными решениями. Так, частные 
случаи этого метода были разработаны ранее в [21, 22, 26, 34 и др.] приме-
нительно к металлокомпозитным стержням и пластинам слоисто-волокнис-
той структуры. Этот метод был апробирован на задачах вязкопластической 
динамики не только стержней и пластин [21, 22, 26, 34], но и цилиндричес-
ких изотропных оболочек [23], где было продемонстрировано хорошее со-
гласование численных решений, полученных этим методом, с известными 
аналитическими решениями [7, 14, 17 и др.]. Поэтому не будем останавли-
ваться на обсуждении этих вопросов более подробно. В случае геометричес-
ки линейной постановки задачи и линейной вязкости всех фазовых матери-
алов, когда мембранные усилия ijF  и моменты ijM  в (6) линейно зависят от 

ne& l  и n
& læ , а оператор Q  в (8) линеен и не зависит от перемещений u , до-

казать спектральную устойчивость схемы (16), (18) можно, повторив все 
рассуждения в [28], касающиеся доказательства устойчивости обобщенных 
методов Рунге – Кутты при решении задачи нестационарной теплопровод-
ности, которая описывается параболическим уравнением, содержащим про-
изводную по времени t  только первого порядка (подобно уравнениям сис-
темы (8) при ∂ ∂ =Q u 0/ ). Из спектральной устойчивости следует устойчи-
вость по начальным данным, из которой, в свою очередь, для двухслойных 
схем, к которым относится и построенная выше схема, следует устойчи-

вость по правой части [31]. При известных же nv , 1n+v  схема (14) абсолют-
но устойчива [36]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (код проекта 11-01-00121-а) и Президиума 
СО РАН (Постановление № 10 от 15.01.09, номер проекта 72). 
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В’ЯЗКОПЛАСТИЧНА ДИНАМІКА МЕТАЛОКОМПОЗИТНИХ ОБОЛОНОК 
ШАРУВАТО-ВОЛОКНИСТОЇ СТРУКТУРИ ПРИ ДІЇ  
НАВАНТАЖЕНЬ ВИБУХВОГО ТИПУ.  
I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ І МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
 
Сформульовано задачу в’язкопластичного динамічного деформування металоком-
позитних оболонок шарувато-волокнистої структури. Розроблено оригінальний 
числовий метод інтегрування поставленої початково-крайової задачі, що базу-
ється на послідовній дискретизації області визначення розв’язку спочатку за ча-
сом, а потім – за просторовими змінними. 
 
VISCO-PLASTIC DYNAMICS OF METAL-COMPOSITE SHELLS OF LAYERED-FIBROUS 
STRUCTURE UNDER LOADINGS OF EXPLOSIVE TYPE 
I. FORMULATION OF THE PROBLEM AND METHOD OF SOLUTION  
 
The problem of visco-plastic dynamic deformation of metal-composite shells of layered-
fibrous structure is formulated. The original numerical method of solution of the as-
signed initial-boundary problem, based on consecutive digitization of domain of the 
solution initially with respect to time, and then with respect to spatial variables, is 
developed. 
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