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ПОЛУГРУППЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ НЕКОТОРЫХ БЕСКОНЕЧНЫХ 
МОНОУНАРНЫХ АЛГЕБР 
 

Рассматривается некоторый класс бесконечных моноунарных алгебр, не со-
держащих циклических и метамоногенных подалгебр. Показано, что моно-
унарная алгебра этого класса определяется с точностью до изоморфизма 
своей полугруппой эндоморфизмов. Также доказано, что в полугруппе эндо-
морфизмов каждой моноунарной алгебры этого класса существует плотно 
вложенный идеал, мощность которого совпадает с порядком этой моноунар-
ной алгебры и который также определяет ее. 

 
Исследование полугруппы эндоморфизмов любой алгебраической сис-

темы всегда представляет значительный интерес. Некоторые свойства ал-
гебраической системы находят свое отражение в свойствах полугруппы эн-
доморфизмов этой системы. Наибольший интерес представляет случай, 
когда полугруппа эндоморфизмов определяет структуру исходной алгебра-
ической системы, то есть характеризует ее с точностью до изоморфизма. 
Одним из первых результатов такого рода получен Л. М. Глускиным. В ра-
боте [1] он показал, что отношение квазипорядка характеризуется полу-
группой эндоморфизмов с точностью до изоморфизма или антиизоморфиз-
ма. Впоследствии этот результат был обобщен на более широкий класс 
рефлексивных бинарных отношений. В [7] указан максимальный класс 
бинарных отношений, которые характеризуются полугруппой эндоморфиз-
мов ранга два (и более высокого ранга) с точностью до изоморфизма или 
антиизоморфизма. В этих работах существенно использовалась рефлексив-
ность бинарного отношения. Упомянутые выше результаты были обобщены 
в [10], где рассматривались отношения произвольной арности также реф-
лексивные. 

В настоящей работе рассматриваются бесконечные моноунарные алгеб-
ры, удовлетворяющие некоторым условиям. Унарную операцию можно рас-
сматривать как бинарное отношение, удовлетворяющее условию функцио-
нальности. Такое бинарное отношение не является рефлексивным, за ис-
ключением тривиального случая. В связи с этим методы доказательств, ко-
торые использовались в работах [1, 7], оказываются неприменимыми. 

Моноунарные алгебры играют значительную роль в изучении алгебра-
ических и реляционных структур, особенно в конечном случае [12, 18, 21]. 
Кроме того, существует тесная связь между моноунарными алгебрами и 
некоторыми видами автоматов [9, 11]. Моноунарные алгебры начали актив-
но изучаться с 60-х годов прошлого века и на сегодняшний день существу-
ет большое количество работ, посвященных им, например, [4, 8, 13–17, 20, 
21]. В [2] сделан краткий обзор результатов исследований алгебр, родствен-
ных моноунарным алгебрам, и отмечено, что до сих пор остается не до кон-
ца решенной задача об «определимости» алгебры родственной ей алгеброй 
в теории моноунарных алгебр. В работе [8] доказано, что связная моноунар-
ная алгебра с некоторыми условиями конечности (в частности, конечная ал-
гебра) определяется полугруппой эндоморфизмов. Следует отметить работу 
[20], в которой аналогичный результат получен для бесконечных моноунар-
ных алгебр, не содержащих циклических подалгебр с сюрьективной опера-
цией. 

В этой статье рассматривается класс бесконечных моноунарных алгебр 
без циклических и метамоногенных подалгебр. Доказано, что моноунарные 
алгебры этого класса определяются полугруппой эндоморфизмов. Кроме то-
го, найдена подполугруппа полугруппы эндоморфизмов, мощность которой 
равна мощности множества, на котором задана унарная операция, и также 
характеризующая моноунарную алгебру с точностью до изоморфизма. Эта 
полугруппа образует плотно вложенный идеал полугруппы всех эндомор-
физмов моноунарной алгебры. 
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Представляет интерес тот факт, что любая полугруппа изоморфна под-
полугруппе полугруппы эндоморфизмов некоторой моноунарной алгебры. 
Действительно, пусть G  – произвольная полугруппа с единицей (возмож-
но, присоединенной внешним образом). Обозначим через af  левый сдвиг по-

лугруппы G  на элемент a G∈ . Тогда можно рассматривать моноунарную 
алгебру ( , )aG f , где ( )af x ax=  для всех x G∈ . Пусть GR  – полугруппа 

всех правых сдвигов полугруппы G . Хорошо известно [3, 5], что GR  изо-

морфна полугруппе G . Известно также, что левый сдвиг af  коммутирует 

со всеми правыми сдвигами полугруппы G . Поэтому все преобразования из 
полугруппы GR  являются эндоморфизмами алгебры ( , )aG f . Таким обра-

зом, полугруппа G  изоморфна подполугруппе GR  полугруппы всех эндо-

морфизмов алгебры ( , )aG f  [5]. 
Все понятия, связанные с полугруппами и бинарными отношениями, 

которые используются в настоящей работе без определения, можно найти в 
монографиях [3, 6]. 

Моноунарной алгеброй называют алгебру ( , )A f , где A  – непустое 

множество, а f  – унарная алгебраическая операция, определенная на мно-

жестве A . 
Пусть ( , )A f  – моноунарная алгебра. Подалгебру алгебры ( , )A f , по-

рожденную элементом α  из A , будем обозначать через [ ]α . Если моно-
унарная алгебра порождается одним элементом, то она называется моно-
генной. Моногенная моноунарная алгебра называется циклической, если она 
порождается любым своим элементом. Элементы циклической подалгебры 
называют циклическими элементами. 

Метамоногенной моноунарной алгеброй называют моноунарную алгеб-
ру, которая является объединением строго возрастающей последователь-
ности моногенных подалгебр. 

Моноунарную алгебру называют связной, если пересечение двух лю-
бых ее моногенных подалгебр непусто. 

Пусть ( , )A f  – произвольная моноунарная алгебра. Преобразование g  

множества A  такое, что из ( )f α = β  следует ( ( )) ( )f g gα = β  для всех ,α β ∈ 

A∈ , называют эндоморфизмом моноунарной алгебры ( , )A f . Очевидно, что 

преобразование g  будет эндоморфизмом тогда и только тогда, когда gf =  

fg= . Будем обозначать через ( )End A  полугруппу всех эндоморфизмов мо-

ноунарной алгебры ( , )A f , а через ( )E A  – совокупность всех идемпотентов 

полугруппы ( )End A . 

Если ( , )A f  является моногенной моноунарной алгеброй без цикличес-

ких элементов, то полугруппа ( )End A  будет бесконечной моногенной полу-

группой с образующим элементом f . Описание строения всех эндоморфиз-
мов произвольной моноунарной алгебры изложено в работе [19]. 

Пусть, далее, ( , )A f  – произвольная связная моноунарная алгебра без 

циклических элементов и метамоногенных подалгебр. Если ( , )A f  не содер-

жит циклической подалгебры, то моногенные подалгебры в ( , )A f  будут 
бесконечными. 

Через N  будем обозначать множество всех натуральных чисел, а че-
рез 0N  – множество всех целых неотрицательных чисел. Элемент 0α  бу-

дем называть концевым, если 0( )f β ≠ α  для всех Aβ ∈ . Так как алгебра 
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( , )A f  не содержит метамоногенных подалгебр, то для каждого элемента α  

алгебры ( , )A f  существует концевой элемент 0α  такой, что 0( )kf α = α , 

где 0k ∈ N . Обозначим через 0A  множество всех концевых элементов ал-

гебры ( , )A f .  

Пусть ,α β  – произвольные элементы алгебры ( , )A f . В силу связности 

алгебры ( , )A f  всегда найдутся числа 0,m n ∈ N  такие, что ( ) ( )m nf fα = β . 

Подалгебру [ ]α  алгебры ( , )A f , где 0Aα ∈ , будем называть моногенной 

подалгеброй максимальной высоты, если для всех 0Aβ ∈  и всех 0,m n ∈ N  

выполняется условие: 

из того, что ( ) ( )m nf fα = β , следует m n≥ . 

Обозначим через F  класс всех связных моноунарных алгебр ( , )A f , со-
держащих моногенную подалгебру максимальной высоты. Из этого условия 
следует, в частности, что алгебра ( , )A f  не содержит циклических и мета-
моногенных подалгебр. 

Далее будем рассматривать только моноунарные алгебры класса F . 

Замечание 1. Пусть 1A  – множество всех элементов алгебры ( , )A f , ко-
торые порождают моногенные подалгебры максимальной высоты. Опреде-

лим отображение 0: Aν → N , положив ( ) m nν γ = − , если 0( ) ( )m nf fα = γ , а 

0 1Aα ∈ . Число ( )ν γ  не зависит от выбора 0 1Aα ∈  и определяется только 

элементом γ . Действительно, пусть 1Aα∈  и ( ) ( )m nf f
′ ′α = γ . Тогда ( )m nf

′+ α =  

0( ) ( )n n n mf f
′ ′+ += γ = α . Поскольку элементы 0α  и α  порождают моногенные 

подалгебры максимальной высоты, то m n n m′ ′+ = + , откуда m n m n′ ′− = − . 

Очевидно, что ( ) 0ν α =  тогда и только тогда, когда 1Aα ∈ . Кроме того, 
функция ν  обладает следующими свойствами: 

1°) ( ) ( )kf kν γ = ν γ +( ) ; 

2°) если 1Aγ ∈ , то ( )kf kν γ =( )  для любых Aγ ∈  и 0k ∈ N . 

Действительно, пусть ( ) m nν γ = −  и 0( ) ( )m nf fα = γ , 0 1Aα ∈ . Тогда 

0( ) ( )m k n kf f f+ α = γ( ) . Поэтому имеем, что ( ) ( ) ( )kf m k n kν γ = + − = ν γ +( ) . 

Свойство 2°) непосредственно следует из свойства 1°), если учесть, что 
( ) 0ν γ = . 

Замечание 2. Пусть A Aε ⊂ ×  – отношение эквивалентности, опреде-
ленное следующим образом: 

( , )α β ∈ ε  тогда и только тогда, когда ( ) ( )ν α = ν β . 

Класс эквивалентности по отношению ε , состоящий из всех элементов 
γ  из A  таких, что ( ) nν γ = , обозначим через nK . Очевидно, что 0 1K A= . 

Пусть 1Aα∈ . Положим ( )k
k fα = α  для всех 0k ∈ N . Тогда, согласно замеча-

нию 1, ( )k kν α =  и поэтому k kKα ∈  для любого 0k ∈ N . В силу свойства 1°) 
функции ν , отношение эквивалентности ε  стабильно относительно опера-
ции f  и потому является конгруэнцией на алгебре ( , )A f , причем фактор-

алгебра ( , )A f
ε  будет бесконечной моногенной моноунарной алгеброй. 
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Пусть g  – произвольное преобразование множества A . Будем обозна-

чать через gε  отношение эквивалентности на множестве A , которое опре-

деляется следующим образом: 

( , ) gα β ∈ ε  тогда и только тогда, когда ( ) ( )g gα = β . 

Утверждение 1. Для каждого преобразования ( )g End A∈  существует 

единственное число 0gν ∈ N  такое, что ( ) ( ) ggν β = ν β + ν  для всех Aβ ∈ . 

Более того, отображение 0( ) ( , )End A → +N  такое, что gg νa , является 

гомоморфизмом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Пусть , Aα β ∈ . Поскольку алгебра ( , )A f  

связна, то существуют такие числа 0,p q ∈ N , что ( ) ( )p qf fα = β . Тогда, со-

гласно замечанию 1, 

 ( ) ( ) ( ) ( )p qp f f q+ ν α = ν α = ν β = + ν β   
и 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p q qp g f g gf gf f g q g+ ν α = ν α = ν α = ν β = ν β = + ν β , 

откуда  

 ( ) ( ) ( ) ( )g g p qν β − ν α = − = ν β − ν α ,  

и можно положить 

 ( ) ( ) ( ) ( )g g gν = ν β − ν β = ν α − ν α .  

Если ( ) 0ν α = , то ( ) ( )gν α ≥ ν α , поэтому 0gν ≥ . 

Докажем теперь второе предложение утверждения. Для этого доста-
точно зафиксировать элемент Aβ ∈  и заметить, что для любых элементов 

, ( )g h End A∈  выполняется цепочка равенств 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )gh g hgh gh h hν = ν β − ν β = ν β − ν β + ν β − ν β = ν + ν .  

Следствие 1. Для всех 0k ∈ N  имеет место равенство kf
kν = . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  По замечанию 1, ( ) ( )kf kν γ = ν γ +( )  для 

всех Aγ ∈ .  

Следствие 2. Пусть ( )g End A∈ . Тогда из ( ) ( )g gα = β  следует ( )ν α =  

( )= ν β  для всех , Aα β ∈ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Согласно утверждению 1, 

 ( ) ( ) ( ) ( )g g gν = ν β − ν β = ν α − ν α .  

Следствие 3. Для всех ( )e E A∈  и всех Aβ ∈  имеют место равенства 

0eν =  и ( ( )) ( )eν β = ν β . 

Теорема 1. Для любого элемента алгебры ( , )A f  существует единст-

венное преобразование ˆ ( )End Aγ ∈  такое, что ˆ [ ]( )Aγ = γ . При этом ˆ( )γ β =  
( ) ( )fν β= γ  для всех Aβ ∈  и  ( )γν = ν γ . Отображение ( )A End A→  такое, 

что ˆγ γa , – инъективно. Кроме того, ˆ ( )E Aγ ∈  тогда и только тогда, 

когда ( ) 0ν γ = . 
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Для доказательства существования доста-

точно показать, что преобразование γ̂  алгебры A , заданное формулой 

ˆ ( )( ) ( )fν βγ β = γ  для всех Aβ ∈ , является эндоморфизмом алгебры A . Дейст-

вительно, по замечанию 1, ˆ ˆ( ) 1 ( ( ))( ) ( ) ( ) ( )ff f f fν β + ν βγ β = γ = γ = γ β  для всех Aβ∈ . 
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Для доказательства единственности предположим, что ( )g End A∈  и 

( ) [ ]g A = γ . Пусть ( )g α = γ  для некоторого элемента Aα ∈ . Предположим, 

что моногенная подалгебра [ ]α  не является моногенной подалгеброй макси-

мальной высоты. Тогда существует элемент 0Aδ ∈  и числа 0,m n ∈ N  та-

кие, что ( ) ( )m nf fα = δ  и m n< . Поскольку ( ) [ ]g A = γ , то существует такое 

число 0p ∈ N , что ( ) ( )pg fδ = γ . Тогда 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n p n p n n m m mf f f f g gf g f f g f+ γ = γ = δ = δ = α = α = γ , 
поэтому n p m+ = , что невозможно. 

Поскольку алгебра A  связна, то существуют такие числа 0,k ∈ Nl , что 

( ) ( )kf fα = βl . По замечанию 1, ( )k = + ν βl . Поскольку ( ) [ ]g A = γ , то су-

ществует такое число 0p ∈ N , что ( ) ( )pg fβ = γ . Тогда 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k pf f g g f g f f g f +γ = α = α = β = β = γl l l . 

Поэтому k p= +l , ( )( ) ( )g fν ββ = γ  и ˆg = γ . 

Равенство ˆ ( )γν = ν γ  следует из замечания 1 и цепочки равенств 

 ˆ ˆ ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fν γ
γν = νγ γ − ν γ = ν γ − ν γ = ν γ + ν γ − ν γ = ν γ . 

Инъективность отображения ( )A End A→  такого, что ˆγ γa , очевидна. 

Пусть теперь ˆ ( )E Aγ ∈ . Тогда, по следствию 3, ˆ( ) 0γν γ = ν = . Наоборот, 

если ( ) 0ν γ = , то, по замечанию 1, для всех 0p ∈ N  имеем 

 ˆ ( ( )) ( )( ) ( ) ( ) ( )
pp f p pf f f fν γ +ν γγ γ = γ = γ = γ .  

Поскольку ˆ [ ]( )Aγ = γ , то ˆ ( )E Aγ ∈ .  

Теорема 2. Для всех Aγ ∈ , ( )g End A∈  и ( )e E A∈  имеют место ра-
венства: 

 ·ˆ ( )g gγ = γ , 

 ˆ ˆ( )gg fνγ = γ , 

 ˆ ˆeγ = γ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Пусть Aβ ∈  – произвольный элемент. 

Тогда, по теореме 1, ·) )ˆ ( (( ) ( ) ( ) ( )( )g g f f g gν β ν βγ β = γ = γ = γ β , а по теореме 1 и 

утверждению 1, ˆ ˆ( )( ( )) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )g g ggg f f f f f
ν +ν β ν νν β ν βγ β = γ = γ = γ = γ β . Если g ∈  

( )E A∈ , то, по следствию 3, 0gν =  и поэтому ˆ ˆ( ) ( )gγ β = γ β .  

Утверждение 2. Для всех ( )g End A∈  имеет место включение gε ⊂ ε . 

При этом gε = ε  тогда и только когда, когда ( ) [ ]g A = γ  для некоторого 

элемента Aγ ∈ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Включение gε ⊂ ε  следует из следствия 2. 

Если ( ) [ ]g A = γ  для некоторого элемента Aγ ∈ , то, по теореме 1, 
( )( ) ( )g fν ββ = γ  для всех Aβ ∈ , откуда gε ⊂ ε .  

Пусть теперь gε = ε . Возьмем произвольный элемент 1Aα ∈  и поло-

жим ( )gγ = α . Пусть Aβ ∈  – произвольный элемент. Тогда поскольку, по 

замечанию 1, ( ) ( )fν ββε α , то ( ) ( )gf
ν ββε α , поэтому 
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]g g f f g fν β ν β ν ββ = α = α = γ ∈ γ .   

Идемпотент ( )e E A∈  будем называть r -минимальным, если для всех 

( )e E A′ ∈  выполняется условие: 

из ee e′ ′=  следует, что e e′= . 
Равенство ee e′ ′=  равносильно включению ( ) ( )e A e A′ ⊂ , поэтому усло-

вие r -минимальности идемпотента влечет следующее:  
из ( ) ( )e A e A′ ⊂  следует, что ( ) ( )e A e A′ = . 

Утверждение 3. Для идемпотента ( )e E A∈  следующие условия экви-
валентны: 

(i) идемпотент e  – r -минимальный; 

(ii) существует такой элемент Aα ∈ , что ( ) [ ]e A = α ; 

(iii) существует такой элемент 1Aα ∈ , что ( ) [ ]e A = α . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Эквивалентность (iii) и (ii) очевидна. 

(i) ⇒  (iii). Пусть e  – r -минимальный идемпотент в ( )End A  и пусть 

0 1Aα ∈ , а 0( )e α = α . По следствию 3, 0( ) ( ) 0ν α = ν α =  и поэтому 1Aα ∈ . 

Следовательно, [ ]α  – моногенная подалгебра максимальной высоты. По 

теореме 1, существует идемпотент ( )e End A′ ∈  такой, что ( ) [ ]e A′ = α . Так 

как ( )e A  образует подалгебру в ( , )A f  и ( )e Aα ∈ , то [ ] ( )e Aα ⊂ . Поэтому 

( ) ( )e A e A′ ⊂ . Тогда ee e′ ′= . Поскольку e  – r -минимальный идемпотент, то 

e e′= . Таким образом, ( ) [ ]e A = α  – моногенная подалгебра максимальной 

высоты алгебры ( , )A f . 

(ii) ⇒  (i). Пусть ( )e E A′ ∈  и ee e′ ′= . Тогда ( ) [ ]e A′ ⊂ α , поэтому ( )e A′ =  

[ ]′= α  для некоторого элемента [ ]′α ∈ α . По теореме 1, ˆe′ ′= α  и ( ) 0′ν α = . 

Поэтому ( ) ( ) 0′ν α = ν α =  и ′α = α . Опять по теореме 1, ˆe e′= = α .  

Лемма 1. Пусть e  и e′  – r -минимальные идемпотенты в ( )End A . 

Тогда ee e′ = .  

Д о к а з а т е л ь с т в о.  По утверждению 3 и теореме 1, существу-

ют элементы 1, A′α α ∈  такие, что ( )( ) ( )e fν ββ = α  и ( )( ) ( )e fν β′ ′β = α  для всех 

Aβ ∈ . Тогда, по следствию 3, ( ( )) ( )( ) ( ) ( ) ( )eee f f e
′ν β ν β′ β = α = α = β  для всех 

Aβ ∈ .  

Для моноунарной алгебры ( , )A f  класса F  положим ˆ ˆ :A A= γ γ ∈{ } . По 

теореме 1, элемент ( )g End A∈  принадлежит множеству Â  тогда и только 

тогда, когда существует элемент Aγ ∈  такой, что ( ) [ ]g A = γ . Это множество 
играет ключевую роль в последующих рассуждениях. 

Утверждение 4. Пусть ( , )A f  – моноунарная алгебра из класса F . 

Множество Â  является двусторонним идеалом в ( )End A  и ˆ ( )A End A e=  

для любого r -минимального идемпотента ( )e End A∈ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Пусть Aγ ∈ , , ( )g h End A∈ . Тогда множест-

во ˆ ( )g h Aγ  является подалгеброй моногенной моноунарной алгебры [ ( )]g γ , 

то есть тоже моногенной моноунарной подалгеброй алгебры ( , )A f . Тогда 

ˆˆg h Aγ ∈ , поэтому множество Â  является двусторонним идеалом в ( )End A . 
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Пусть ( )e End A∈  – r -минимальный идемпотент. По утверждению 3, 

ˆe A∈ . Поэтому ˆ( )End A e A⊂ . С другой стороны, пусть , Aβ γ ∈ . По теореме 1, 

ˆ ( )( ) ( )fν βγ β = γ . По следствию 3, ˆ ˆ( ( )) ( )( ) ( ) ( ) ( )ee f fν β ν βγ β = γ = γ = γ β . Следователь-

но, ˆ ˆeγ = γ . Поэтому ˆ ˆ : ( )A A End A e= γ γ ∈ ⊂{ } .  

Поскольку множество Â  является идеалом полугруппы ( )End A , то 

ˆ ˆf A A⊂ . Обозначим через f̂  левый сдвиг полугруппы Â  на элемент 

( )f End A∈ . Тогда можно рассматривать моноунарную алгебру ˆˆ( , )A f , где 

ˆ ˆ ˆ ˆ( )f f fγ = γ = γ  для всех ˆˆ Aγ ∈ .  

Теорема 3. Отображение ˆ: A A• →$  является изоморфизмом моно-

унарных алгебр ( , )A f  и ˆˆ( , )A f . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  По теореме 1, отображение ˆ: A A• →$  биек-

тивно, а, по теореме 2, · ˆˆ ˆ( ) ( )f f fγ = γ = γ  для всех Aγ ∈ . 
Для доказательства основной теоремы потребуется 
Лемма 2 [8, 20]. Пусть ( , )A f  – моноунарная алгебра, а e  – произволь-

ный идемпотент полугруппы ( ).End A  Множество ( )eEnd A g= ∈{  

( ) |End A eg ge g∈ = = }  является полугруппой, изоморфной полугруппе 

всех эндоморфизмов подалгебры ( )e A  моноунарной алгебры ( , )A f . 

Теорема 4. Пусть ( , )A f  и ( , )A f′ ′  – произвольные моноунарные алгеб-

ры класса F . Полугруппы эндоморфизмов ( )End A  и ( )End A′  изоморфны 

тогда и только тогда, когда изоморфны моноунарные алгебры ( , )A f  и 

( , )A f′ ′ . Каждый изоморфизм : ( ) ( )End A End A′ψ →  полугрупп ( )End A  и 

( )End A′  можно представить в виде 1( )g g −ψ = ϕ ϕ , где ( )g End A∈ , а 

: A A′ϕ →  – некоторый изоморфизм алгебр ( , )A f  и ( , )A f′ ′ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Если моноунарные алгебры ( , )A f  и ( , )A f′ ′  

изоморфны, то, очевидно, что полугруппы эндоморфизмов ( )End A  и 

( )End A′  также изоморфны. Пусть теперь : ( ) ( )End A End A′ψ →  – про-

извольный изоморфизм полугрупп ( )End A  и ( )End A′ . Пусть, далее, e  – 

r -минимальный идемпотент в ( )E A , то есть для всех ( )1e E A∈  из ра-

венства 1 1ee e=  следует, что 1e e= . Так как ψ  – изоморфизм, то равенст-

во 1 1e e e′ ′ ′=  влечет 1e e′ ′=  для всех 1 ( )e E A′ ′∈ . Поэтому ( )e E A′ ′∈  – r -ми-

нимальный идемпотент в полугруппе ( )End A′ . Тогда ˆ( ) ( ( ) )A End A eψ = ψ =  

ˆ( )End A e A′ ′ ′= = . Поскольку ψ  – изоморфизм, то отображение ˆ| Aψ  явля-

ется биекцией между Â  и Â′ . Поэтому отображение : A A′ϕ →  такое, что 

·ˆ( ) ( )ψ α = ϕ α  для всех Aα ∈ , является биекцией между A  и A′ . 
По утверждению 3, множество ( )e A  является моногенной подалгеброй 

максимальной высоты в алгебре ( , )A f . По лемме 2, полугруппа ( )eEnd A  – 

бесконечная моногенная подполугруппа полугруппы ( )End A . Тогда fe  – 

образующая полугруппы ( )eEnd A . Легко проверить, что ( ( ))eEnd Aψ =  

( )eEnd A′ ′= . Поскольку ψ  – изоморфизм, то подполугруппа ( )eEnd A′ ′  будет 
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бесконечной моногенной подполугруппой полугруппы ( )End A′ , а f e′ ′  – ее 

образующей. Следовательно, ( )fe f e′ ′ψ = . Пусть α  – произвольный элемент 

из A  и ( )fβ = α . Тогда, по теореме 2, · ˆˆ ˆ ˆ ( )fe f e f fα = α = α = α = β . Следова-

тельно, ˆˆ( ) ( ) ( )feψ α ψ = ψ β , откуда, вновь по теореме 2,  

 · · · · · · ·( )( ) ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) (f f f e f e fe fe′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ α = ϕ α = ϕ α = ϕ α = ϕ α ψ = ψ α ψ = ϕ β . 

Поскольку отображение •$  – изоморфизм, то ( ) ( )f′ϕ α = ϕ β . Таким образом, 

ϕ  – изоморфизм моноунарных алгебр ( , )A f  и ( , )A f′ ′ . 

Пусть теперь g  – произвольный эндоморфизм в ( )End A , и α  – любой 

элемент из A . С учетом теоремы 2 справедлива цепочка равенств 

 · · · ·ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ))g g g g g gϕ α = ψ α = ψ α = ψ ψ α = ψ ϕ α = ψ ϕ α . 

Поскольку отображение •̂  – изоморфизм, то  

 1( ( )) ( ) ( )( ( ))g g g−ϕ ϕ ϕ α = ϕ α = ψ ϕ α .  

Поскольку ( )A A′ = ϕ , то ( ) 1g g −ψ = ϕ ϕ .  

Утверждение 5. Пусть ( , )A f  и ( , )A f′ ′  – моноунарные алгебры класса 

F  и : ( ) ( )End A End A′ψ →  – изоморфизм. Тогда ( )f f′ψ = . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предыдущей теоремы, существует 

изоморфизм : A A′ϕ →  такой, что 1( )f f −ψ = ϕ ϕ . Поскольку ϕ  – изомор-

физм, то f f′ϕ = ϕ . Тогда 1 1( )f f f f− −′ ′ψ = ϕ ϕ = ϕϕ = .  

Утверждение 6. Пусть ( , )A f  – произвольная моноунарная алгебра 

класса F . Тогда все автоморфизмы полугруппы ( )End A  являются внут-
ренними. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  В самом деле, если ψ  – произвольный ав-

томорфизм полугруппы ( )End A , то ( ) 1g g −ψ = ϕ ϕ , где ϕ  – некоторый авто-

морфизм моноунарной алгебры ( , )A f , но тогда ( )End Aϕ ∈ .  

Определение 1 [6]. Пусть ℜ  – некоторый класс полугрупп. Говорят, 

что подполугруппа S′  полугруппы S  плотно вложена в S  относительно 
ℜ , если выполнены следующие условия: 

1°) всякий гомоморфизм S  на какую-либо полугруппу из ℜ , являю-

щийся продолжением тождественного изоморфизма S′ , должен быть изо-
морфизмом; 

2°) для любой полугруппы S′′  из ℜ , являющейся отличной от S  над-
полугруппой S , должен существовать не являющийся изоморфизмом го-
моморфизм S′′  на некоторую полугруппу из ℜ , который есть продолже-

нием тождественного изоморфизма S′ . 

Теорема 5. Пусть ( , )A f  – произвольная моноунарная алгебра класса 

F . Идеал Â  полугруппы плотно вложен в полугруппу ( )End A  относи-

тельно класса полугрупп, имеющих полугруппу S  своим левым идеалом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Пусть ϕ  – гомоморфизмом полугруппы 

( )End A , не являющийся изоморфизмом. Тогда для некоторых ,g h ∈  

( )End A∈  таких, что h g≠ , выполняется равенство ( ) ( )h gϕ = ϕ . Так как 

h g≠ , то ( ) ( )g hα ≠ α  для некоторого элемента Aα ∈ . Поэтому · ·( ) ( )g hα ≠ α . 



37 

Так как  

 · ·ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))g g g h h hϕ α = ϕ α = ϕ ϕ α = ϕ ϕ α = ϕ α = ϕ α , 

то гомоморфизм ϕ  не будет изоморфизмом полугруппы Â . Таким образом, 

любой гомоморфизм полугруппы ( )End A , не являющийся изоморфизмом, 

не может быть продолжением тождественного изоморфизма полугруппы Â . 
Пусть S′′  – произвольная надполугруппа полугруппы ( )End A , содержа-

щая полугруппу Â  в качестве левого идеала. Определим теперь отображе-
ние : ( )S End A′′ψ →  следующим образом. Для произвольного элемента 

x S′′∈  и любого элемента Aα ∈  положим 

 ˆˆ( )( )   x xψ α = β ⇔ α = β . 

Убедимся, что ( ) ( )x End Aψ ∈ . Пусть α  – произвольный элемент множества 

A . С учетом теоремы 2 справедлива цепочка равенств 

 · · ·( )( ) ( ( )( )) ( )( )f x f x f xψ α = ψ α = ψ α = ˆ ˆ ˆ ˆ( )fx x f xf x fα = α = α = α =  

 · ·( ( )) ( ) ( )x f x f= α = ψ α . 

Поэтому ( ) ( )f x x fψ = ψ  и, следовательно, ( ) ( )x End Aψ ∈ . 

Пусть ,x y S′′∈  и Aα ∈  – произвольные элементы. С учетом теоре-
мы 2 справедлива цепочка равенств 

 · · · ·ˆ( ( ) ( ))( ) ( )( ( )( )) ( )( ) ( )( )x y x y x y xy xyψ ψ α = ψ ψ α = ψ α = α = ψ α .  

Поэтому ( ) ( ) ( )xy x yψ = ψ ψ , и, следовательно, отображение ψ  является го-
моморфизмом. 

Для любого ( )x End A∈  и любого Aα ∈  имеем ( )( ) ( )x xψ α = α , так как 

· ˆ( )x xα = α . Поэтому ( )x xψ = , то есть ψ  индуцирует на ( )End A  тождест-

венный изоморфизм. Но для полугруппы S′′  гомоморфизм ψ  не является 

тождественным, поскольку множество ( ) ( )S End A′′ψ =  является собствен-

ным подмножеством S′′ .  
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НАПІВГРУПИ ЕНДОМОРФІЗМІВ ДЕЯКИХ НЕСКІНЧЕННИХ МОНОУНАРНИХ АЛГЕБР  
 
Розглядається деякий клас нескінченних моноунарних алгебр, які не містять 
циклічних і метамоногенних підалгебр. Показано, що моноунарна алгебра цього 
класу визначається з точністю до ізоморфізму своєю напівгрупою ендоморфізмів. 
Також доведено, що в напівгрупі ендоморфізмів кожної моноунарної алгебри цього 
класу існує щільно вкладений ідеал, потужність якого дорівнює порядку 
моноунарної алгебри, і який також визначає її. 
 
SEMIGROUPS OF ENDOMORPHISMS OF SOME INFINITE MONOUNARY ALGEBRAS  
 
Some class of infinite monounary algebras without cyclic and metamonogennyh sub-
algebras is considered. It is shown that monounary algebra of this class is determined 
up to isomorphism by its semigroup of endomorphisms. It is also proved that in the 
semigroup of endomorphisms of each monounary algebra of this class there is a dense 
embedded ideal cardinal number of which is equal to the order of the monounary 
algebra and which also defines it. 
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