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СТАЦІОНАРНІ ПРОЦЕСИ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ В ТІЛАХ 
ВИПАДКОВО НЕОДНОРІДНОЇ СТРУКТУРИ 
 

Робота присвячена математичному моделюванню стаціонарних процесів 
теплопровідності у випадково неоднорідних багатофазних структурах. 
Крайовій задачі теплопровідності поставлено у відповідність інтегро-дифе-
ренціальне рівняння з випадковим ядром, розв’язок якого побудовано у вигляді 
ряду Неймана. Встановлено умови абсолютної і рівномірної збіжності ряду, 
зокрема, умову обмеженості об’єму тіла. Показано, що для необмежених тіл 
для збіжності ряду Неймана необхідною є умова обмеженості області, яку 
займають включення. 

 
Стохастичний характер теплових полів, як правило, спричинений недо-

статньою інформацією про неоднорідну внутрішню структуру середовища 
[14]. При дослідженні температурних полів у випадково неоднорідних тілах, 
в основному, розробляють методи, які в тій чи іншій формі використовують 
умову ергодичності (або квазіергодичності, коли поля є ергодичними лише в 
об’ємах, малих порівняно з характерними масштабами змін статистичних 
характеристик поля) досліджуваних процесів [3, 8], при постановці крайо-
вих задач записують рівняння, отримання яких вимагає введення фізично 
малого репрезентативного елемента тіла, що, у свою чергу, накладає обме-
ження на відповідні випадкові поля. Наприклад, при розробці методів гомо-
генізації гетерогенного середовища [15, 17, 18] у багатьох випадках вико-
ристовують перехід від усереднення за ансамблем конфігурацій фаз до 
усереднення за об’ємом тіла. При цьому накладаються умови малості розмі-
рів включень тільки окремих фаз [2, 10, 11], що часто є недостатнім. У пра-
ці [16] використано мікро-макро підхід до опису фізичних процесів, для 
чого накладено обмеження можливості опису для цього гетерогенного мате-
ріалу еквівалентним гомогенним середовищем. Мікро-макро підхід реалі-
зується шляхом розгляду множини функцій, параметризованих певним 
масштабним параметром, який відповідає типовому розміру пор. Макроско-
пічний опис отримано через означення границі при спрямуванні цього пара-
метра до нуля і встановленням диференціальних рівнянь, які задоволь-
няють таку границю. 

У статтях [12, 13] досліджувались нестаціонарні процеси теплопровід-
ності у випадково неоднорідних тілах. Випадкове поле температури знай-
дено у вигляді інтегрального ряду Неймана і доведено теорему про абсо-
лютну та рівномірну його збіжності за умов обмеженості всіх коефіцієнтів. 
Проте при такому поданні розв’язку не існує граничного переходу до ста-
ціонарного випадку. Тому у цій роботі в стаціонарному режимі досліджу-
ється процес теплопровідності у випадково неоднорідних тілах, коли дже-
рела тепла описуються детермінованою функцією, а структура тіла є сто-
хастичною. Встановлюються умови збіжності ряду Неймана для поля 
температури у стаціонарному випадку.  

Об’єкт дослідження. Постановка задачі. Нехай в багатофазному тілі з 
випадково розташованими неоднорідностями (див. рис. 1) протікають проце-
си теплопровідності.  

         
Рис. 1 
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Тіло складається з N  твердих різних за густиною фаз (матриці та 
включень), у яких теплофізичні властивості можуть істотно відрізнятися. 
При цьому точна геометрична конфігурація фаз в області тіла невідома. 
Матеріал тіла розглядаємо як середовище, фізичні характеристики якого є 
випадковими функціями координат простору. Розподіл випадкового темпе-
ратурного поля ( )T r  в такому тілі у стаціонарному випадку описує рів-
няння теплопровідності [7] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L T T f≡ λ =r r r r r ( ) , (1) 

де ( )L r  – випадковий оператор рівняння теплопровідності; r  – радіус-век-
тор біжучої точки, ( , , )x y z=r ; ( )T r  – випадкове поле температури у стаці-

онарному випадку;   – оператор Гамільтона; ( )λ r  – випадковий коефіці-

єнт теплопровідності; ( )f r  – густина джерел тепла (детермінована функ-
ція). 

Нехай на поле температури ( )T r  накладено детерміновані крайові умо-
ви. Наприклад, якщо задано умови І-го роду, тоді маємо 

 ( ) ( )( ) ( )V VT T∗∈ ∂ ∈ ∂=r rr r , (2) 

де T∗  – відома функція, ( )V∂  – границя тіла ( )V . 
Інтегро-диференціальні рівняння, еквівалентні крайовій задачі. Вве-

демо у розгляд випадкову функцію ( )ijη r  типу одиничної східчастої функ-

ції Гевісайда [8, 9], яка визначає конфігурацію (розташування) фаз в облас-
ті тіла та означена таким чином: 
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де ( )( )j
iV  – однозв’язна область з об’ємом ( )j

iV , яка займає i -те включення 

j -ї фази; i  – номер включення (в рамках однієї фази), 1, , ji n= … ; jn  – 

кількість включень сорту j , де j  – номер фази, 1, ,j N= … . 

Зазначимо, що в одновимірному випадку (шарувате тіло) функція ijη  є 

різницею двох випадкових одиничних функцій Гевісайда. Друга умова зі 
співвідношень (3) означає, що в будь якій точці тіла знаходиться якась фа-
за, тобто це є умова суцільності тіла. 

Тоді випадковий коефіцієнт теплопровідності через функцію ( )ijη r  

можна подати так: 
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jnN

j ij
j i= =

λ = λ η∑ ∑r r , (4) 

де constjλ ≡  для j∀ . Зазначимо, що індекс j  при коефіцієнтах jλ  рівнян-

ня (4) позначає відповідні значення коефіцієнта теплопровідності j -ї фази. 
Тобто тут прийнято обмеження, що коефіцієнт теплопровідності є сталим в 
області кожної фази. Таке обмеження не є обов’язковим, проте спрощує 
подальші викладки. У загальному випадку співвідношення (4) має вигляд 
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λ = λ η∑ ∑r r r . 

Підставимо подання коефіцієнтів (4) у рівняння (1) [1]: 
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де ( )
ijΓλ[ r ]  – вектор-функція стрибка коефіцієнта теплопровідності на між-

фазних границях; 
ijΓr  – радіус-вектор точок міжфазної границі; ijΓ  – гра-

ниця i -ї однозв’язної області j -ї фази; ∆  – оператор Лапласа. 
У рівнянні (5) додамо і віднімемо невипадковий оператор стаціонарної 

теплопровідності ( )L = λ∆r . Тут ( )λ = λ r  – усереднений за ансамблем ре-
алізацій структури тіла коефіцієнт теплопровідності (у випадку рівномір-
ного розподілу фаз співпадає із середнім за об’ємом тіла). Тоді з ураху-
ванням другого зі співвідношень (3) перетворене рівняння набуде вигляду 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L T f L L T− = −r r r r r r( ) . (6) 

Розв’язок крайової задачі (6), (2) шукатимемо у вигляді нескінченного 
інтегрального ряду Неймана [5]. Вважаємо праву частину рівняння (6) дже-
релом, тобто неоднорідність середовища розглядаємо як внутрішні джерела 
для процесу теплопровідності у випадково неоднорідному N -фазному тілі. 
Тоді розв’язок неоднорідної крайової задачі можна подати у вигляді 

 0
( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )s
V

T T G L T d′ ′ ′ ′= + ∫r r r r r r r , (7) 

де 0 ( )T r  – розв’язок «однорідної» задачі 

 0( ) ( ) ( ) 0L T f− =r r r , 

 0 ( )( )
( ) ( ) VV

T T∗ ∈ ∂∈ ∂ = rr
r r , (8) 

( , )G ′r r  – функція Ґріна задачі (6), (2) (детермінована функція), тобто ( , )G ′r r  
є розв’язком такої крайової задачі: 

 ( ) ( , ) ( ) ( )L G f′ ′− = δ −r r r r r r , 
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V

G ∈ ∂
′ =

r
r r , (9) 

( )sL r  – випадковий оператор вигляду 
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Таким чином, вихідну крайову задачу (1), (2) зведено до еквівалентного 
їй інтегро-диференціального рівняння (7). Зауважимо, що рівняння (7) є 
рівнянням Гаммерштейна [5] з випадковим ядром. 

Рівняння (6) можна записати у вигляді 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L T f L L T= + −r r r r r r( ) . 

Тоді інтегро-диференціальне рівняння (7) набуде вигляду 
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Тут 0 ( )T r%  є розв’язком такої однорідної крайової задачі: 

 0( ) ( ) 0L T =r r% , 

 0 ( ) ( )
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V V
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r r
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Детермінована функція Ґріна ( , )G ′r r%  повинна задовольняти наступні 
рівняння і нульові крайові умови: 

 ( ) ( , ) ( )L G ′ ′= δ −r r r r r% , 

 
( )

( , ) 0
V

G
∈ ∂

′ =
r

r r% . 

Зауважимо, що перші два доданки правої частини рівняння (7′) є де-
терміновані, а третій – випадковий. 

Розв’язок інтегро-диференціального рівняння (7) будуємо методом по-
слідовних наближень [5], вибираючи за нульове наближення розв’язок 

0 ( )T r  задачі (8). Тоді отримаємо рекурентні співвідношення для послідовних 

наближень: 

 (0)
0( ) ( )T T=r r , 

 (1) (0)
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( ) ( ) ( , ) ( ) ( )s
V

T T G L T d′ ′ ′ ′= + ∫r r r r r r r , 
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V

T T G L T d′ ′ ′ ′= + ∫r r r r r r r , 

 ………………………………………… , 
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V

T T G L T d−′ ′ ′ ′= + ∫r r r r r r r , 

 ………………………………………… . 

У побудованій послідовності функцій (0) ( )T r , (1) ( )T r , … , ( ) ( )nT r , …  за-
гальний член можна подати так: 
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де різниця ( )nR r  між n -м та ( 1)n − -м членами, 1,2n = … , має вигляд 
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V V
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Побудованій послідовності функцій ( ) ( )nT r{ }  ставимо у відповідність ряд 

 0
1

( ) ( ) ( )n
n

T T R
∞

=
= + ∑r r r , (12) 

який є рядом Неймана [4, 5]. 

Теорема 1. Якщо дія оператора ( )sL r  на функцію Ґріна ( , )G ′r r  і поле 
температури в однорідному середовищі є обмеженою, то ряд Неймана 
(12) є абсолютно і рівномірно збіжним. 

Д о в е д е н н я.  Обмеженість дії оператора sL  на функцію Ґріна та 
поле температури в однорідному тілі означає, що існують такі константи 

1 0C ≥  і 2 0C ≥ , що 
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 1( ) ( , ) constsL G C′ ≤ ≡r r r , 

 0 2( ) ( ) constsL T C≤ ≡r r . (13) 

З урахуванням другої з нерівностей (13) для ( )nR r  одержимо 
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V
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Внесемо оператор ( 1)( )n
sL −r  під знак останнього інтеграла за ( )ndr , розгля-

даючи змінну ( 1)n−r  як параметр, і скористаємось першою із нерівностей 
(13). Тоді отримаємо [6]  
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Послідовно застосовуючи першу із нерівностей (13), на ( 1)n − -му кроці 
отримаємо 

 1 1
1 2

( )

( , )n n
n

V

R C C V G d− − ′≤ ∫ r r r . 

Якщо тіло має скінченні розміри і V < ∞ , то функція, визначена та не-
перервна або кусково-неперервна в ( )V  зі скінченною множиною точок роз-
риву, є інтегровною в цій області [6]. А якщо функція інтегровна у деякій 
області ( )V , то вона обмежена в цій області [6], тобто існує constC = , що 
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( , )
V

G d CV′ ′ ≤∫ r r r . 

Тоді 

 1
1 2
n n

nR CC C V−≤ . (14) 

Для того щоб мажорантний ряд (14) з додатним загальним членом був 
збіжним при n → ∞  для довільних значень 1 2, ,C C C , необхідно і достатньо 
за ознакою Даламбера [4]: 
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Зауважимо, що застосування «радикальної» ознаки Коші [4] приводить 
до тієї ж нерівності (14′). 

Оскільки константа 1C  обмежує функцію ( ) ( , )sL G ′r r r  в області ( )V , 

то 

 1
, ( )
sup ( ) ( , )s

V
C L G

′∈
′=

r r
r r r , 

звідки відповідно маємо 

 
, ( )1

1 1inf
( ) ( , )V s

C L G′∈
= ′r r r r r

. 

Нерівність (14′) означає виконання умови 

 
, ( )
inf ( ) ( , )s

V
V L G

′∈
′<

r r
r r r . (15) 

Тоді послідовність часткових сум ряду (11) ( ) ( )nT r{ }  за ознакою Вейєр-
штрасса [6] є абсолютно і рівномірно збіжною при n → ∞ , тобто 

 ( )lim ( ) ( )n

n
T T

→∞
=r r . 

Таким чином, теорему доведено.  

Теорема 2. Функція 0
1

( ) ( ) ( )n
n

T T R
∞

=
= + ∑r r r  є розв’язком інтегро-дифе-

ренціального рівняння (7). 
Д о в е д е н н я.  Подіявши зліва оператором ( , ) ( )sG L′ ′r r r  на обидві 

частини співвідношення (12) і проінтегрувавши почленно по всій області ви-
значення ( )V , одержимо 

 0
( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )s s
V V

G L T d G L T′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= +∫ ∫r r r r r r r r r  

 0
( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )s s
V V

G L T d G L′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′+ + ×∫ ∫r r r r r r r r  

 0
( )

( , ) ( ) ( )s
V

G L T d d d′′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′ ′× + =∫ r r r r r r r…  

 0
( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )s s
V V

G L T d G L′ ′ ′ ′ ′ ′= + ×∫ ∫r r r r r r r r  

 0 0
( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s
V

G L T d d T T′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′× + = −∫ r r r r r r r r… . 

Таким чином показали, що функція ( )T r  у вигляді ряду (12) задоволь-

няє інтегро-диференціальне рівняння (7). Теорему 2 доведено.  

Зауваження 1. За теоремою 1 ряд Неймана (12) є збіжним, якщо об’єм 
тіла випадково неоднорідної структури, в якому відбувається процес тепло-
провідності, є обмеженим. При цьому повинна виконуватись умова (15). Роз-
глянемо випадок необмежених тіл (півпростір, простір, смуга тощо). Позна-
чимо через 1j =  базову фазу. Тоді випадковий коефіцієнт теплопровідності 

( )λ r  у рівнянні (1) можна подати у вигляді 

 1( ) ( ) ( )λ = λ + λr r r% , 

де 1( )λ r  – коефіцієнт теплопровідності базової фази (матриці), ( )λ r%  – збу-
рення коефіцієнта теплопровідності, випадкова величина. 
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Тоді рівняння (1) можна подати у вигляді 

 1( ) ( ) ( ) ( )T fλ + λ =r r r r%[ ] ( ) . 

Якщо врахувати, що 1 1( ) constλ = λ ≡r , одержимо 

 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T f T Tλ ∆ − = λ ∆ + λr r r r r r% %  . (16) 

Розглядаючи праву частину рівняння (16) як джерело, з урахуванням 
крайових умов отримаємо таке інтегро-диференціальне рівняння для тем-
пературного поля: 

 0
( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )s
V

T T G L T d′ ′ ′ ′= + ∫r r r r r r r% , (17) 

де 0 ( )T r  – розв’язок такої «однорідної» задачі: 

 1 0 ( ) ( ) 0T fλ ∆ − =r r , (18) 

 0 ( )( )
( ) ( ) VV

T T∗ ∈ ∂∈ ∂ = rr
r r , 

( , )G ′r r  – детермінована функція Ґріна, яка є розв’язком задачі з точковим 
джерелом: 

 1 ( , ) ( ) ( )G f′ ′λ ∆ − = δ −r r r r r , 

 
( )

( , ) 0
V

G ∈ ∂
′ =

r
r r , (19) 

а ( )sL ′r%  – випадковий оператор вигляду 

 ( ) ( ) ( )sL ′ ′′ ′ ′= λ ∆ + λr rr r r% %%   . (20) 

Оператор (20) відмінний від нуля тоді й тільки тоді, коли ( ) 0λ ≠r%  або 

( ) 0λ ≠r% . За означенням 10, ( ),
( ) 0, ( ),  2, , ,j

V
V j N

∈λ =  ≠ ∈ =

r
r r

%
…  тобто збурення 

( )λ r%  є ненульовими тільки в області включень. Оскільки приймаємо, що ко-
ефіцієнт теплопровідності є сталим в межах кожної однозв’язної області, то 

( ) 0λ ≠r%  тільки на міжфазних границях, які можна розглядати як границі 

включень. Отже, оператор ( ) 0sL ≠r%  для ( ) ( )j jV V∈ ∂r ∪ , 2, ,j N= … . 

Тоді рівняння (17) можна подати таким чином: 

 

2

0

( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
N

j j
j

s

V V

T T G L T d

=
∂

′ ′ ′ ′= + ∫r r r r r r r

∪ ∪

%

{ }

. (21) 

За теоремою 1 ряд Неймана, побудований ітеруванням рівняння (21), 
буде абсолютно й рівномірно збіжним, якщо область, яку займають вклю-

чення з урахуванням міжфазних границь, тобто 
2

( ) ( )
N

j j
j

V V
=

∂∪ ∪{ } , є обмеже-

ною, а її об’єм задовольняє умову (15). 

Зауваження 2. Взагалі кажучи, інтегро-диференціальне рівняння, ек-
вівалентне вихідній крайовій задачі, і відповідний ряд Неймана можна бу-
дувати у вигляді (17). У цьому випадку будуть справджуватись як теореми 
1 і 2, так і всі викладки, які базуються на побудові ряду Неймана. Проте 
подання коефіцієнта теплопровідності через його середнє значення не ви-
магає виділення базової фази, а також може значно покращити збіжність 
ряду Неймана. 
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Зауваження 3. Якщо не виконується умова сталості коефіцієнта теп-
лопровідності в межах фази, то це приводить до ускладнення операторів 
рівнянь (18) і (19): 

 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T T fλ ∆ + λ − =r r r r r  , 

 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )G G f′ ′ ′ ′λ ∆ + λ − = δ −r rr r r r r r r r r  , 

тут 1( )λ r  – відома детермінована функція. 

У цьому випадку λ  може бути як константою, так і функцією просто-
рових координат, залежно від процедури (способу) усереднення. 

Висновки. Отже, розглянуто математичне моделювання стаціонарних 
процесів теплопровідності в тілах випадково неоднорідної структури. 
Крайовій задачі поставлено у відповідність еквівалентне інтегро-диферен-
ціальне рівняння, розв’язок якого побудовано ітеруванням у вигляді ряду 
Неймана. Встановлено умови і доведено теорему про абсолютну і рівномір-
ну збіжність цього ряду. На відміну від нестаціонарного випадку, коли для 
збіжності ряду Неймана для випадкового поля температури достатньо умо-
ви обмеженості теплофізичних коефіцієнтів фаз та відмінності від нуля 
параметрів матриці, для стаціонарної теплопровідності необхідна додаткова 
умова на обмеженість об’єму тіла або обмеженість об’єму, які займають 
включення. Також сформульовано і доведено теорему існування розв’язку 
інтегро-диференціального рівняння. 
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СТАЦИОНАРНЫЕ ПРОЦЕССЫ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ТЕЛАХ СЛУЧАЙНО 
НЕОДНОРОДНОЙ СТРУКТУРЫ 
 
Работа посвящена математическому моделированию стационарных процессов 
теплопроводности в случайно неоднородных многофазных структурах. Краевой 
задаче теплопроводности поставлено в соответствие интегро-дифференциальное 
уравнение со случайным ядром, решение которого построено в виде ряда Неймана. 
Установлены условия абсолютной и равномерной сходимости ряда, в частности, 
условие ограниченности объема тела. Показано, что для неограниченных тел для 
сходимости ряда Неймана необходимо условие ограниченности области, которую 
занимают включения. 
 
STATIONARY PROCESSES OF HEAT CONDUCTION IN BODIES OF RANDOMLY 
INHOMOGENEOUS STRUCTURE 
 
The work is devoted to mathematical modeling of stationary processes of heat 
conduction in randomly inhomogeneous multiphase structures. An integro-differential 
equation with random kernel, which solution is constructed in terms of Neumann series, 
is obtained in accordance with the boundary value problem of heat conduction. The 
conditions of absolute and uniform convergence of the series are established, in 
particular, the condition of boundedness of the body volume. It is shown that the 
condition of boundedness of the inclusion volume is necessary for convergence of the 
Neumann series for unbounded bodies.  
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