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УДК 539.3 
 
Я. Й. Бурак1, Т. С. Нагірний1,2, З. В. Бойко1 
 
ВПЛИВ ДИСИПАТИВНИХ ПРОЦЕСІВ НА ПРИПОВЕРХНЕВУ 
НЕОДНОРІДНІСТЬ ПОРОЖНИСТОГО ЦИЛІНДРА 
 

Сформульовано базові співвідношення математичної моделі механіки пруж-
них деформівних систем, яка описує формування приповерхневої неоднорід-
ності, пов’язаної як із процесом локального зміщення маси, так і з дисипа-
тивними процесами. На цій основі розв’язано задачу про стаціонарний на-
пружено-деформований стан необмеженого порожнистого циліндра. Показа-
но, що приповерхнева неоднорідність розподілу напружень та хімічного по-
тенціалу характеризується двома параметрами. Один з них пов’язаний з 
локальним зміщенням маси, інший – є наслідком протікання у тілі дисипа-
тивних процесів. 

 
Вступ. У приповерхневих областях тіла закономірності протікання фі-

зико-механічних процесів відрізняються від процесів всередині тіла. Ос-
кільки товщина приповерхневого шару є малою порівняно з розмірами тіла, 
його здебільшого моделюють тонкою оболонкою, характеристики матеріалу 
якої відмінні від відповідних характеристик внутрішніх областей тіла [13, 
14]. Цей підхід бере свій початок від робіт Дж. Ґіббса [10]. У науковій літе-
ратурі приповерхневу неоднорідність часто описують нелокальними теорія-
ми, які передбачають залежність локального термодинамічного стану тіла у 
заданій точці від стану його сусідніх точок. Цю залежність враховують або 
функціональними визначальними співвідношеннями просторового типу [18–
21], або шляхом збагачення простору параметрів стану ґрадієнтами тензора 
деформації вищих порядків [1, 22, 25–30]. Такі нелокальні (ґрадієнтні) моде-
лі за континуального підходу описують приповерхневу неоднорідність роз-
поділів напружень і деформацій. При цьому для отримання основних спів-
відношень таких моделей використовують як термодинамічні підходи [16], 
так і варіаційні принципи [26]. З огляду на те, що нелокальні моделі дозво-
ляють уникнути сингулярностей, їх ефективно застосовують для дослід-
ження напружено-деформованого стану тіл з дислокаціями та тріщинами 
[23]; тіл, що перебувають під дією зосереджених сил [22]; для аналізу хви-
льових процесів [17, 24], зокрема, ударних хвиль та хвиль прискорення. 

За локально-ґрадієнтного підходу в термомеханіці приповерхневу неод-
норідність описують шляхом урахування локального зміщення маси [4, 7, 9]. 
У праці [4] вперше прийнято, що потік маси має складову недифузійної 
природи. Цю складову було пов’язано із процесом, названим локальним змі-
щенням маси. За такого підходу побудовано низку математичних моделей та 
проведено широкий комплекс досліджень [11] з урахуванням ефектів при-
поверхневої неоднорідності. 

У роботах [8, 12] введено поняття наведеної маси – параметр, пов’я-
заний із процесом локального зміщення маси. Необоротність цього процесу 
враховано, зокрема, у праці [12], що дозволило дослідити кінетику станов-
лення приповерхневої неоднорідності напружено-деформованого стану пруж-
них тіл. 

Енергетичний підхід до термодинамічного опису формування припо-
верхневих явищ у термопружних тілах і, зокрема, встановлення стаціонар-
ного стану тіла, наведено у роботі [15]. 

У працях [5, 6] запропоновано математичну модель механіки пружних 
деформівних систем, у якій формування приповерхневої неоднорідності по-
в’язане з локальним зміщенням маси та дисипативними процесами. Дослід-
ження напружено-деформованого стану пружного півпростору, а також су-
цільного циліндра з використанням співвідношень моделі [5, 6] проведено 
відповідно у працях [2, 3]. 
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У цій роботі на основі запропонованої в [5, 6] моделі сформульовано та 
розв’язано задачу про осесиметричний напружено-деформований стан без-
межного порожнистого циліндра за врахування приповерхневих явищ, а 
також дисипативних ефектів. На цій основі проведено аналіз отриманого 
розв’язку як з урахуванням, так і без урахування впливу локального змі-
щення маси. 

1. Вихідні співвідношення моделі. Об’єктом дослідження є пружне де-
формівне тверде тіло, яке взаємодіє із зовнішнім середовищем. За відліко-
вий приймаємо однорідний термодинамічний стан тіла, який відповідає ста-
ну необмеженого середовища за відсутності зовнішньої дії. Відліковий стан 
характеризуємо абсолютною температурою 0T  і густиною ентропії 0s , хі-

мічним потенціалом 0µ  і густиною маси 0ρ , тиском 0P  і питомим об’ємом 
1

0 0V −= ρ . Тіло перебуває під впливом зовнішньої механічної та теплової дії, 

внаслідок чого у ньому протікають механічні і теплові процеси, які супро-
воджуються також локальним зміщенням маси. Для такого тіла рівняння 
локального стану мають вигляд [6] 

 ˆ ˆs d d0
0

0

1 ( ),          ( ) 2
3 М

P
K e G∗

∗σ = − + − β − ⋅ =
ρ

e  σ , 

 0 0( )М eµ − µ = α − ⋅ − β  . (1) 

Тут ˆ s  – симетрична частина тензора напружень Піоли – Кірхгофа першо-

го роду ̂ ; ˆ ˆ ˆs a= +   ; ˆ a  – антисиметрична частина ̂ ; 3∗σ /  – кульова 

складова симетричної частини ˆ s  тензора напружень ̂  [6]; 0e = ⋅ u  – 

об’ємна деформація; u  – вектор переміщення; ˆˆ ˆs d s( ) 3= − σ  I/  – девіатор 

симетричного тензора напружень ˆ s ; 11 22 33σ = σ + σ + σ ; ˆˆ ˆd 3e= −e e I/  – де-

віатор тензора деформації ˆ
0 0 2= ⊗ + ⊗e u u  /( ) ; µ  – хімічний потенціал; 

0

t

М M
t

dt= ∫ J %  – вектор локального зміщення маси; MJ  – потік маси, спри-

чинений локальним зміщенням маси; 

0

0
2

0 0 1

2 1
(1 )

P PK K∗
ρ

∂ = − − ρ ∂ ρ ρ /
/

; K , G  – 

модулі об’ємного стиску та зсуву; 0

00

( )
( )М

∂ µ − µ α =  ∂ − ⋅  
, 

00

1
3 ( )М

∗∂σ β =  ∂ − ⋅  
; 

0  – диференціальний оператор Гамільтона у відліковій конфігурації; Î  – 

одиничний тензор.  

Симетрична складова ˆ s  тензора напружень ̂  має вигляд 

 ˆˆ ˆs d0
0

0

( ) 2М

P
K e G∗

 = − + + β ⋅ + ρ 
e   I . (2) 

Для опису дисипативних процесів (без урахування ефектів їх взаємо-
впливу) маємо такі співвідношення [6]: 

 ˆ a
0 1 ,           G+ ′⋅ + = β = −f u    , 

 0 0 2( ) ( )Мµ − µ = β −  , (3) 

де +f  – вектор густини об’ємних сил; a  – супутній вектор до антисимет-

ричного тензора напружень ˆ a ; 0
1
2

= × u ; 1 2, , G′β β  – коефіцієнти ди-

сипативних процесів; «× » – символ векторного добутку. 
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Запишемо ключову систему рівнянь моделі відносно вектора перемі-
щення u  та вектора локального зміщення маси М . З урахуванням рів-

нянь стану (1) і рівнянь для дисипативних процесів (3) отримаємо 

 ˆ
0 0 0 0

1 ( ) ( )
3

G K G G∗
  ′+ + ⋅ − ⋅ ⋅ × = 
 

u u uE[ ]      

 1 0 0( )М
+= β − β ⋅ −u f   , 

 0 0 2 0 0( ) ( )М Мα − ⋅ + β = β ⋅ u      . (4) 

Тут   – оператор Лапласа, Ê  – антисиметричний тензор Леві – Чивіта. 

При цьому для антисиметричної частини ˆ a  тензора напружень ̂  ма-
ємо 

 ˆˆ a
0( )G′= − ⋅ × uE  . (5) 

За умови нехтування взаємовпливом процесів деформування та локаль-
ного зміщення маси у рівняннях стану (1) ключова система рівнянь (4) стає 
незв’язаною:  

 ˆ
0 0 0 0 1

1 ( ) ( )
3

G K G G +
∗

  ′+ + ⋅ − ⋅ ⋅ × = β − 
 

u u u u fE[ ]   ∇ , (6) 

 0 0 2( ) 0М Мα − ⋅ + β =    . (7) 

При розв’язуванні конкретних задач математичної фізики для за-
безпечення однозначності їх розв’язків системи рівнянь моделі (4) чи (6), (7) 
слід доповнити відповідними граничними умовами. 

2. Постановка та розв’язування крайової задачі для нескінченного 
порожнистого циліндра. Розглянемо нескінченний ізотропний деформівний 
порожнистий круговий циліндр, віднесений до циліндричної системи коор-
динат ( , , )r zθ . Внутрішній радіус циліндра 1R , а зовнішній – 2R . Вважаємо, 
що внутрішня та зовнішня поверхні циліндра перебувають під впливом 
зовнішнього середовища, дію якого враховуємо шляхом задання на поверх-

нях 1r R=  та 2r R=  тисків 1p+  та 2p+ , а також хімічних потенціалів 1
+µ  та 

2
+µ . Тоді компоненти тензора напружень rrσ , θθσ , zzσ , векторів переміщен-

ня ( ,0,0)ru=u  і локального зміщення маси ( ,0,0)М Мr=   є функції лише 

радіальної координати r . У результаті ключова система рівнянь (4) набуває 
вигляду 

 1( ) 0r Мr ru uΛ + β − β =L  , 

 2( ) 0r Мr Мruβ + α − β =L   , (8) 

де 4
3

K G∗Λ = + ; L  – оператор, заданий співвідношенням 
2

2 2
1 1d d
r drdr r

≡ + −L . 

Систему рівнянь (8) доповнюємо граничними умовами на внутрішній 

1r R=  та зовнішній 2r R=  поверхнях циліндра 

 0

0

1 2 1
3

i

Мr r
Мr r i

r R

P d du
K G u p

dr r r dr
+

∗
=

  − + β + β + − + Λ = −  ρ   


 , 

 0
1 1 ,       1,2

i

Мr r
Мr r i

r R

d du
u i

dr r dr r
+

=

 µ − α − α − β − β = µ =  


 . (9) 

Ввівши функції 1η , 2η  співвідношеннями 

 1 1 2 2,       r Мr r Мru uη = + χ η = + χ  , 

взаємозв’язану систему рівнянь (8) зведемо до системи двох незв’язаних 



82 

рівнянь відносно цих функцій [3]: 

 
2

1 1 1 1
12 2

1

1 1 0
d d a

r dr adr r

η η β + − + η = Λ + β 
, 

 
2

2 2 2 1
22 2

2

1 1 0
d d a

r dr adr r

η η β + − + η = Λ + β 
. (10) 

Тут позначено 

 1 2
1 2

1 2
,                         

S S
B B

β β
χ = χ = − , 

 1 1 1 2 2 1 1 22 (1 ),        2 ( 1) S A A S A A= αβ + + = αβ − − , 

 2 2
1 1 2 1 2 1 2 1(1 ) 2 ,       ( 1) 2B A A B A A= + Λ + β β = − Λ − β β , 

 1 2 1 2
1 2

1 1

(1 ) (1 )
,                  

2 2
A A A A

a a
+ −

= =
ββ ββ

, 

 
2

1 2
1 2 1 2 2

1

4
,                  1A A

A

β β β
= Λβ − αβ = + . 

Рівняння (10) є модифікованими диференціальними рівняннями Бессе-
ля, розв’язки яких мають вигляд 

 1 1 1 3 1 1 3( ) ( )C I r Z K rη = χ + χ , 

 2 2 1 4 2 1 4( ) ( )C I r Z K rη = χ + χ . 

Тут 1 3( )I rχ , 1 4( )I rχ  – модифіковані функції Бесселя першого роду першого 

порядку; 1 3( )K rχ , 1 4( )K rχ  – модифіковані функції Бесселя третього роду 

(функції Макдональда) першого порядку; jC , jZ , 1,2j = , – сталі, які ви-

значаємо з граничних умов (9) задачі; 1 2 1
3

1

(1 )A A
B
+ β

χ = ; 1 2 1
4

2

( 1)A A
B

− β
χ = . 

З урахуванням граничних умов (9) розв’язок сформульованої задачі 
запишемо так: 

 2 1 1 3 1 1 3
2

1( ) (1 ) ( ) ( )
2ru r A C I r Z K r
A

= + χ + χ +[ ]{  

 2 2 1 4 2 1 4( 1) ( ) ( )A C I r Z K r+ − χ + χ[ ]} , 

 1 1 1 3 1 1 3
1 2

1( ) ( ) ( )Мr r C I r Z K r
A A

= ββ χ + χ −[ ]{  

 2 1 4 2 1 4( ) ( )C I r Z K r− χ + χ[ ]} , (11) 

де сталі jC , jZ , 1,2j = , мають вигляд 

 01 2
1 3 1 24 3 22 4 4 2 23 6 1 1

0

2
( )

PA A
C S D E D E S D E R p+  = χ − + χ − + ζ ρ 

[ ]  

 0
3 1 14 3 12 4 4 2 13 6 2 2

0
( )

P
S D E D E S D E R p+ + χ − + − χ − + ρ 

[ ]  

 41 0 2 42 0 1
1 ( ) ( )N N+ + + µ − µ − µ − µ β 
[ ] , 

 01 2
2 3 1 24 1 21 4 23 5 1 1

0

2
( )

PA A
C S D E D E D E R p+   = χ + + − −  ζ ρ 
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 0
14 1 11 4 13 5 2 2

0
( )

P
D E D E D E R p+  − + + − + ρ 

 

 22 0 1 21 0 2
1 ( ) ( )N N+ + + µ − µ − µ − µ β 
[ ] , 

 01 2
1 3 1 24 2 22 5 4 2 21 6 1 1

0

2
( )

PA A
Z S D E D E S D E R p+  = χ − + + χ − +  ζ ρ 

[ ]  

 0
3 1 14 2 12 5 4 2 11 6 2 2

0
( )

P
S D E D E S D E R p+ + χ − − χ − + ρ 

[ ]  

 31 0 2 32 0 1
1 ( ) ( )N N+ + + µ − µ − µ − µ β 
[ ] , 

 01 2
2 3 1 22 1 23 2 21 3 1 1

0

2
( )

PA A
Z S D E D E D E R p+   = χ + + − −  ζ ρ 

 

 0
12 1 13 2 11 3 2 2

0
( )

P
D E D E D E R p+  − + + − + ρ 

 

 12 0 1 11 0 2
1 ( ) ( )N N+ + + µ − µ − µ − µ β 
[ ] . 

Тут 

 3 1 22 14 24 12 1 14 23 13 24 2 21 14( ) ( ) (S D D D D E D D D D E D Dζ = χ − + − + −[  

 11 24 3 4 2 12 0 4 1 11 0 4 2) ( ) ( )D D E S N K R N K R− + χ χ − χ] [ ] , 

 1 3 1 0 3 1 2 1 3( ) 2 (1 ) ( )i i i iD B R I R GA A I R= χ χ − + χ , 

 2 4 2 0 4 1 2 1 4( ) 2 ( 1) ( )i i i iD B R I R GA A I R= χ χ − − χ , 

 3 3 1 0 3 1 2 1 3( ) 2 (1 ) ( )i i i iD B R K R GA A K R= χ χ + + χ , 

 4 4 2 0 4 1 2 1 4( ) 2 ( 1) ( ),      1,2i i i iD B R K R GA A K R i= χ χ + − χ = , 

 1 3 1 0 3 2 0 3 1 0 3 1 0 3 2( ) ( ) ( ) ( )E S I R K R I R K R= χ χ χ − χ χ[ ] , 

 2 4 2 0 3 2 0 4 1 0 3 1 0 4 2( ) ( ) ( ) ( )E S I R I R I R I R= χ χ χ − χ χ[ ] , 

 3 4 2 0 3 1 0 4 2 0 3 2 0 4 1( ) ( ) ( ) ( )E S K R I R K R I R= χ χ χ − χ χ[ ] , 

 4 4 2 0 4 2 0 3 1 0 4 1 0 3 2( ) ( ) ( ) ( )E S K R K R K R K R= χ χ χ − χ χ[ ] , 

 5 4 2 0 4 1 0 3 2 0 4 2 0 3 1( ) ( ) ( ) ( )E S K R I R K R I R= χ χ χ − χ χ[ ] , 

 6 4 2 0 4 1 0 4 2 0 4 2 0 4 1( ) ( ) ( ) ( )E S K R I R K R I R= χ χ χ − χ χ[ ] , 

 1 3 1 13 22 12 23 0 3 22 11 21 12 0 3( ) ( ) ( ) ( )j j jN S D D D D I R D D D D K R= χ − χ − − χ +[ ]  

 4 2 21 13 23 11 0 4( ) ( )jS D D D D I R+ χ − χ , 

 2 3 1 21 14 11 24 0 3 23 14 24 13 0 3( ) ( ) ( ) ( )j j jN S D D D D K R D D D D I R= χ − χ − − χ +[ ]  

 4 2 21 13 23 11 0 4( ) ( )jS D D D D K R+ χ − χ , 
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 3 4 2 22 11 21 12 0 4 21 14 11 24 0 4( ) ( ) ( ) ( )j j jN S D D D D K R D D D D I R= χ − χ + − χ +[ ]  

 3 1 22 14 24 12 0 3( ) ( )jS D D D D I R+ χ − χ , 

 4 4 2 14 23 13 24 0 4 13 22 12 23 0 4( ) ( ) ( ) ( )j j jN S D D D D I R D D D D K R= χ − χ + − χ +[ ]  

 3 1 22 14 24 12 0 3( ) ( ),      1,2jS D D D D K R j+ χ − χ = , 

а 0 3 1( )K Rχ  – модифіковані функції Бесселя третього роду нульового по-

рядку; 0 3 1( )I Rχ  – модифіковані функції Бесселя першого роду нульового 

порядку. 
На основі співвідношень (1), (2), (5), (11) для ненульових компонент тен-

зора напружень ̂  та хімічного потенціалу µ  одержуємо 

 0
1 3 1 0 3 1 2 1 3

0 1 2

1 1( ) ( ) 2 (1 ) ( )
2rr

P
r C B I r GA A I r

A A r
  σ = − + χ χ − + χ −   ρ 

 

 1 3 1 0 3 1 2 1 3
1( ) 2 (1 ) ( )Z B K r GA A K r
r

 − χ χ + + χ +  
 

 2 4 2 0 4 1 2 1 4
1( ) 2 ( 1) ( )C B I r GA A I r
r

 + χ χ − − χ −  
 

 2 4 2 0 4 1 2 1 4
1( ) 2 ( 1) ( )Z B K r GA A K r
r

 − χ χ + − χ   
, 

 0
1 3 3 0 3 1 2 1 3

0 1 2

1 1( ) ( ) 2 (1 ) ( )
2

P
r C B I r GA A I r

A A rθθ
  σ = − + χ χ + + χ +   ρ 

 

 1 3 3 0 3 1 2 1 3
1( ) 2 (1 ) ( )Z B K r GA A K r
r

 + − χ χ + + χ +  
 

 2 4 4 0 4 1 2 1 4
1( ) 2 ( 1) ( )C B I r GA A I r
r

 + χ χ + − χ +  
 

 2 4 4 0 4 1 2 1 4
1( ) 2 ( 1) ( )Z B K r GA A K r
r

 + − χ χ + − χ   
, 

 0
3 3 1 0 3 1 0 3

0 1 2

1( ) ( ) ( )
2zz

P
r B C I r Z K r

A A
σ = − + χ χ − χ +

ρ
[ ]{  

 4 4 2 0 4 2 0 4( ) ( )B C I r Z K r+ χ χ − χ[ ]} , 

 0 3 1 1 0 3 1 0 3
1 2

( ) ( )
2

S C I r Z K r
A A

βµ = µ − χ χ − χ −[ ]{  

 4 2 2 0 4 2 0 4( ) ( )S C I r Z K r− χ χ − χ[ ]} , 

де 

 2
3 1 2 1

2 (1 ) 2
3

B K G A A∗
 = − + + β β 
 

, 

 2
4 1 2 1

2 ( 1) 2
3

B K G A A∗
 = − − − β β 
 

. 

Приповерхнева неоднорідність компонент тензора напружень і хімічно-
го потенціалу характеризується двома параметрами 1 31= χ/l  і 2 41= χ/l , 
які пов’язані з урахуванням локального зміщення маси та з впливом диси-
пативних процесів. Величини 1l  та 2l  залежать не тільки від параметра β  
взаємозв’язку процесів деформування та локального зміщення маси, але й 
від параметрів 1β , 2β , α , що характеризують дисипативні процеси та зміну 
хімічного потенціалу, спричинену локальним зміщенням маси, а також від 
модулів пружності та величин 0P  і 0ρ . 
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За умови нехтування взаємовпливом процесів деформування та локаль-
ного зміщення маси у рівняннях стану (1) розв’язок сформульованої задачі 
суттєво спрощується: 

 0 1 1
1 1 0 1

0

1( ) 2rr

P
r C I r G I r

r

 β β   σ = − + Λβ − −    ρ Λ Λ    
 

 1 1
1 1 0 1

12Z K r G K r
r

β β    − Λβ +    Λ Λ    
, 

 0 1 1 1
1 0 1

0

2 1( ) 2
3

P
r C K G I r G I r

rθθ ∗
β β β      σ = − + − + −      ρ Λ Λ Λ      

 

 1 1 1
1 0 1

2 12
3

Z K G K r G K r
r∗

β β β      − − −      Λ Λ Λ      
, 

 0 1 1 1
1 0 1 0

0

2( )
3zz

P
r K G C I r Z K r∗

β β β      σ = − + − −      ρ Λ Λ Λ      
, (12) 

 1 1
1 1 1 1( )ru r C I r Z K r

β β   = +   Λ Λ   
, 

 2 2
2 1 2 1( )Мr r C I r Z K r

β β   = +   α α   
 , 

 2 2
0 2 2 0 2 0C I r Z K r

β β    µ = µ − αβ −    α α    
. (13) 

Тут 

 0 0
1 22 1 1 21 2 2

0 012 21 11 22

1 P P
C D R p D R p

D D D D
∗ + ∗ +

∗ ∗ ∗ ∗
    = − − −    ρ ρ   −  

, 

 0 0
1 12 1 1 11 2 2

0 012 21 11 22

1 P P
Z D R p D R p

D D D D
∗ + ∗ +

∗ ∗ ∗ ∗
    = − − −    ρ ρ   −  

, 

 2 2
2 0 2 0 1 0 1 0 2

2

1 ( ) ( )C K R K R+ +β β    = µ − µ − µ − µ    α α   αβ η  
, 

 2 2
2 0 2 0 1 0 1 0 2

2

1 ( ) ( )Z I R I R+ +β β    = µ − µ − µ − µ    α α   αβ η  
, 

 1 1
1 1 0 12i i i iD R I R GI R∗ β β   = Λβ −   Λ Λ   

, 

 1 1
2 1 0 12 ,       1,2i i i iD R K R GK R i∗ β β   = Λβ + =   Λ Λ   

, 

 2 2 2 2
0 2 0 1 0 2 0 1K R I R I R K R

β β β β       η = −       α α α α       
. 

Слід зауважити, що хоча в рівняннях стану (1) знехтувано взаємовпли-
вом процесів деформування та локального зміщення маси, розподілам на-
пружень (12) та хімічного потенціалу (13) властива приповерхнева неодно-
рідність, яка зумовлена протіканням дисипативних процесів. При цьому па-

раметри 1 1/∗ = Λ βl , 2 2/∗ = α βl  – це характерні віддалі таких неодно-
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рідностей. Параметр 1∗l  визначається співвідношенням між коефіцієнтом 

1β  і модулями пружності, а також величинами 0P  та 0ρ , а параметр 2∗l  – 

співвідношенням між коефіцієнтами 2β  та α . 
Графіки, наведені на рис. 1 і рис. 2, ілюструють відповідно розподіли 

нормованих напружень 0 0

1 0 0

P

p P
θθ

θθ∗ +

σ + ρ
σ =

− ρ

/

/
 при 2 1p p+ +=  (рис. 1) та хімічного 

потенціалу 0

0 1
∗ +

µ − µ
µ =

µ − µ
 при 1 2

+ +µ = µ  (рис. 2) у порожнистому циліндрі. Криві 

на рис. 1 відповідають значенням параметра 1
2 20, 30, 80R∗

β
α = =

Λ
, а на 

рис. 2 – 2
2 8, 15, 35R∗

β
γ = =

α
. При цьому 10

K
G

∗
∗β = = , 1

2
0,8

R
R

δ = = . 

Напруження θθ∗σ  є стискувальними.  

  
 Рис. 1 Рис. 2 

Бачимо, що зі збільшенням величини ∗α , яка пропорційна до зовніш-
нього радіуса циліндра, область приповерхневої неоднорідності зменшу-
ється. Для циліндрів «малих радіусів» неоднорідність у розподілі напру-
жень істотна в усій області, а для циліндрів «великих радіусів» напруження 
відрізняються від нуля лише у вузькій приповерхневій області. Характер 
розподілу напружень zz∗σ  подібний до розподілу θθ∗σ . Зазначимо, що неод-

норідність розподілу напружень – наслідок дисипативних процесів, які 
протікали в тілі, тоді, як неоднорідність розподілу хімічного потенціалу 
спричинена локальним зміщенням маси. 

Висновки. На основі запропонованої раніше математичної моделі меха-
ніки пружних деформівних систем, в якій формування приповерхневої не-
однорідності пов’язується з дисипативними процесами та локальним змі-
щенням маси, вивчено осесиметричний стаціонарний напружено-деформо-
ваний стан нескінченного ізотропного порожнистого циліндра. 

Результати проведених досліджень показали, що приповерхнева неод-
норідність розподілу напружень та хімічного потенціалу порожнистого ци-
ліндра характеризується двома параметрами. Один з них пов’язаний з ура-
хуванням локального зміщення маси, а інший – наслідок протікання у тілі 
дисипативних процесів. Показано, що навіть за нехтування у рівняннях 
стану ефектами взаємовпливу процесів деформування та локального змі-
щення маси, розподілам компонент тензора напружень і хімічного потенціа-
лу властива приповерхнева неоднорідність, зумовлена впливом дисипатив-
них процесів.  

Одержані результати дозволяють встановлювати напружено-деформо-
ваний стан пружних деформівних тіл з урахуванням ефектів приповерхне-
вої неоднорідності, а також розраховувати і прогнозувати на цій основі 
параметри міцності та надійності елементів конструкцій і приладів. 
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ВЛИЯНИЕ ДИССИПАТИВНЫХ ПРОЦЕССОВ НА ПРИПОВЕРХНОСТНУЮ 
НЕОДНОРОДНОСТЬ ПОЛОГО ЦИЛИНДРА 
 
Сформулированы базовые соотношения математической модели механики упругих 
деформируемых систем, которая описывает формирование приповерхностной 
неоднородности, связанной как с процессом локального смещения массы, так и с 
диссипативными процессами. На этом основании решена задача о стационарном 
напряженно-деформированном состоянии бесконечного полого цилиндра. Показано, 
что приповерхностная неоднородность распределения напряжений и химического 
потенциала характеризируется двумя параметрами. Один из них связан с 
локальным смещением массы, другой – есть следствием протекания в теле 
диссипативных процессов. 
 
EFFECT OF DISSIPATIVE PROCESSES ON THE NEAR-SURFACE 
INHOMOGENEITY OF HOLLOW CYLINDER 
 
Basic relations of mathematical model of mechanics of deformable elastic systems, 
which describes formation of the near-surface inhomogeneity, caused by both the pro-
cess of local mass displacement and dissipative processes, are formulated. On this basis 
the problem for the stationary stress-strain state of an infinite hollow cylinder is solved. 
It is shown that the near-surface inhomogeneity of stresses and chemical potential 
distribution is characterized by two parameters. One of them is connected with the local 
mass displacement, other – is the consequence of dissipative processes in the body. 
 
1 
Центр мат. моделювання 
Ін-ту прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів, 25.01.11 

2 
 Зелено´ур. ун-т, Зелена ¥ура, Польща 


