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УДК 539.3 
 
В. С. Попович, В. В. Янішевський 
 
КВАЗІСТАТИЧНІ ТЕРМОНАПРУЖЕННЯ В ТЕРМОЧУТЛИВОМУ 
ШАРІ ЗА КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМІНУ З СЕРЕДОВИЩАМИ 
ЗМІННОЇ З ЧАСОМ ТЕМПЕРАТУРИ 
 

На прикладі визначення температурного поля в термочутливому шарі, че-
рез поверхні якого здійснюється конвективний теплообмін з середовищем 
змінної з часом температури, апробовано метод лінеаризувальних парамет-
рів знаходження температурних полів у термочутливих елементах кон-
струкцій. Визначено та досліджено компоненти напружено-деформованого 
стану, спричиненого знайденим розподілом температури. 

 
Вступ. При визначенні напружено-деформованого стану елементів кон-

струкцій, експлуатація яких проходить в умовах високих чи низьких тем-
ператур, слід виходити з моделі термочутливого тіла. При цьому визначен-
ня розподілу температури зводиться до розв’язування нелінійного рівняння 
теплопровідності за певних умов теплообміну із зовнішнім середовищем, 
температура якого в багатьох випадках змінюється з часом. Точний розв’я-
зок такої задачі можна знайти, коли на поверхні тіла задати температуру 
або тепловий потік за умови, що матеріал має властивість так званої прос-
тої теплової нелінійності (коефіцієнт теплопровідності tλ  і об’ємна тепло-

ємність vc  залежать від температури t , а їх відношення – коефіцієнт тем-

пературопровідності ( ) ( )t va t c t= λ /  – неістотно і його можна вважати ста-
лою величиною [1, 3, 5, 7, 15, 18]). Для цього достатньо скористатись пере-
творенням Кірхгофа [3, 15, 18]. У результаті отримуємо відповідну лінійну 
крайову задачу на цю змінну, розв’язок якої можна знайти класичними ме-
тодами математичної фізики. 

При заданні на поверхні тіла умови конвективного теплообміну для по-
будови аналітично-числового розв’язку задачі можна використати прості та 
ефективні підходи, які передбачають побудову розв’язку рівняння на змін-
ну Кірхгофа з деякою лінійною умовою, що містить так званий «лінеаризу-
вальний параметр» [2, 4, 9, 10, 12–14, 16, 17, 19]. Після знаходження її роз-
в’язку цей параметр шляхом ітерації підбирають так, щоб з заданою точ-
ністю задовольнялась нелінійна умова, отримана з умови конвективного 
теплообміну. Маючи вираз змінної Кірхгофа та конкретну залежність ко-
ефіцієнта теплопровідності від температури, встановлюємо формулу для 
обчислення температури через цю змінну. 

У цій праці на прикладі задачі термопружності для шару з теплообмі-
ном на його поверхнях з середовищем змінної температури апробується 
один із варіантів методу лінеаризувальних параметрів визначення темпера-
турного поля термочутливого тіла, знаходиться і досліджується відповідний 
термопружний стан. 

Математична модель задачі теплопровідності. Розглянемо безмежну 
пластину (шар) товщини 2l , яка через поверхні x = ± l  нагрівається сере-
довищем змінної температури шляхом конвективного теплообміну. Почат-
кова температура пластини pt . Матеріал пластини термочутливий з прос-

тою тепловою нелінійністю. 
Неусталене температурне поле такої пластини визначаємо з рівняння 

теплопровідності 

 ( ) ( )t v
t tt c t

x x
∂ ∂ ∂ λ = ∂ ∂ ∂τ 

 (1) 

за таких граничних і початкових умов: 
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 ( ) ( ( )) 0t c
x

tt t t
x =±

∂ λ ± α − τ = ∂ l
, (2) 

 0 pt tτ= = , (3) 

де α  – коефіцієнт теплообміну через поверхні x = ± l ; ( )ct τ  – залежна від 

часу τ  температура зовнішнього середовища; ( )t tλ  – коефіцієнт теплопро-

відності; ( )vc t  – об’ємна теплоємність. 
Оскільки задача теплопровідності є симетричною відносно площини 
0x = , то братимемо до уваги лише половину шару. У зв’язку з цим роз-

глядатимемо її за граничних умов 

 
0

( ) ( ( )) 0,           ( ) 0t c t
x x

t tt t t t
x x= =

∂ ∂   λ + α − τ = λ =   ∂ ∂l
 (4) 

замість умов (2). 
Побудова розв’язку задачі теплопровідності. Побудову розв’язку за-

дачі теплопровідності (1), (3), (4) здійснимо методом, запропонованим у пра-
цях [8, 10, 12, 13]. Він передбачає: 

1°. Обезрозмірення задачі. Для цього виберемо деяку відлікову темпе-
ратуру 0t , а за характерний розмір 0l  приймемо півтовщину пластини l . 

Подамо характеристики у вигляді 0( ) ( )t T∗χ = χ χ , де 0χ  – стала величина, 

що має розмірність відповідної характеристики (опорне значення характе-

ристики), а ( )T∗χ  – функція, що описує залежність характеристики від 

безрозмірної температури 0T t t= / . 

Як результат отримаємо таку крайову задачу: 

 ( ) ( )
Fot v

T TT c T
x x

∗ ∗∂ ∂ ∂ λ = ∂ ∂ ∂ 
, (5) 

 
1 0

( ) Bi ( (Fo)) 0,         ( ) 0t c t
x x

T TT T T T
x x

∗ ∗

= =

∂ ∂   λ + − = λ =   ∂ ∂
, (6) 

 Fo 0 pT T= = , (7) 

де 0 0,  (Fo) ( )p p c cT t t T t t= = τ/ /  – безрозмірні температури; x x= /l  – без-

розмірна координата; 0Bi t= α λ/l  – критерій Біо; 2
0Fo a= τ/l  – число Фу-

р’є; 0 0 0t va c= λ / . 

2°. Увівши змінну Кірхгофа [3, 7, 15, 18]  

 ( )

p

T

t
T

T dT∗ ′ ′θ = λ∫  

та взявши до уваги, що розглядаємо матеріал з простою тепловою нелі-

нійністю ( ( ) ( ) 1)v tc T T∗ ∗λ ≈/ , із задачі (5)–(7) отримаємо таку задачу на змінну 
Кірхгофа: 

 
2

2 Fox
∂ θ ∂θ=

∂∂
, (8) 

 
1 0

Bi ( ( ) (Fo)) 0,           0c
x x

T T
x x= =

∂θ ∂θ   + θ − = =   ∂ ∂
, (9) 

 Fo 0 0=θ = . (10) 

Задача (8)–(10) є нелінійною через нелінійний вираз ( )T θ  у першій з 
умов (9), яка отримана з умови конвективного теплообміну. 
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3°. Лінеаризацію задачі здійснимо шляхом, який передбачає апрокси-
мацію нелінійної залежності температури ( )T θ  на поверхні шару x = l  від 
змінної Кірхгофа виразом 

 1 1( ) (1 ) px xT T= =θ = + θ +æ , 

де æ  – деяка невідома величина («лінеаризувальний параметр»). 
Таким чином, змінну Кірхгофа θ  будемо визначати з крайової задачі 

(8)–(10) з граничною умовою 

 
1

Bi ( (Fo)) 0c
x

T
x

∗ ∗

=

∂θ + θ − = ∂
 (11) 

замість нелінійної першої з умов (9). В умові (11) позначено 

 Bi Bi (1 ),         (Fo) ( (Fo) ) (1 )c c pT T T∗ ∗= + = − +æ æ/ . 

Після розв’язання задачі значення невідомого лінеаризувального па-
раметра æ , що входить у вираз змінної Кірхгофа, а отже, і температури, 
будемо знаходити, задовольняючи з заданою нами точністю нелінійну гра-

ничну умову (9). Так, якщо ( ) 1 ( )t pT k T T∗λ = + − , то 1( ) ( 1 2 1)T k k−θ = + θ − +  

pT+  і для визначення значення лінеаризувального параметра маємо рів-

ність 1
11

( 1 2 1) (1 ) xx
k k−

==
+ θ − = + θæ , з якої отримуємо трансцендентне 

рівняння 

 2
1(1 ) 2 0xk =+ θ + =æ æ . 

Для знаходження æ  за конкретного значення Fo  використовуємо ме-
тод Ньютона, за перше наближення якого вибираємо 0=æ . 

Для розв’язання задачі (8)–(10) з лінійною граничною умовою (11) (за-
мість нелінійної (9)) використовуємо перетворення Лапласа [20] за змін-
ною Fo . 

Розглянемо конкретні випадки залежності від часу температури 
зовнішнього середовища: 

а) Нехай залежність температури зовнішнього середовища від часу є 
лінійною:  
 ( )c pt t bτ = + τ , 

де constb = . У безрозмірному вигляді вона записується так: 

 ( )Fo Foc pT T= + ⋅Pd , 

де 2
0 0b a t= /Pd l  – критерій Предводітєлєва. Зображення Лапласа змінної 

Кірхгофа у цьому випадку має вигляд 

 $
2

Bi ch ( )

(1 ) sh ( ) Bi ch ( )

x s

s s s s

∗

∗θ =
+ +æ

Pd

( )
, 

а сама ця змінна 

 
22

Fo
2

1

cos ( )2 BiFo
1 2 2Bi

nn n

n n

A xx e
∞∗

−µ
∗

=

µ+ θ = + − + +  µ
∑æ

Pd , 

де 2 sin (cos sin )n n n n nA = µ µ µ + µ/ , а nµ  знаходимо з характеристичного 

рівняння ctg Bin n
∗=µ µ / . 

б) Експоненціальна залежність температури зовнішнього середовища 
від часу: 

 2
1( ) c

c pt t c e− ττ = + ⋅ , 

де 1c  і 2c  – сталі величини. Тоді Fo(Fo) c
c pT T he−= + , 2

2 0c c a= /l , 1 0h c t= / . 
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У цьому випадку розв’язок у зображеннях матиме такий вигляд: 

 $ Bi ch ( )

(1 )( ) sh ( ) Bi ch ( )

h x s s

s b s s s s

∗

∗θ =
+ + +æ ( )

. 

Після виконання оберненого перетворення Лапласа [21] отримаємо 
змінну Кірхгофа у вигляді 

 
2

2
FoFo

2
1

cos ( )Bi cos ( )
1 ( sin Bi cos )

nc n n n

n n

A xcxh e e
c c c c

∗ ∞
−µ−

∗
=

 µ µ−
θ = +  + + − µ 

∑æ
, 

де nA  і nµ  ті ж самі, що й у пункті а). 

Визначення температурних напружень. Знайдений змінний з часом 
Fo  і координатою x  розподіл температури спричинить в пластині певний 
напружений стан, який визначається двома ненульовими компонентами 
тензора напружень yy zzσ = σ . У випадку симетричного відносно площи-

ни 0x =  розподілу температури для їх обчислення матимемо таку фор-
мулу [11]: 

 
( )

( )
1 ( )

t
yy zz

NE t
t

t B
 σ = σ = − Φ − ν  

, 

де 

 
( ) ( ) ( )

,     ,     ( ) ( )
1 ( ) 1 ( )

p

t

t t
t

E t t E t
N dx B dx t t dt

t t
− −

Φ ′ ′= = Φ = α
− ν − ν∫ ∫ ∫

l l

l l

, 

а ( ), ( ), ( )tE t t tν α  – залежні від температури модуль пружності, коефіцієнт 
Пуассона і температурний коефіцієнт лінійного розширення матеріалу 
пластини відповідно.  

Подамо механічні характеристики у вигляді 0( ) ( )t T∗χ = χ χ , де функції 

( )T∗χ  описують залежності характеристик від безрозмірної температури: 

 2 3
0 0 1 2 3( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )E p E p E pE t E E T E k T T k T T k T T∗= = + − + − + −( ) , 

 2 3
0 0 1 2 3( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )p p pt T k T T k T T k T T∗

ν ν νν = ν ν = ν + − + − + −( ) , 

 2
0 0 1 2( ) ( ) 1 ( ) ( )t t t t p pt T k T T k T T∗

α αα = α α = α + − + −( ) . (12) 

У такому випадку вираз для суто теплової деформації ( )tΦ  набуде вигляду 

 2 31 2
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3t t p p p

k k
t t T t T T T T T T∗ α α Φ = α Φ = α − + − + − 

 
, 

а 

 20 0 0 1

0

( )
( ) ( )

21 ( )
t t

yy zz p p

E E T t kN
T T T T

T B

∗ ∗
α

∗ ∗

α  σ = σ = − − + − + − ν ν 
 

 32 ( )
3 p

k
T Tα + − 

, 

де 

 
1 1

0 01 1

( ) ( ) ( )
,        

1 ( ) 1 ( )
t

E T T E T
N dx B dx

T T

∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗
− −

Φ= =
− ν ν − ν ν∫ ∫ . 

Вводячи безрозмірне напруження 
0 0 0

yy
y z

tE t

σ
σ = σ = σ =

α
, маємо 

 
*

2 31 2

0

( )
( ) ( ) ( )

2 31 ( )
t

p p p

k kNE T
T T T T T T

T B

∗
α α

∗ ∗
  σ = − − + − + −   − ν ν  

. 
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Числові дослідження. Проведено числові дослідження знайденого тем-
пературного поля у пластині зі сталі У12 з товщиною 2 0.02=l м при maxt =  

673= °К і 273pt = ° К. За відлікове значення температури 0t  прийняли 

maxt . Для випадку лінійної залежності температури зовнішнього середови-

ща від часу взяли Pd  рівним 0.7 , а для експоненціальної залежності тем-
ператури покладали 0.25h =  і 0.8c = − . На основі експериментальних таб-
личних даних [6] коефіцієнт теплопровідності сталі подали у вигляді ліній-
ної залежності, а механічні характеристики – у вигляді залежностей (12).  

Після знаходження методом найменших квадратів коефіцієнтів 1,k kα , 

2 1 2, ,E Ek k kα , 3 1 2 3, , ,Ek k k kν ν ν  вирази для механічних характеристик набули 

такого вигляду: 

 ( ) 47.8(1 0.366 )t t Tλ = − [Вт/(м ⋅ К)], 

 9 2 3( ) 209.83 10 1 0.14 0.039 0.098E t T T T= ⋅ − − −( ) [Па], 

 2 3( ) 0.282 1 0.199 1.291 2.36t T T Tν = + − +( ) , 

 6 2( ) 11.68 10 1 1.33 0.65t t T T−α = ⋅ + −( ) [К-1], 
а суто теплова деформація 

 6 2 3
0( ) 11.68 10 1.33 2 0.65 3t t T T T−Φ = ⋅ + −( )/ / . 

Тут pT T T= − . 

На температуру зовнішнього середовища (відповідно і на сам час на-
гріву) було накладене обмеження, щоб безрозмірна температура в тілі не 
перевищувала 1, оскільки наведені вище термомеханічні характеристики не 
визначені для більших температур. 

  
 а) б) 

Рис. 1 
На рис. 1 наведено розподіли температурного поля T  в залежності від 

часу Fo  (криві на рис. 1а обчислено для випадку, коли функція гріючого 
середовища лінійна, на рис. 1б – для експоненціальної залежності). Оскіль-
ки задача симетрична відносно площини 0x = , то на рис. 2 – рис. 4 наве-
дено розподіли напружень, викликаних цим температурним полем, для від-
різку 0, 1[ ] . Як і на рис. 1, на рис. 2а – рис. 4а наведено графіки для випад-
ку, коли залежність температури зовнішнього середовища від часу є ліній-
ною, а на рис. 2б – рис. 4б – експоненціальною). 

Крім того, на рис. 1 і рис. 2 подано розподіли температури та напру-
жень на поверхні шару за всіх залежних від температури характеристик 
при зростанні швидкості зміни температури зовнішнього середовища. Мож-
на побачити, що для обох випадків (для лінійного – при зростанні Pd , а 
для експоненціального – при зростанні h  та сталому c ) зростання темпу 
нагріву призводить до збільшення напружень у тілі. 
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 а) б) 

 Рис. 2. Криві 1 – термочутлива модель; 2 – опорне значення модуля Юнга (до +6%);  
3 – опорне значення коефіцієнт лінійного розширення (до -15%);  
4 – опорне значення коефіцієнт Пуассона (до -2%). 

 Тут і надалі відсотки в дужках у підписах до рисунків означають від-
носну похибку вказаної кривої стосовно кривої 1. 

  
 а) б) 

 Рис. 3. Криві 1 – термочутлива модель; 2 – середнє значення модуля Юнга (до -5%);  
3 – середнє значення коефіцієнт лінійного розширення (до +16%);  
4 – середнє значення коефіцієнт Пуассона (до +1%). 

  
 а) б) 

 Рис. 4. Криві 1 – термочутлива модель; 2 – усі механічні характеристики  
опорні (від -10 до -15%); 3 – усі механічні характеристики середні (до +10%) 

Як бачимо на рис. 2 – рис. 4, напруження є самозрівноважені, стиску-
вальні поблизу поверхонь 1x ±  пластини і розтягувальні в її середині. Для 
лінійної і для експоненціальної залежностей температури середовища мак-
симальні розбіжності між напруженнями (при врахуванні залежності від 
температури всіх термомеханічних характеристик і за нехтування такою 
залежністю окремої з них) досягаються на поверхнях пластини. 
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Нехтування температурною залежністю модуля Юнга (заміна його на 
опорне значення) (рис. 2) призводить до заниження значень напружень, а 
нехтування температурною залежністю коефіцієнта лінійного розширення і 
коефіцієнта Пуассона – до їх завищення. При використанні середніх зна-
чень механічних характеристик (рис. 3) спостерігаємо протилежний ефект. 

Висновки. На задачі теплопровідності для безмежного шару, який 
конвективно нагрівається через поверхні середовищем змінної темпера-
тури, апробовано метод лінеаризувальних параметрів для побудови роз-
в’язків задач теплопровідності елементів конструкцій, виходячи з моделі 
термочутливого тіла. 

З наведених графіків (рис. 2 – рис. 4) видно, що нехтування темпера-
турною залежністю модуля Юнга чи температурного коефіцієнта лінійного 
розширення (заміна їх на опорне значення або середнє) дає більшу похибку 
в обчисленні напружень, ніж нехтування температурними залежностями 
усіх механічних характеристик. З рис. 4 бачимо, що заміна усіх механічних 
характеристик на їх опорні значення дає більшу похибку в обчисленні 
напружень, ніж їх заміна на середні (для заданого діапазону температур) 
значення. Також встановлено, що пришвидшений нагрів шару призводить 
до зростання напруженого стану тіла. 
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КВАЗИСТАТИЧЕСКИЕ ТЕРМОНАПРЯЖЕНИЯ В  
ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОМ СЛОЕ ПРИ КОНВЕКТИВНОМ ТЕПЛООБМЕНЕ  
СО СРЕДАМИ ПЕРЕМЕННОЙ ВО ВРЕМЕНИ ТЕМПЕРАТУРЫ 
 
На примере определения температурного поля в термочувствительном слое, 
сквозь поверхности которого осуществляется конвективный теплообмен со сре-
дой переменной во времени температуры, апробирован метод линеаризующих 
параметров определения температурных полей в термочувствительных элемен-
тах конструкций. Также определены и исследованы компоненты напряженно-де-
формированного состояния, вызванного найденным распределением температуры. 
 
QUASISTATIC THERMAL STRESSES IN THERMOSENSITIVE 
LAYER UNDER CONVECTIVE HEAT EXCHANGE WITH ENVIRONMENTS  
OF TIME VARIABLE TEMPERATURE 
 
By means of example of determining the temperature field in a thermosensitive layer 
with convective heat exchange through its surfaces with environment of time variable 
temperature, the method of linearized parameters developed for determining the tem-
perature field in thermosensitive structure elements is tested. Also the stressed-strained 
state caused by the found temperature distribution is determined and investigated. 
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