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УДК 519.46  
 
В. М. Федорчук1,2, В. І. Федорчук2  
 
ІНВАРІАНТНІ ОПЕРАТОРИ ЧОТИРИВИМІРНИХ НЕСПРЯЖЕНИХ 
ПІДАЛГЕБР АЛГЕБРИ ЛІ ГРУПИ ПУАНКАРЕ (1, 4)P   
 

Проведено класифікацію чотиривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі 
групи Пуанкаре (1, 4)P  у класи ізоморфних підалгебр. З використанням цієї 
класифікації побудовано інваріантні оператори (узагальнені оператори Ка-
зіміра) [30] для всіх чотиривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи 

(1, 4)P  і наведено їх у явному вигляді. 

 
На сьогодні опубліковано багато наукових праць, в яких вивчаються 

методи побудови інваріантних операторів (узагальнених операторів Казімі-
ра) алгебр Лі, їхні властивості, а також різні застосування цих операторів у 
теорії зображень груп Лі (їх алгебр Лі), у теорії спеціальних функцій, в 
теоретичній і математичній фізиці, теорії диференціальних рівнянь. З дета-
лями стосовно цих питань можна ознайомитись у [13, 15–22, 25–27, 29–38] 
(див. також цитовану там літературу). 

Узагальнена група Пуанкаре (1, 4)P  є групою поворотів і зсувів п’яти-
вимірного простору Мінковського (1, 4)M . Вона використовується при роз-
гляді різних задач теоретичної і математичної фізики (див., наприклад, [1, 
11, 14]). У роботах [11, 13, 24, 25], зокрема, побудовано інваріантні операто-
ри для алгебри Лі групи (1, 4)P . У цих роботах побудовані інваріантні опе-
ратори застосовано для класифікації зображень алгебри Лі групи (1, 4)P , а 
також для побудови (1, 4)P -інваріантних диференціальних рівнянь. Вивчен-
ню підгрупової структури групи (1, 4)P  присвячено роботи [4, 5, 8, 10, 23]. У 
працях [6, 7] побудовано інваріантні оператори для деяких неспряжених 
підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P . Опис інваріантних операторів восьмиви-
мірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P  можна знайти в 
[28]. Інваріантні оператори для всіх неспряжених підалгебр розмірності 3≤  
алгебри Лі групи (1, 4)P  побудовано в [9].  

Метою роботи є побудова інваріантних операторів для всіх чотириви-
мірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P . Для цього 

– беручи до уваги повну класифікацію дійсних структур алгебр Лі роз-
мірності 5≤ , отриману Г. М. Мубаракзяновим [2, 3], проведемо класифіка-
цію всіх чотиривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P  у 
класи ізоморфних підалгебр; 

– використаємо побудовані в [30] інваріантні оператори для всіх дійс-
них алгебр Лі розмірності 5≤  для знаходження інваріантних операторів 
для всіх чотиривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P .  

При написанні цієї роботи використано повний список неспряжених (з 
точністю до (1, 4)P -спряженості) підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P , який 
можна знайти в [12]. 

На даний час побудовано інваріантні оператори (узагальнені оператори 
Казіміра) для всіх чотиривимірних неспряжених підалгебр алгебри Лі гру-
пи (1, 4)P . Для представлення отриманих результатів потрібно розглянути 
алгебру Лі групи (1, 4)P . 

1. Алгебра Лі групи (1, 4)P . Алгебра Лі групи (1, 4)P  задається 15 ба-

зисними елементами ,   , 0,1, , 4M Mµν νµ= − µ ν = … , і ,   0,1, , 4Pµ
′ µ = … , які 

задовольняють комутаційні співвідношення  
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 , 0P Pµ ν
′ ′ =[ ] , 

 ,M P g P g Pµν σ µσ ν νσ µ
′ ′ ′ ′= −[ ] , 

 ,M M g M g M g M g Mµν ρσ µρ νσ νσ µρ νρ µσ µσ νρ
′ ′ ′ ′ ′ ′= + − −[ ] , 

де ,  , 0,1, , 4gµν µ ν = … , – метричний тензор з компонентами 00 11g g= − =  

22 33 44 1g g g= − = − = − =  і 0gµν = , якщо µ ≠ ν . Тут і всюди надалі 

M iMµν µν
′ = . Перейдемо від Mµν

′  і Pµ
′  до таких лінійних комбінацій:  

 40 1 32 2 31 3 21,       ,      ,      G M L M L M L M′ ′ ′ ′= = = − = , 

 4 0 4 0,       ,      1,2,3a a a a a aP M M C M M a′ ′ ′ ′= − = + = , 

 0 4 0 4
0 4,       ,      1,2,3,      

2 2k k

P P P P
X X P k X

′ ′ ′ ′− +′= = = = . 

2. Інваріантні оператори чотиривимірних розкладних неспряжених 

підалгебр алгебри Лі групи Пуанкаре (1, 4)P . У цій роботі символ ,
a
r jA  по-

значатиме j -ту алгебру Лі розмірності r ; a  – неперервний параметр, від 
якого залежить алгебра. 

Надалі при заданні конкретної алгебри Лі виписуватимемо тільки від-
мінні від нуля комутаційні співвідношення [3, 30]. 

Наведемо отримані результати для чотиривимірних розкладних не-
спряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P . 

Алгебри Лі типу 14A . 

Нижче виписуємо неспряжені підалгебри типу 14A  алгебри Лі гру-

пи (1, 4)P : 

 1 2 3 4 1 2 3 4 3 1 2 4 1 2 3, , , ,   , , , ,   , , , ,   , , ,P P P X P P X X P X X X G X X X ,  

 3 0 3 4 0 4 1 2 0 4 1 2 3 4, , , ,   , , , ,   , , ,L X X X X X X X X X X X X X+ − , 

 1 2 3 0 4 3 0 1 2 4 1 2 2 3 4, , , ,   , , , ,   , , ,X X X X X P X X X X P P X X X− + + ,  

 1 2 2 3 3 4, , , , 0P P X P X X+ + γ γ > . . 

Оскільки алгебри Лі типу 14A  є абелевими, то інваріантними операто-
рами для них будуть їхні базисні елементи. 

Алгебри Лі типу 2 1 1A A A⊕ ⊕ : 

 1 2 2,e e e=[ ] . 

Нижче виписуємо неспряжені підалгебри типу 2 1 1A A A⊕ ⊕  алгебри Лі 

групи (1, 4)P : 

 4 3 3 3 2 1, ,    ,G X L X G P X X− ⊕ ⊕ − ⊕ ⊕ ,  

 4 2 1 3 3 4 3 2 1, ,    , , 0G X X X G a X X a X X− ⊕ ⊕ − − < ⊕ ⊕ . 

Відомо, що інваріантними операторами для алгебр Лі типу 2 1A A⊕  є 

інваріантні оператори підалгебр 2A  і 1A  (див., наприклад, [30]). Алгебри Лі 

типу 2A  не мають інваріантних операторів [30, 31]. Кожна алгебра Лі типу 

1A  має один інваріантний оператор, яким є її базисний елемент. Тому інва-

ріантними операторами для алгебр Лі типу 2 1 1A A A⊕ ⊕  будуть базисні 

елементи підалгебр 1A  і 1A . 
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 Алгебри Лі типу 3,1 1A A⊕ :  

 2 3 1,e e e=[ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,1 1A A⊕  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні 

інваріантні оператори наведено в табл. 1. 
 Таблиця 1 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

4 1 1 22 , ,X X P P− ⊕  4 2,X P  

4 1 1 3 22 , , , 0X P X bX b P+ > ⊕  4 2,X P  

4 3 3 32 , ,X P X L⊕  4 3,X L  

4 3 3 12 , ,X P X X⊕  4 1,X X  

4 3 1 3 22 , , , 0bX P X bX b X+ > ⊕  4 2,X X  

4 3 0 3 32 , ,X P X X L+ ⊕  4 3,X L  

4 3 0 3 12 , ,X P X X X+ ⊕  4 1,X X  

4 3 3 2 12 , ,X X P X X− + ⊕  4 1,X X  

4 3 0 1 3 22 , , , 0bX P X X bX b X+ + > ⊕  4 2,X X  

4 2 1 2 1 2 32 , , , 0X P X X P X b X− + β + > ⊕  4 3,X X  

4 1 2 2 1 34 , ,X P X P X X− + − ⊕  4 3,X X  

4 1 1 3 2 32 , , , 0X X P X P X− + δ δ > ⊕ +  4 2 3,X P X+  

4 1 1 2 32 , ,X X P P X− ⊕ +  4 2 3,X P X+  

4 1 1 3 22 , ,X X P X P− + ⊕  4 2,X P  

4 1 3 1 3 22 , , , 0X P X X X P+ + µ µ > ⊕  4 2,X P  

4 1 2 3 2 14 , , , 0X P X X P X− + + β − β > ⊕  

3 1 3 , 0P X X⊕ + β + δ β >  
4 3 1,X P X+ β +  

3 , 0X+ δ β >  

4 1 2 2 1 3 34 , ,X P X P X P X− + − ⊕ + δ  4 3 3,X P X+ δ  

4 1 2 3 2 1 2 34 , , , 0X P X X P X X X− + + β − + µ + γ µ > ⊕  

3 1 2 3 , 0P X X X⊕ + β + γ + δ β >  
4 3 1,X P X+ β +  

2 3 , 0X X+ γ + δ β >  

4 1 2 2 1 2 34 , , , 0X P X P X X X− + − + µ + γ γ > ⊕  

3 2 3 , 0P X X⊕ + γ + δ γ >  
4 3 2,X P X+ γ +  

3 , 0X+ δ γ >  

4 2 1 2 1 2 3 34 , ,X P X X P X P X− + µ + ⊕ + δ  4 3 3,X P X+ δ  

4 2 1 2 2 12 , ,X P P X P X+ ⊕ +  4X , 2 1P X+  

4 2 1 2 3 2 12 , , , 0X P P X X P X+ + β β > ⊕ +  4X , 2 1P X+  

4 2 1 2 3 2 1 32 , , , 0X P P X X P X X+ + γ ⊕ + + µ µ >  4 2 1,X P X+ +  

3 , 0X+ µ µ >  

4 2 3 1 2 32 , , , 0X P X P X Xγ + + γ + δ γ > ⊕  

2 3 1 , 0P X X⊕ + + γ γ >  
4 2 3,X P X+ +  

1 , 0X+ γ γ >  

4 2 3 1 2 32 , , , 0X P X P X Xγ + + γ + δ γ ≠ ⊕  

2 3 1 3( ), 0P X X X⊕ + + γ + µ µ >  
4 2 3 1, (X P X X+ + γ +  

3 ), 0X+ µ µ >  

Алгебри Лі типу 3,2 1A A⊕ :  

 1 3 1 2 3 1 2, ,         ,e e e e e e e= = +[ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,2 1A A⊕  алгебри Лі групи (1, 4)P  і їхні 

інваріантні оператори наведено в табл. 2. 



20 

 Таблиця 2 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 4 3 3 3 3 32 , , , 0a X P G a X a L+ < ⊕  3
4 3 3

3 4
exp , , 0

2
P

X L a
a X
−  < 

 
 

3 4 3 2 2 3 3 2 3 12 , , , 0, 0a X P G a X a X a a X+ + < < ⊕  3
4 1 3

3 4
exp , , 0

2
P

X X a
a X
−  < 

 
 

3 4 3 3 3 3 12 , , , 0a X P G a X a X+ < ⊕  3
4 1 3

3 4
exp , , 0

2
P

X X a
a X
−  < 

 
 

Алгебри Лі типу 3,3 1A A⊕ :  

 1 3 1 2 3 2, ,        ,e e e e e e= =[ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,3 1A A⊕  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні 

інваріантні оператори наведено в табл. 3. 
 Таблиця 3 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 4 3, ,P X G L⊕  4
3

3

,
X

L
P

 

1 2 3, ,P P G X⊕  2
3

1
,

P
X

P
 

3 4 1, ,P X G X⊕  4
1

3
,

X
X

P
 

3 4 2 2 2 1, , , 0P X G a X a X+ < ⊕  4
1

3
,

X
X

P
 

Алгебри Лі типу 3,4 1A A⊕ :  

 1 3 1 2 3 2, ,     ,e e e e e e= = −[ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,4 1A A⊕  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні 

інваріантні оператори наведено в табл. 4. 
 Таблиця 4 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

0 4 3, ,X X G L− ⊕  0 4 3,X X L  

0 4 1, ,X X G X− ⊕  0 4 1,X X X  

0 4 3 3
1, , , 0X X L G e X
e

− − > ⊕  0 4 3,X X X  

0 4 3 3 3, , , 0 , 0X X G aX a L dX d− − < ⊕ + <  0 4 3 3, , 0X X L dX d+ <  

0 4 3 3, , , 0X X G aX a L− − < ⊕  0 4 3,X X L  

0 4 3 3, , , 0X X G L dX d− ⊕ + <  0 4 3 3, , 0X X L dX d+ <  

0 4 2 2 2 1, , , 0X X G a X a X− + < ⊕% %  0 4 1,X X X  

Алгебри Лі типу 3,6 1A A⊕ : 

 1 3 2 2 3 1, ,        ,e e e e e e= − =[ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,6 1A A⊕  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні 

інваріантні оператори наведено в табл. 5. 
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 Таблиця 5 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

1 2 3 3, ,P P L P⊕  2 2
1 2 3,P P P+  

1 2 3 3, ,P P L X− − ⊕  2 2
1 2 3,P P X+  

1 2 3 4, ,P P L X⊕  2 2
1 2 4,P P X+  

1 2 3 3 4, ,P P L P X− − + ⊕  2 2
1 2 4,P P X+  

1 2 3 3, ,X X L P⊕  2 2
1 2 3,X X P+  

1 2 3, ,X X L G− − ⊕  2 2
1 2 ,X X G+  

1 2 3 3 4, ,X X L P X− ⊕  2 2
1 2 4,X X X+  

1 2 3 3, , , 0X X L eG e X+ > ⊕  2 2
1 2 3,X X X+  

1 2 3 3 3, ,X X L P C⊕ +  2 2
1 2 3 3,X X P C+ +  

1 2 3 4, ,X X L X⊕  2 2
1 2 4,X X X+  

1 2 3 0 4, ,X X L X X⊕ +  2 2
1 2 0 4,X X X X+ +  

1 2 3 0 4, ,X X L X X− − ⊕ −  2 2
1 2 0 4,X X X X+ −  

1 2 3 3 3 0 4
1, , ( )
2

X X P C L X X− − + − ⊕ +  2 2
1 2 0 4,X X X X+ +  

1 2 3 3 3 0 4
1, , ( ) , 2X X P C L e X X
e

+ + > ⊕ +  2 2
1 2 0 4,X X X X+ +  

1 2 3 4 3 3 3 3, , , 0P P L X P h X h− − + ⊕ + >% %  2 2
1 2 3 3 3 3, , 0P P P h X h+ + >% %  

1 2 3 4 3, ,P P L X P− ⊕  2 2
1 2 3,P P P+  

1 2 3 3 3, ,P P L P X− − ⊕ +  2 2
1 2 3 3,P P P X+ +  

1 2 3 4 3, ,P P L X X− ⊕  2 2
1 2 3,P P X+  

1 2 3 3 3 3 4, , , 0P P L d X d X− − − < ⊕  2 2
1 2 4,P P X+  

1 1 2 2 3 3 4, , , 0P X P X L P X+ − − − + > ⊕æ æ æ  
2 2

1 1 2 2( ) ( )P X P X+ + +æ æ , 

4 , 0X >æ  

1 2 3 4 3 0, , , 0X X L X P hX h− − + ⊕ + >  2 2
1 2 3 0, , 0X X P hX h+ + >  

1 2 3 4 3, ,X X L X P− − + ⊕  2 2
1 2 3,X X P+  

1 2 3 3 0, ,X X L P X⊕ +  2 2
1 2 3 0,X X P X+ +  

1 2 3 3 3, , , 0 , 0X X L dX d G aX a+ < ⊕ + <  2 2
1 2 3, , 0X X G aX a+ + <  

1 2 3 3, , , 0X X L G aX a− − ⊕ + <  2 2
1 2 3, , 0X X G aX a+ + <  

1 2 3 3, , , 0X X L dX d G− − − < ⊕  2 2
1 2 ,X X G+  

1 2 3 3 0 0 0 4, , , 0X X L P X X− − + − α α < ⊕  2 2
1 2 4,X X X+  

1 2 3 4 3, ,X X L X X− ⊕  2 2
1 2 3,X X X+  

1 2 3 3 3 3 0 4, , , 0X X L d X d X X+ < ⊕ +  2 2
1 2 0 4,X X X X+ +  

1 2 3 3 3 3 0 4, , , 0X X L d X d X X+ < ⊕ −  2 2
1 2 0 4,X X X X+ −  

1 2 3 4 0 4, , , 0X X L dX d X X− − − < ⊕ −  2 2
1 2 0 4,X X X X+ −  

1 2 3 0 4 4, , ( ), 0X X L X X X+ α + α < ⊕  2 2
1 2 4,X X X+  
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1 2 3 3 4, , , 0X X L X X− − − α α < ⊕  2 2
1 2 4,X X X+  

1 2 3 3 3 0 4, , ( ), 0X X L P C X X⊕ + + α + α <  
2 2
1 2 3 3 0, (X X P C X+ + + α +  

4 ), 0X+ α <  

1 2 3 0 4, , ( ), 0X X L X X+ α + α < ⊕  

3 3 0 4( ), 0P C X X⊕ + + β + β <  

2 2
1 2 3 3 0, (X X P C X+ + + β +  

4 ), 0X+ β <  

( )3 0 4 3 3 3 0 4
1, , , 2
2

X X X P C eL e X X− − + + > ⊕ +  ( )22
3 0 4 0 4,X X X X X+ − +  

Алгебри Лі типу 3,7 1
aA A⊕ : 

 1 3 1 2 2 3 1 2, ,      , ,       0e e ae e e e e ae a= − = + >[ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,7 1
aA A⊕  ( a c= ) алгебри Лі групи (1, 4)P  

та їхні інваріантні оператори наведено в табл. 6. 
 Таблиця 6 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

1 2 3 3, , , 0P P L cG c X+ > ⊕  2 2 1 2
1 2 3

1 2
( ) , , 0

icP iP
P P X c

P iP
+ + > − 

 

Алгебри Лі типу 3,8 1A A⊕ :  

 1 3 2 1 2 1 2 3 3, 2 ,      , ,      ,e e e e e e e e e= − = =[ ] [ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,8 1A A⊕  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні 

інваріантні оператори наведено в табл. 7. 
 Таблиця 7 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 3 3, ,P G C L− ⊕  2
3 3 3 3 32 ,G P C C P L− −  

3 3 1, ,P G C X− ⊕  2
3 3 3 3 12 ,G P C C P X− −  

Алгебри Лі типу 3,9 1A A⊕ :  

 1 2 3 2 3 1 3 1 2, ,       , ,       ,e e e e e e e e e= = =[ ] [ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 3,9 1A A⊕  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні 

інваріантні оператори наведено в табл. 8. 
 Таблиця 8 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 1 2, ,L L L G− − ⊕  2 2 2
3 1 2 ,L L L G+ +  

3 1 2 0 4, ,L L L X X⊕ +  2 2 2
3 1 2 0 4,L L L X X+ + +  

3 1 2 0 4, ,L L L X X⊕ −  2 2 2
3 1 2 0 4,L L L X X+ + −  

3 1 2 4, ,L L L X⊕  2 2 2
3 1 2 4,L L L X+ +  

3 3 3 1 1 1
1 1 1 1( ), ( )
2 4 2 4

L P C L P C+ + + + , 

2 2 2 3 3 3
1 1 1( ) ( )
2 4 2

L P C L P C+ + ⊕ − +  

2 2

3 3 3 1 1 1
1 1( ) ( )
2 2

L P C L P C   + + + + + +      
 

2

2 2 2 3 3 3
1 1( ) , ( )
2 2

L P C L P C + + + − +  
 

3 3 3 1 1 1
1 1 1 1( ), ( )
2 4 2 4

L P C L P C+ + + + , 

2 2 2 0 4
1 1 ( )
2 4

L P C X X+ + ⊕ +  

2 2

3 3 3 1 1 1
1 1( ) ( )
2 2

L P C L P C   + + + + + +      
 

2

2 2 2 0 4
1 ( ) ,
2

L P C X X + + + +  
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3 3 3 1 1 1
1 1 1 1( ), ( )
2 4 2 4

L P C L P C+ + + + , 

2 2 2 3
1 1 ( )
2 4

L P C L+ + ⊕ −  

3 3 0 4
1 ( ) ( ), 0
2

P C b X X b− + + + <  

2 2

3 3 3 1 1 1
1 1( ) ( )
2 2

L P C L P C   + + + + + +      
 

2

2 2 2 3 3 3
1 1( ) , ( )
2 2

L P C L P C + + + − + +  
 

0 4( ), 0b X X b+ + <  

3. Інваріантні оператори чотиривимірних нерозкладних неспряже-
них підалгебр алгебри Лі групи Пуанкаре (1, 4)P . Наведемо отримані ре-
зультати для чотиривимірних нерозкладних неспряжених підалгебр алгеб-
ри Лі групи (1, 4)P . 

Алгебри Лі типу 4,1A :  

 2 4 1 3 4 2, ,       ,e e e e e e= =[ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 4,1A  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні інва-

ріантні оператори наведено в табл. 9. 
 Таблиця 9 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

4 3 0 32 , , ,X X X P−  2
4 3 4 0, 4X X X X−  

4 3 0 3 32 , , ,X X X L P−  2
4 3 4 0, 4X X X X−  

4 3 3 0 32 , , ,X X L X P− −  2
4 3 4 3 0, 4 ( )X X X L X+ −  

4 3 0 3 12 , , ,X X X P X− +  2
4 3 4 0, 4X X X X−  

4 3 3 0 3 02 , , , , 0X X L X P Xβ − β + β + β <  2
4 3 4 3 0, 4 ( ), 0X X X L Xβ − + β β <  

4 1 2 0 1 32 , , , , 0X X P X P X− + + δ δ <  2
4 1 4 2 0, 4 ( )X X X P X− +  

4 1 2 0 12 , , ,X X P X P− +  2
4 1 4 2 0, 4 ( )X X X P X− +  

4 1 4 2 0 1 2 32 , 2 , , , 0X X X P X P X X− + γ + + γ + δ γ >  
2

4 1 4 4 2, ( 2 ) 4 (X X X X P− γ − +  

0 ), 0X+ γ >  

Алгебри Лі типу 4,2
aA :  

 1 4 1 2 4 2 3 4 2 3, ,       , ,       , ,        0e e ae e e e e e e e a= = = + ≠[ ] [ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 4,2 ,  1aA a = , алгебри Лі групи (1, 4)P  та їх-

ні інваріантні оператори наведено в табл. 10. 
 Таблиця 10 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

2 1 4 1 1 1 3 3 1 3,2 , , , 0, 0P a X P G a X a X a a+ + < <  1 4
4 1

1 4 2

exp , , 0
2

P X
X a

a X P
 − < 
 

 

2 1 4 1 1 1 1,2 , , , 0P a X P G a X a+ <  1 4
4 1

1 4 2

exp , , 0
2

P X
X a

a X P
 − < 
 

 

Алгебри Лі типу 4,5
abA :  

 1 4 1 2 4 2 3 4 3, ,    , ,    , ,     0,  1 1e e e e e ae e e be ab a b= = = ≠ − ≤ ≤ ≤[ ] [ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 4,5 ,  1, 1abA a b= = , алгебри Лі групи (1, 4)P  

та їхні інваріантні оператори наведено в табл. 11. 
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 Таблиця 11 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

1 2 3, , ,P P P G  1 1

2 3
,

P P
P P

 

1 2 4, , ,P P X G  1 1

2 4
,

P P
P X

 

1 2 4 3 3 3, , , , 0P P X G a X a+ <  1 1

2 4
,

P P
P X

 

Алгебри Лі типу 4,6
abA :  

 1 4 1 2 4 2 3 3 4 2 3, ,    , ,    , ,    0,  0e e ae e e be e e e e be a b= = − = + ≠ ≥[ ] [ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 4,6 ,  ,abA a b b b= = , алгебри Лі групи (1, 4)P  

та їхні інваріантні оператори наведено в табл. 12. 
 Таблиця 12 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 1 2 3, , , , 0P P P L bG b+ >  
2

2 23 1 2
1 22 2

1 21 2

, ( ) , 0
ibP P iP

P P b
P iPP P

+ + > −+  
 

Неспряжені підалгебри типу 4,6 ,  ,abA a c b c= = , алгебри Лі групи (1, 4)P  

та їхні інваріантні оператори наведено в табл. 13. 
 Таблиця 13 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

4 1 2 3, , , , 0X P P L cG c+ >  
2

2 24 1 2
1 22 2

1 21 2

, ( ) , 0
icX P iP

P P c
P iPP P

+ + > − +
 

4 1 2 3 3, , , , 0, 0X P P L cG bX c b+ + > <  
2

2 24 1 2
1 22 2

1 21 2

, ( ) , 0
icX P iP

P P c
P iPP P

+ + > − +
 

Неспряжені підалгебри типу 4,6 ,  , 0abA a d b= = , алгебри Лі групи (1, 4)P  

та їхні інваріантні оператори наведено в табл. 14. 
 Таблиця 14 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 1 2 3, , , , 0P X X L dG d+ >  
2 2 1
1 2 3 2 2

1 2

, ln arcsin , 0
X

X X P d d
X X

+ + >
+

 

Неспряжені підалгебри типу 4,6 ,  , 0abA a e b= = , алгебри Лі групи (1, 4)P  

та їхні інваріантні оператори наведено в табл. 15. 
 Таблиця 15 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

4 1 2 3, , , , 0X X X L eG e+ >  
2 2 1
1 2 4 2 2

1 2

, ln arcsin , 0
X

X X X e e
X X

+ + >
+

 

4 1 2 3 3 3 3, , , , 0, 0X X X L eG X e+ + > <æ æ  
2 2 1
1 2 4 2 2

1 2

, ln arcsin , 0
X

X X X e e
X X

+ + >
+

 

Алгебри Лі типу 4,9
bA :  

 2 3 1 1 4 1 2 4 2 3 4 3, , , (1 ) , , , , , 1 1    e e e e e b e e e e e e be b= = + = = − < ≤[ ] [ ] [ ] [ ] . 
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Неспряжені підалгебри типу 4,9 ,  0bA b = , алгебри Лі групи (1, 4)P : 

 4 3 1 3 4 3 3 3
12 , , , , 0 ,       2 , , , , 0   eX P X bX G b X P X G L d
d

+ > + > , 

 3 4 3 3 3 3 3 4 3 3 12 , , , , 0 ,    2 , , , , 0  d X P L d X G d X P X G aX a+ < + < ,  

 4 3 1 3 1 1 12 , , , , 0, 0bX P X bX G a X a b+ + < > ,  

 4 3 3 4 4 3 1 3 22 , , , ,        2 , , , , 0, 0X P X G X X P X X G X+ µ + µ + α α < µ > ,  

 4 3 1 3 1 22 , , , , 0, 0, 0X P X X G X Xµ + µ + α + β α < β < µ > ,  

 3
3 4 3 3 3 3 3 4 3 3

3
2 , , , , 0, 0

a
d X P L d X G L X a d

d
+ − + < < . 

Ці підалгебри не мають інваріантних операторів. 

Алгебри Лі типу 4,10A :  

 2 3 1 2 4 3 3 4 2, ,     , ,     ,e e e e e e e e e= = − =[ ] [ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 4,10A  алгебри Лі групи (1, 4)P  та їхні ін-

варіантні оператори наведено в табл. 16. 
 Таблиця 16 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

4 1 2 2 1 3 3 3 34 , , , , 0X P X P X L d X d− + − + <  
2 2

4 1 2 2 1, ( ) ( )X P X P X+ + − −  

4 3 3 3 38 ( ), 0X L d X d− + <  

4 1 2 2 1 34 , , ,X P X P X L− − − −  2 2
4 1 2 2 1 4 3, ( ) ( ) 8X P X P X X L+ + − −  

4 1 1 2 2 1 24 , ,mX P kX mX P mX kX− + + − + , 

3 3 , 0, 0L P m k− > >  

2
4 1 1 2, ( )X P kX mX+ + +  

2
2 1 2( )P mX kX+ − + −  

4 3 38 ( ), 0, 0mX L P m k− − > >  

4 1 2 2 1 3 34 , , , , 0mX P mX P mX L P m− + − − >  
2 2

4 1 2 2 1, ( ) ( )X P mX P mX+ + − −  

4 3 38 ( ), 0mX L P m− − >  

Алгебри Лі типу 4,12A :  

 1 3 1 2 3 2 1 4 2 2 4 1, ,     , ,     , ,     ,e e e e e e e e e e e e= = = − =[ ] [ ] [ ] [ ] . 

Неспряжені підалгебри типу 4,12A  алгебри Лі групи (1, 4)P : 

 2 1 3 2 1 3 3 3 3 3 3 3, , , ,       , , , , 0, 0P P G L P P G a X L d X a d− + − − < < , 

 2 1 3 3 3 3 2 1 3 3 3 3, , , , 0 ,       , , , , 0P P G a X L a P P G L d X d+ − < − + < . 

Ці підалгебри не мають інваріантних операторів. 
Отже, побудовано інваріантні оператори для всіх чотиривимірних не-

спряжених підалгебр алгебри Лі групи (1, 4)P . 
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ИНВАРИАНТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ЧЕТЫРЕХМЕРНЫХ НЕСОПРЯЖЕННЫХ ПОДАЛГЕБР 
АЛГЕБРЫ ЛИ ГРУППЫ ПУАНКАРЕ (1, 4)P   
 
Проведена классификация четырехмерных несопряженных подалгебр алгебры Ли 
группы Пуанкаре (1, 4)P  в классы изоморфных подалгебр. С использованием этой 
классификации построены инвариантные операторы (обобщенные операторы 
Казимира) [30] для всех четырехмерных несопряженных подалгебр алгебры Ли 
группы (1, 4)P  и приведены в явном виде. 
 
INVARIANT OPERATORS FOR FOUR-DIMENSIONAL NON-CONJUGATED SUBALGEBRAS 
OF LIE ALGEBRA OF POINCARÉ GROUP (1, 4)P  
 
The classification of four-dimensional non-conjugated subalgebras of Lie algebra of 
Poincaré group (1, 4)P  into the classes of isomorphic subalgebras has been made. Using 
this classification the invariant operators (the generalized Casimir operators) [30] for all 
four-dimensional non-conjugated subalgebras of Lie algebra of group (1, 4)P  have been 
constructed and presented in an explicit form. 
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