
ISSN 0130–9420. Мат. методи та фіз.-мех. поля. 2010. – 53, № 4. – С. 35-43. 35 

УДК 512.64 
 
А. М. Романів 
 
УНІТАЛЬНІ ДІЛЬНИКИ З ОДНИМ ІНВАРІАНТНИМ МНОЖНИКОМ 
МНОГОЧЛЕННИХ МАТРИЦЬ 
 

Для неособливої многочленної матриці над нескінченним полем вказано необ-
хідні та достатні умови виділення унітального множника із матричного 
многочлена з канонічною діагональною формою diag (1, ,1, ( ))xϕ… . 

 
Задача про виділення регулярного множника із матричного многочлена 

цікавила математиків упродовж багатьох років. Це і зрозуміло: розв’язання 
цієї задачі давало метод знаходження коренів матричних односторонніх 
рівнянь. Для її розв’язання використовувались різні методи сучасної мате-
матики. У 1956 р. Я. Б. Лопатинський в термінах систем диференціальних 
рівнянь вказав необхідні та достатні умови зображення матриці у вигляді 
добутку регулярних множників зі взаємно простими визначниками. Мето-
дами жорданових ланцюгів цю задачу розв’язували I. Gochberg, P. Lancas-
ter, L. Rodman [7], О. М. Малишев [4]. 

Принципово новий підхід до проблеми виділення регулярного дільника 
з матричного многочлена був запропонований П. С. Казімірським [3]. Він 
базується на поняттях визначальної матриці та значення матриці на систе-
мі коренів многочлена. У цих термінах П. С. Казімірським були сформульо-
вані необхідні та достатні умови існування таких дільників та вказано ме-
тод їх знаходження. Отримані результати стосувались многочленних мат-
риць над алгебраїчно замкнутим полем характеристики нуль. Специфіка 
методів розв’язування та термінів, у яких були сформульовані результати, 
не давали можливості узагальнити їх на більш широкі класи полів. Це ста-
ло можливим після публікації [2], в якій результати П. С. Казімірського 
сформульовано в дещо іншому вигляді.  

У цій роботі досліджуються многочленні матриці над нескінченним по-
лем. При певних обмеженнях на канонічну діагональну форму дільника 
вказуються необхідні та достатні умови його існування. 

Потрібно зауважити, що після розв’язання П. С. Казімірським пробле-
ми виділення регулярного дільника кількість статей, присвячених регу-
лярним дільникам, різко скоротилась. Увагу дослідників привернули задачі 
опису неасоційованих дільників матриць [6, 10], а також задачі зображення 
матриць у вигляді добутку кількох співмножників із наперед заданими ха-
рактеристиками [5, 8, 13]. 

Нехай F  – поле, ( )A x  – неособлива ( )n n× -матриця над F x[ ] , записа-

на у вигляді матричного многочлена над полем F : 

 1
1 0( ) k k

k kA x A x A x A−
−= + + +… . 

Матрицю ( )A x  називають унітальною, якщо kA E=  – одинична матриця, 

та регулярною, якщо det 0kA ≠ . Будемо говорити, що матриця ( )A x  є ре-

гуляризовною справа, якщо існує така оборотна матриця ( )U x , що  

 1
1 0( ) ( ) r r

rA x U x Ex D x D−
−= + + +… . 

Для матриці ( )A x  існують такі оборотні матриці ( )P x  та ( )Q x , що 

 1( ) ( ) ( ) diag ( ( ), , ( )) ( )nP x A x Q x x x x= ε ε = Ψ… , 

1( ) | ( )i ix x+ε ε , 1, , 1i n= −… . При цьому матрицю ( )xΨ  називають каноніч-

ною діагональною формою (к. д. ф.) або формою Сміта матриці ( )A x , а мат-
риці ( )P x  та ( )Q x  – відповідно лівими та правими перетворювальними 



36 

матрицями матриці ( )A x . Нехай ( ) ( ) ( )A x В х С х= , де ( )B x  має к. д. ф. 

1( ) diag ( ), , ( )nx x xΦ = ϕ ϕ…( ) . Згідно з [9] ( ) | ( )x xΦ Ψ , причому, якщо ( )B x  – 

унітальна матриця степеня r , то deg det ( )x nrΦ = . 

Нехай тепер ( ) diag 1, ,1, ( )x xΦ = ϕ…( ) , причому ( ) | ( )x xΦ Ψ . У цьому 
випадку визначальна матриця має вигляд 

 ( , )Ψ Φ =V  

 

1 2 , 1
1 2 1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1
( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))n n n n

n

x x x
k x k x k x

x x x x x x −
−

=

ϕ ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε ϕ ε

…
…

… … … … …
…

…

, 

де 

 
0 1

0, ( , ) 1,

, ( , ) 1,nj

nj

j
hnj

nj nj njh j

k
k k x k x

ϕ ε ==  + + + ϕ ε ≠ …
 

 deg ( , ) 1,     1, , 1nj jh j n= ϕ ε − = −… , 

де njk l  – параметри, 1, , 1j n= −… . Позначимо через ( )F k x[ ]  трансцедентне 

розширення поля F  за рахунок приєднання всіх njk l . Основним результа-

том цієї роботи є  
Теорема 1. Нехай F  – нескінченне поле. Для того щоб із неособливого 

матричного многочлена  

 1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ) diag ( ( ), , ( )), ( ) | ( )  n i iA x P x x Q x x x x x x− −

+= Ψ Ψ = ε ε ε ε… , 

1, , 1,i n= −…  можна було виділити лівий унітальний дільник з к. д. ф. 
( ) diag (1, ,1, ( ))x xΦ = ϕ… , deg ( )x nrϕ = , необхідно та достатньо, щоб 

матриця 1( , ) ( ) ( )P x x−Ψ Φ ΦV( )  була регуляризовною справа над ( )F k x[ ] . 

Перед доведенням цієї теореми встановимо декілька допоміжних 
тверджень. Нехай 

 1 1( ) diag ( ( ), , ( )),      ( ) | ( )n i ix x x x x+Ψ = ε ε ε ε… , 

 1 1( ) diag ( ( ), , ( )),     ( ) | ( ),    1, , 1n i ix x x x x i n+Φ = ϕ ϕ ϕ ϕ = −… … , 

 ( ) | ( )x xΦ Ψ . 

Розглянемо такі множини матриць: 

 1 1( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ),  ( ) ( )n nH x GL F x H x x x H x H x GL F xΦ = ∈ Φ = Φ ∈G { }[ ] [ ] , 

 1 1( , ) ( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ),  ( ) ( )n nL x GL F x L x x x L x L x M F xΨ Φ = ∈ Ψ = Φ ∈L [ ] [ ]{ } , 

які згідно з результатами робіт [1, 10] складаються відповідно з оборотних 
матриць вигляду 

 

11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

1

1 2 , 1
1 2 1

n n

n n

n n n
n n n n nn

n

h h h h

h h h h

h h h h

−

−

−
−

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

…

…

… … … … …

…

, (1) 
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11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

2 1

1 2 , 1
1 2 1

( , )

( , ) ( , ) ( , )

n n

n n

n n n
n n n n nn

n n n n

−

−

−
−

ϕ
ϕ ε

ϕ ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε ϕ ε

…

…

… … … … …

…

l l l l

l l l l

l l l l

. (2) 

При цьому множина ΦG  є мультиплікативною групою. Аналогічно вводимо 

множину ΨG . Позначимо через ∗
ΦG  та ( , )∗ Ψ ΦL  множини матриць (1) і (2) 

над полем ( )F k x[ ]  відповідно. 

Позначимо через ( , )Ψ ΦV  множину нижніх унітрикутних матриць, які 

отримуються із матриці ( , )Ψ ΦV , коли параметри ijk l  незалежно один від 

одного пробігають усі можливі значення із поля F . 
Теорема 2. Виконується рівність ( , ) ( , )Φ ΨΨ Φ = Ψ ΦL G V G . 

Д о в е д е н н я.  Нехай 2n =  і L  – довільна матриця із ( , )Ψ ΦL . 

Оскільки 2
21 22

2 1
, 1

( , )
ϕ  = ϕ ε 

l l , то 2 2
21 22

2 1 1
, , 1

( , )
ϕ ϕ  = ϕ ε ϕ 

l l . Тоді існує таке 

( )s x F x∈ [ ] , що 2 2
22 21

2 1 1
, 1

( , )
s

ϕ ϕ + = ϕ ε ϕ 
l l . Отже, виконується рівність 

 

2

11 12 11 11 12

2 2 2
21 22 21 21 22

2 1 2 1 2 1

1
0 1

( , ) ( , ) ( , )
S

s
s

s

+       ϕ ϕ ϕ= =  +    ϕ ε ϕ ε ϕ ε   123

ll l l l

l l l l l  

 1 ( , )L= ∈ Ψ ΦL . 

На підставі леми 3 з [6] у групі ΦG  існує така матриця 1H , що 1 1H L  – 

нижня унітрикутна матриця. Тоді згідно з лемою 4 з [10] в групі ΦG  існує 

така матриця 2H , що 2 1 2 ( , )H H LS = ∈ Ψ ΦVV , тобто 1 1 1
2 1 2( )L H H S− − −= V . 

Оскільки 2S Ψ∈ G , то ( , ) ( , )Φ ΨΨ Φ ⊆ Ψ ΦL G V G . 
Припустимо, що таке включення є правильним для матриць порядку 
1n − . Оскільки 

 1 , 1
1 1

, , , 1
( , ) ( , )

n n
n n n nn

n n n
−

−

ϕ ϕ  = ϕ ε ϕ ε 
…l l l ,  

то  

 1 , 1
1 1 1

, , , , 1
( , ) ( , )

n n n
n n n nn

n n n
−

−

ϕ ϕ ϕ  = ϕ ε ϕ ε ϕ 
…l l l . 

Тоді існують такі 1 1( ), , ( )ns x s x F x− ∈… [ ] , що 

 1 1 , 1 1
1 1 1 1

, , 1
( , ) ( , )

nn

n n n n
nn n n n n nn

n n n

s s− −
−

′

 
ϕ ϕ ϕ ϕ   ′+ + + = =  ϕ ε ϕ ε ϕ ϕ  

 

…
144444444424444444443

l

l l l l . 

Оскільки  

 1 3 2

1 1 2 2 1

n n n

n n

−

− −

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
… , 

то 

 2

1 1
, , 1n

nn nn
n−

ϕ ϕ   ′ ′= = =   ϕ ϕ   
…l l . 
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Отже, виконується рівність 

 

1

11 1, 1 1 2

1
1 , 1

1 1

1 0 0
0 1 0

0 0 1
0 0 0 1( , ) ( , )

n

n n

n n n
n n n nn

n n n

S

s
s

s

−

−
−

−

⋅ =
ϕ ϕ

ϕ ε ϕ ε

…
… …

… … … … … … … … …
…

… …14444244443

l l l

l l l

 

 
1, 1 111

1

1 , 1
1 1

( , )

( , ) ( , )

n n

n n
n n n

n n n nn

L
−

−
−

′

= = ∈ Ψ Φ
ϕ ϕ

′ϕ ε ϕ ε

L
…

… … … …

…

l ll

l l
l

. 

При цьому nS Ψ∈ G . Оскільки 

 1 2 1,
1 2 1

, , , , 1n n n
n n n n nn

n
−

−

ϕ ϕ ϕ ′ ′ ′ ′ = ϕ ϕ ϕ 
…l l l l , 

то існують такі 1 2 , 1, , , ,n n n n nnh h h h−… , що 

 1 1 2 2
1 2

1n n
n n n n nn nnh h h

ϕ ϕ′ ′ ′+ + + =
ϕ ϕ

l l L l . 

Звідси випливає, що 

 1 2 , 1
1 2 1

, , , , 1n n n
n n n n nn

n
h h h h−

−

ϕ ϕ ϕ  = ϕ ϕ ϕ 
… . 

На підставі властивості 2 з [12] рядок 

 1 , 1
1 1

n n
n n n nn

n
h h h−

−

ϕ ϕ
ϕ ϕ

…  

можна доповнити до оборотної матриці з групи ΦG  вигляду 

 1
1 2 , 1

1 2 1

n n n
n n n n nn

n

H
h h h h−

−

∗
ϕ ϕ ϕ=
ϕ ϕ ϕ

… . 

Оскільки згідно з властивістю 2 із [10] ( , ) ( , )Φ Ψ Φ = Ψ ΦG L L , то 

 

11 1, 1 1

1
1,1 1, 1 1,1 1 2

1 1

1 , 1
1 1

( , )
( , )

1
( , ) ( , )

n n

n
n n n n n

n

n n
n n n

n n n

g g g

g g gH L L

g g

−

−
− − − −

−

−
−

ϕ
= = ∈ Ψ Φ

ϕ ε
ϕ ϕ

ϕ ε ϕ ε

L

…
… … … …

…

…

. 

Домноживши матрицю 2L  зліва на матрицю 

 

1

2

2

1,

1 0
0 0

0 1

0 0 1

n

n

n n

g
g

H
g −

−
−

=
−

…
…

… … … …
…
…

 

із ΦG , отримаємо 
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11 1, 1

2
21 2, 1

2 1

31
1,1 1, 1

1 1

1 , 1
1 1

0

0
( , )

0
( , )

10
( , )

1
( , ) ( , )

n

n

n
n n n

n

n n
n n n

n n n

c c

c c

C
L

gc c

g g

−

−

−
− − −

−

−
−

ϕ
ϕ ε

= = ∈ Ψ Φϕ
ϕ ε

ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε

L

…

…

… … … …

…

…

. 

Оскільки 3det detL C= , то C  – оборотна матриця порядку 1n −  з множи-

ни 1 1 1 1(diag ( , , ), diag ( , , ))n n− −ε ε ϕ ϕL … … . Згідно з припущенням індукції 

знайдуться такі матриці 
1 13 diag ( , , )n

H
−ϕ ϕ∈ G …  та 

1 1diag ( , , )n
S

−ε ε∈ G … , що 

 3 1 1 1 1(diag ( , , ), diag ( , , ))n nH CS − −= ∈ ε ε ϕ ϕVV … … . 

Тоді 

 3 3
4

1 0 0
0 00 0

( , )
1 0 1 1 00 1 1

1

H H CSC S
L

g gS
⋅ ⋅ = = = ∈ Ψ Φ

∗

L

…
O … …

, 

при цьому 3 0
0 1
H

Φ∈ G , 
0

0 1
S

Ψ∈ G . На підставі леми 4 з [10] в групі ΦG  

існує така матриця 4H , що 4 4 ( , )H L ∈ Ψ ΦV . Отже, ( , ) ( , )Φ ΨΨ Φ ⊆ Ψ ΦL G V G . 

Згідно з властивостями 2 та 3 з [10] ( , ) ( , )Φ Ψ Φ = Ψ ΦG L L  та 

( , ) ( , )ΨΨ Φ = Ψ ΦL G L . Оскільки ( , ) ( , )Ψ Φ ⊆ Ψ ΦV L , то ( , )Φ ΨΨ Φ ⊆G V G  

( , )⊆ Ψ ΦL . Отже ( , ) ( , )Φ ΨΨ Φ = Ψ ΦL G V G . 

Лема 1. Якщо у визначальній матриці ( ) 0njk x ≡ , то 

 1 , 2 , 1( ) ( ) ( ) 0,         1, , 1n n j n jk x k x k x j n− −≡ ≡ ≡ ≡ = −… … . 

Д о в е д е н н я.  Згідно з означенням ( ) 0njk x ≡  тоді й лише тоді, ко-

ли ( , ) 1jϕ ε = . Оскільки | jε εl , 1, , 2, 1j j= − −…l , то ( , ) | ( , ) 1jϕ ε ϕ ε =l . Отже, 

( , ) 1ϕ ε =l . Тому 

 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) 1j j− −ϕ ε = = ϕ ε = ϕ ε =… . 

Таким чином, 

 1 , 2 , 1( ) ( ) ( ) 0n n j n jk x k x k x− −≡ ≡ ≡ ≡… . 

Лему доведено. ◊ 

Розглянемо добуток матриць ( , ) ( )T xΨ ΦV , де 
1

( )
n

ijT x t Ψ= ∈ G . По-

значимо 
( , )in in

i
d t

ϕ=
ϕ ε

, 1, , 1i n= −… . 

Лема 2. Нехай ( ) 0ϕ α = . Тоді 

 1 1 2 2 1, , 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n n n n n n nnf d k d k d k t− −α = α α + α α + + α α + α ≡…  

тоді й лише тоді, коли кожен доданок цієї суми дорівнює нулю. 

Д о в е д е н н я.  Достатність очевидна. 

Необхідність. Нехай j  – перший індекс, для якого ( ) 0njk x ≡ , а 

, 1( ) 0n jk x+ ≡/ , 0 1j n≤ ≤ − , де 0 ( ) 0nk x ≡ . Тоді на підставі леми 1 
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 1 , 2 , 1( ) ( ) ( ) 0n n j n jk x k x k x− −≡ ≡ ≡ ≡… . 

Отже, 

 1, , 1 1, , 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0j n n j n n n n nnf d k d k t+ + − −α = α α + + α α + α =… , 

де ( ) 0nik x ≡/ , 1, , 1i j n= + −… . Зауваживши, що 

 0 1( ) ni
ni

h
ni ni ni nihk k k kα = + α + + α… , 

приходимо до висновку, що рівність ( ) 0f α ≡  виконується лише тоді, коли 

 1, 1,( ) ( ) ( ) 0j n n n nnd d t+ −α = = α = α =… . 

Лему доведено. ◊ 

Лема 3. Нехай ( ) 0ϕ α = . Тоді, якщо ( ) 0n

s

ε
α ≠

ε
, то ( ) 0nsk x ≡/ , 1 s n≤ < . 

Д о в е д е н н я.  Припустимо, що ( ) 0nsk x ≡ . Тоді ( , ) 1sϕ ε = . Оскільки 

 
( , ) ( , )

( , )
n n s n n s

s s s s

ε ϕε ϕ ε ε ϕ ε ε
= = ϕ ⋅

ε ϕ ε ϕε ϕε
, 

то | n

s

ε
ϕ

ε
. Звідси випливає, що ( ) 0n

s

ε
α =

ε
, а це суперечить умові леми. ◊ 

Лема 4. Якщо 
1

( )
n

ijT x t Ψ= ∈ G , то 

 1 1 2 2 , 1 1,
1 2 1

( ), 1
( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n n nn

n
x k t k t k t t− −

−

ϕ ϕ ϕ ϕ + + + + = ϕ ε ϕ ε ϕ ε 
… . 

Д о в е д е н н я.  Припустимо, що 

 1 1 2 2 , 1 1,
1 2 1

( ),
( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n n nn

n
x k t k t k t t− −

−

ϕ ϕ ϕ ϕ + + + + = ϕ ε ϕ ε ϕ ε 
…  

 ( ) constx= δ ≠ . 

Нехай F′α ∈  – поле розкладу многочлена ( )xϕ  і ( ) 0δ α = . Тоді ( ) 0ϕ α =  та 

 1 1 2 2
1 2

( )
( , ) ( , )n n n nf k t k tα α

ϕ ϕα = + +
ϕ ε ϕ ε

 

 , 1 1,
1

( ) 0
( , ) n n n n nn

n
k t t− − α

−

ϕ+ + + α ≡
ϕ ε

… . 

Нехай j  – перший індекс, для якого ( ) 0n

j

ε
α =

ε
, а 

1
( ) 0n

j+

ε
α ≠

ε
, 0 j≤ <  

n< , де 0 ( ) 1xε = . Оскільки |n n

j

ε ε
ε εl

, то ( ) 0nε
α =

εl
, 1, , 2, 1j j= − −…l . Із то-

го, що 
1
( ) 0n

j+

ε
α ≠

ε
 випливає, що ( ) 0n

s

ε
α ≠

ε
, 1, 2, , 1s j j n= + + −… . Оскільки 

|
( , )

n

s s

εϕ
ϕ ε ε

, то ( ) 0
( , )s

ϕ α ≠
ϕ ε

, 1, 2, , 1s j j n= + + −… . На підставі леми 3 

, 1 0n jk + ≡/ , а це означає, що , 2 , 10, , 0n j n nk k+ −≡ ≡/ /… . Тоді з леми 2 випливає, 

що 

 1, 2, 1,( ) 0,   ( ) 0,  ,  ( ) 0j n j n n nt t t+ + −α = α = α =… , ( ) 0nnt α = . 
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Оскільки n n s

j s j

ε ε ε
= ⋅

ε ε ε
, то ( ) 0s

j

ε
α =

ε
, 1, , 1j n= −… , 1, , 1s j n= + −… . Оскіль-

ки n n s

s

ε ε ε
= ⋅

ε ε εl l
, то ( ) 0sε

α =
εl

, 1, ,1j= − …l , 1, , 1s j n= + −… .  

Таким чином, матриця ( )T α  має вигляд 

 
( ) ( ) 1

( )
n j j n j

T
− × − ×

∗ ∗ ∗
α = ∗0 0 , 

де i j×0  – нульова ( )i j× -матриця. Зауважимо, що коли 0j = , то матриця 

( )n j j− ×0  є порожньою. Матриця ( )T α  містить нульову підматрицю розміру 

( ) ( 1)n j j− × + . Оскільки 1 1n j j n n− + + = + > , то згідно з лемою 4 із [11] 

det ( ) 0T α = , що суперечить її оборотності. ◊ 

Д о в е д е н н я  теореми 1.  

Достатність. Розглянемо матрицю ( )A x  як матрицю над ( )F k x[ ] . 

Нехай матриця 1( ( , ) ( )) ( ) ( )P x x B x−Ψ Φ Φ =V  є регуляризовною справа над 

( )F k x[ ] , тобто існує така матриця ( ) ( ( ) )nU x GL F k x∈ [ ] , що 

 1
1 1 0( ) ( ) r r

rB x U x Ex B x B x B−
−= + + + +… . 

Згідно з твердженням 1 із [6] всі ліві дільники матриці ( )A x  утворюють 

множину 1( , ) ( ) ( ) ( )nP x x GL F x∗ −Ψ Φ ΦL [ ]( ) . Оскільки ( , ) ( , )∗Ψ Φ ⊆ Ψ ΦLV , то 

( )B x  є лівим дільником матриці ( )A x : ( ) ( ) ( )A x B x C x= . На підставі леми 4 

з [5] матриця ( )B x  є регуляризовною справа над ( )F k x[ ]  тоді й лише тоді, 
коли 

 
, 110 , 1,det ( , , , ) 0

n nB n n n hM f k k x
−−= ≡/… , 

де BM  – відповідна матриця до матричного многочлена ( )B x . Згідно з ле-

мою 5 із [5] коефіцієнти унітального матричного многочлена ( ) ( )B x U x  ма-

ють вигляд ( ) ,
0 0

1
det

k k

k i r k i r i ij
Bi i

B T M T M
M− +

= =

= =∑ ∑ , 0,1, , 1k r= −… , ,i j =  

0,1, ,n= … , де iT  – коефіцієнти матричного многочлена ( )B x , ( ) ,r k i rM − +  – 

відповідні блоки матриці 1
BM− . У нескінченному полі F  знайдуться такі 

елементи 
, 110 , 1,, , ,

n nn n n h nnp p p
−−… , що 10( , , ) 0n nnf p p ≠… . Тоді матриця ( )B x , 

яка отримується із матриці ( ) ( )B x U x  заміною змінних 
, 110 , 1,, , ,

n nn n n hk k x
−−…  

на відповідні елементи 
, 110 , 1,, , ,

n nn n n h nnp p p
−−…  із поля F , і буде шуканим 

унітальним дільником матриці ( )A x . 

Необхідність. Нехай ( ) ( ) ( )A x B x C x= , де ( )B x  – унітальний дільник 
матриці ( )A x  з к. д. ф. ( )xΦ . Згідно з твердженням 1 із [6] всі дільники мат-

риці ( )A x  над F x[ ]  утворюють множину 1( , ) ( ) ( ) ( )nP x x GL F x−Ψ Φ ΦL [ ]( ) . То-

му матрицю ( )B x  можна записати у вигляді  

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )B x L x P x x K x−= Φ( ) , 

де 

 ( ) ( , ),         ( ) ( )nL x K x GL F x∈ Ψ Φ ∈L [ ] . 
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На підставі теореми 2 0( ) ( ) ( ) ( )L x H x x S x= V , де ( )H x Φ∈ G , 0 ( )x ∈V  

( , )∈ Ψ ΦV , ( )S x Ψ∈ G . Тоді 

 1 1
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B x L x P x x K x H x x S x P x x K x− −= Φ = ΦV( ) ( ) . 

Згідно з роботами [1, 10] множина всіх лівих перетворювальних мат-
риць матриці ( )A x  має вигляд A PΨ=P G . Отже, 0( ) ( ) ( )S x P x P x=  – ліва 

перетворювальна матриця матриці ( )A x . Тоді 

 1 1 1 1
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B x H x x P x x K x P x x H x x K x− − − −= Φ = ΦV V( ) . 

Оскільки 1
1( ) ( ) ( ) ( )H x x x H x− Φ = Φ , де 1( ) ( )nH x GL F x∈ [ ] , то 

 1 1 1
0 0 1 0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B x P x x x H x K x x P x x K x− − −= Φ = ΦV V( ) . 

Матриця ( )B x  є унітальною, а тому матриця 1
0 0( ) ( ) ( )x P x x− ΦV( )  регуляри-

зовна справа. Замінивши в матриці 0 ( )xV  коефіцієнти многочленів на від-

повідні параметри ijk l , отримаємо, що матриця 1
0( , ) ( ) ( )P x x−Ψ Φ ΦV( )  є ре-

гуляризовною справа над ( )F k x[ ] . 

Покажемо, що, незалежно від вибору перетворювальної матриці 1( )P x , 

матриця 1
1( ) ( , ) ( ) ( )D x P x x−= Ψ Φ ΦV( )  також регуляризовна справа. Оскільки 

1 0( ) ( ) ( )P x N x P x= , де ( )N x Ψ∈ G , то 

 1 1
1 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )D x P x x N x P x x− −= Ψ Φ Φ = Ψ Φ Φ =V V( ) ( )  

 1
0( ( , ) ( )) ( ) ( )N x P x x−= Ψ Φ ΦV( ) . 

Взявши до уваги лему 3 з [6] та врахувавши лему 4, отримаємо, що існує 

така матриця ( )T x ∗
Φ∈ G , що ( ) ( , ) ( )T x N xΨ ΦV  є нижньою унітрикутною 

матрицею із ( )F k x[ ] . Згідно з лемою 4 із [10] існує така матриця 1( )T x ∗
Φ∈ G , 

що  

 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )T x T x N xΨ Φ = Ψ Φ ∈ Ψ ΦVV V . 

Тоді 

 1
1 0 1( ) ( ) ( )( ( , ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )D x T x T x N x P x T x T x x−= Ψ Φ Φ =V( )  

 1 1 1
1 0 1( ( ) ( ) ( , ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )T x T x N x P x x T x T x− − −= Ψ Φ Φ =V( ) ( )  

 1 1
1 0 2( , ) ( ) ( ) ( )P x x T x− −= Ψ Φ ΦV( ) . 

Перепозначивши в матриці 1( , )Ψ ΦV  параметри ijk l  через ijk′
l  отримаємо, 

що матриця 1
0( , ) ( ) ( )P x x−Ψ Φ ΦV( )  є регуляризовною справа над ( )F k x[ ] . 

 Теорему доведено. ◊ 
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УНИТАЛЬНЫЕ ДЕЛИТЕЛИ С ОДНИМ ИНВАРИАНТНЫМ 
МНОЖИТЕЛЕМ МНОГОЧЛЕННЫХ МАТРИЦ  
 
Для неособенной многочленной матрицы над бесконечным полем указаны необхо-
димые и достаточные условия выделения унитального множителя из матричного 
многочлена с канонической диагональной формой diag (1, ,1, ( ))xϕ… . 

 
UNITAL DIVISORS WITH ONE INVARIANT FACTOR 
OF POLYNOMIAL MATRICES 
 
For nonsingular polynomial matrix over an infinite field the necessary and sufficient 
conditions of secretion of unital factor from matrix polynomial with canonical diagonal 
form diag (1, ,1, ( ))xϕ…  are established. 
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