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ПРО ОДИН ПІДХІД ДО ЗНАХОДЖЕННЯ ЛІНІЙ ГАЛУЖЕННЯ І ТОЧОК 
БІФУРКАЦІЇ РОЗВ’ЯЗКІВ НЕЛІНІЙНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ, ЯДРА 
ЯКИХ АНАЛІТИЧНО ЗАЛЕЖАТЬ ВІД ДВОХ СПЕКТРАЛЬНИХ ПАРАМЕТРІВ  
 

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ³òåðàö³éí³ àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ 
¿õ òî÷îê á³ôóðêàö³¿ íåë³í³éíî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ 
çàäà÷³, ÿêà âèíèêàº ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³ ñèíòåçó ïëîñêèõ àíòåííèõ 
´ðàòîê çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ä³àãðàìîþ íàïðÿìëåíîñò³. Â îñíîâ³ àëãî-
ðèòì³â – ÷èñåëüíà ïðîöåäóðà îá÷èñëåííÿ çâè÷àéíèõ ³ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ 
äåòåðì³íàíòà ìàòðèö³ òà àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ óñ³õ âëàñíèõ çíà÷åíü ó 
çàäàí³é îáëàñò³ çì³íè ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòð³â. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷è-
ñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â. 

 
 1. Âñòóï. Ïðè äîñë³äæåíí³ íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó 

 ( , )A f fλ = , 

äå îïåðàòîð ( , )A fλ  íåë³í³éíî çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà λ  ³ ôóíêö³¿ f , çà-
ñòîñîâóþòü ôîðìàëüíèé ï³äõ³ä, â îñíîâ³ ÿêîãî ëåæèòü ë³íåàðèçàö³ÿ. Çàñòî-
ñóâàííÿ öüîãî ï³äõîäó ïîêàçóº, ùî òî÷êàìè ãàëóæåííÿ ð³âíÿííÿ ìîæóòü 
áóòè ëèøå ò³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ , äëÿ ÿêèõ âëàñíèì çíà÷åííÿì â³äïîâ³ä-
íîãî ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ [3]  

 ( )A f fλ = ν  

äëÿ îïåðàòîðíîçíà÷íî¿ ôóíêö³¿ ( )A λ , : ( )A X H→  ( ( )X H  – ìíîæèíà ë³-
í³éíèõ îïåðàòîð³â, λ ∈   – ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð), ÿêà íåë³í³éíî çàëå-
æèòü â³ä ïàðàìåòðà λ , º îäèíèöÿ ( 1ν = ). ßêùî ë³íåàðèçîâàíå ð³âíÿííÿ ë³-
í³éíî çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà λ , òîáòî Af f= λ , òî éîãî âëàñí³ çíà÷åííÿ 
áóäóòü òî÷êàìè ãàëóæåííÿ âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ. Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó ïî-
ÿâëÿþòüñÿ êðèâ³ âëàñíèõ çíà÷åíü ( )ν λ , ³ òîä³ òî÷êàìè ìîæëèâîãî ãàëóæåí-
íÿ áóäóòü ò³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ  çàäà÷³ 
 ( ) ( )A f fλ = ν λ , 

äëÿ ÿêèõ ( ) 1ν λ = . 
 Çàñòîñóâàííÿ âêàçàíîãî ï³äõîäó äî íåë³í³éíîãî ³íòåãðàëüíîãî îïåðàòî-
ðà, ÿêèé âèíèêàº ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³ ñèíòåçó, çîêðåìà, ïëîñêèõ àí-
òåííèõ ´ðàòîê çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ä³àãðàìîþ íàïðÿìëåíîñò³, ïðèâî-
äèòü äî íåë³í³éíî¿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ 

 ( , ) 0T uλ µ =  (1) 

ç ³íòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì ( , )T λ µ , ÿäðî ÿêîãî àíàë³òè÷íî çàëåæèòü â³ä 

äâîõ ïàðàìåòð³â λ  ³ µ . 
 Ñóòòºâà â³äì³íí³ñòü äâîïàðàìåòðè÷íèõ çàäà÷ â³ä îäíîïàðàìåòðè÷íèõ 
ïîëÿãàº ó òîìó, ùî äâîïàðàìåòðè÷íà çàäà÷à ìîæå âçàãàë³ íå ìàòè ðîçâ’ÿç-
ê³â àáî, íàâïàêè, ìàòè ¿õ ÿê êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó, ÿê³ ó âèïàäêó ä³éñíèõ 
ïàðàìåòð³â º êðèâèìè âëàñíèõ çíà÷åíü [10]. 
 Òàê³ çàäà÷³ º ùå íåäîñòàòíüî äîñë³äæåíèìè, îñê³ëüêè º áàãàòî â³äêðè-
òèõ ïèòàíü, ïîâ’ÿçàíèõ ç ö³ºþ ïðîáëåìîþ, òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê ³ñíóâàííÿ 
ðîçâ’ÿçê³â ³ ¿õ ê³ëüê³ñòü, à òàêîæ ðîçðîáêà ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ òàêèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ àëãåáðà¿÷íèõ, äèôåðåíö³àëüíèõ òà ³í-
òåãðàëüíèõ ð³âíÿíü.  
 Ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ 
ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ, ÿêå âèíèêàº ó ðåçóëüòàò³ âà-
ð³àö³éíî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ñèíòåçó ïëîñêî¿ àíòåííî¿ ´ðàòêè çà çàäàíîþ 
àìïë³òóäíîþ ä³àãðàìîþ íàïðÿìëåíîñò³. 
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2. Àëãîðèòì ïîáóäîâè êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Îñíîâíîþ îá÷èñëþ-
âàëüíîþ ÷àñòèíîþ àëãîðèòìó, ùî ïðîïîíóºòüñÿ, º ðåàë³çàö³ÿ ñïîñîáó, çà-
ïðîïîíîâàíîãî ó [7], äëÿ îá÷èñëåííÿ óñ³õ âëàñíèõ çíà÷åíü íåë³í³éíî¿ ìàò-
ðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ 

 ( , ) 0n nuλ µ =T , (2) 

ÿê³ íàëåæàòü äåÿê³é çàäàí³é îáëàñò³ çì³íè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ  ïðè 

çàäàíîìó çíà÷åíí³ ïàðàìåòðà µ . Ó çàäà÷³ (2) n
nu ∈  , à ( , )n λ µT  – ä³éñíà 

( )n n× -ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî¿ íåë³í³éíî çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â λ  ³ µ . 
Äëÿ òîãî ùîá äåòàë³çóâàòè, ÿê ñàìå ñïîñ³á [7] çàñòîñîâóºòüñÿ äî çàäà÷³, ùî 
ðîçãëÿäàºòüñÿ ó ö³é ðîáîò³, íàâåäåìî ïîòð³áí³ ðåçóëüòàòè ç [7]. 
 Îòæå, çàì³íèìî ó çàäà÷³ (2), íàïðèêëàä, ïàðàìåòð µ  âèðàçîì µ = αλ +  

+ β  ³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè â³äïîâ³äíó îäíîïàðàìåòðè÷íó çàäà÷ó 

 ( ) ( , , ) 0n n n nu uλ ≡ λ α β =T T  (3) 

ïðè çàäàíîìó ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ âåëè÷èí α  òà β . Òîä³, î÷åâèäíî, âëàñí³ 
çíà÷åííÿ çàäà÷³ (2) – öå íóë³ ôóíêö³¿ 
 ( ) det ( ) 0nf λ ≡ λ =T , 

äå ( )n λT  º ä³éñíîþ ( )n n× -ìàòðèöåþ, åëåìåíòè ÿêî¿ íåë³í³éíî çàëåæàòü â³ä 

ïàðàìåòðà λ . 
 Ïîòð³áíî âèçíà÷èòè, ñê³ëüêè íóë³â ôóíêö³¿ ( )f λ , à îòæå, âëàñíèõ çíà-
÷åíü çàäà÷³, çíàõîäèòüñÿ ó äåÿêîìó çàäàíîìó ³íòåðâàë³ çì³íè ïàðàìåòðà 

,
k kc dλ ∈ λ λ ⊂[ ]   òà îá÷èñëèòè êîæíå ç íèõ. 

Â îñíîâ³ àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ ê³ëüêîñò³ íóë³â ³ ¿õí³õ íàáëèæåíü, ÿê³ 
çíàõîäÿòüñÿ ó äåÿê³é îáëàñò³ G , º òâåðäæåííÿ, ùî âèïëèâàº ç ïðèíöèïó 
àðãóìåíòó àíàë³òè÷íî¿ ôóíêö³¿ (äèâ., íàïðèêëàä, [2, ñ. 140]). 
 Òâåðäæåííÿ. Íåõàé àíàë³òè÷íà ôóíêö³ÿ ( )f λ  ìàº â G , âðàõîâóþ÷è 

êðàòí³ñòü, m  íóë³â 1 2, , , mλ λ λ  ³ íå ìàº íóë³â íà ãðàíèö³ Γ  îáëàñò³ G . 

Òîä³ ÷èñëî m  âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç ïðèíöèïîì àðãóìåíòó  

 0
( )1

2 ( )
f

m s d
i f

Γ

′ λ
= = λ

π λ∫  (4) 

òà ñïðàâäæóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
1

( ) ,                    1, ,
m

k
j k

j

s k m
=

λ = =∑  , (5) 

äå 

 
( )1 ,          0,1,

2 ( )
k

k
f

s d k
i f

Γ

′ λ= λ λ =
π λ∫  . (6) 

 Òàêèì ÷èíîì, çíàþ÷è ,  1,2, ,ks k m=  , ìîæíà ç ñèñòåìè (5) çíàéòè íó-

ë³ ôóíêö³¿ ( )f λ , ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ â îáëàñò³ G . 

 Âêëàâøè ³íòåðâàë ,
t tc dλ λ[ ]  â îáëàñòü G , íàïðèêëàä, êðóã ç öåíòðîì ó 

òî÷ö³ 0 ( ) 2
t t tc dr = λ + λ /  òà ðàä³óñîì ( ) 2

t tt d cρ = λ − λ / , ³ çàñòîñóâàâøè íàâå-

äåíå òâåðäæåííÿ äî àíàë³òè÷íî¿ ôóíêö³¿ ( ) det ( )nf λ = λT , ìîæíà çíàéòè óñ³ 

âëàñí³ çíà÷åííÿ çàäà÷³ (3), ÿê³ íàëåæàòü çàäàí³é îáëàñò³ G , òîáòî ³íòåðâà-
ëó ,

t tc dλ λ[ ] . ²íòåãðàëè ó ôîðìóëàõ (4) ³ (6) çàì³íÿºìî ÿêîþñü íàáëèæåíîþ 

êâàäðàòóðíîþ ôîðìóëîþ, íàïðèêëàä, ïðÿìîêóòíèê³â â N  òî÷êàõ íà Γ , à 
îñê³ëüêè Γ  – öå êîëî, òî äëÿ îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí ,  0,1,2,ks k =  , îòðèìóº-

ìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
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1

( )21 ( ) exp
( )

N
jk

k j t
jj

fj
s i

N N f=

′ λπ = λ ρ   λ ∑ , (7) 

äå 0
2

exp
tj t

j
r i

N
π λ = + ρ  

 
. Ñàìó æ ñèñòåìó (5) ðîçâ’ÿçóºìî çà äîïîìîãîþ ìå-

òîäó Íüþòîíà, âèáèðàþ÷è ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ íà ãðàíèö³ Γ  îáëàñò³ G :  

 (0)
0 0

0

2
exp ,            1, 2, ,

tj t
j

r i j s
s
π λ = + ρ = 

 
 . (8) 

Çíàéäåí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ ìîæíà óòî÷íèòè, âèêîðèñòàâøè ¿õ ÿê ïî÷àò-
êîâ³ íàáëèæåííÿ äëÿ ìåòîäó Íüþòîíà 

 1

( )
,             0, 1, 2,

( )

f

f+
λ

λ = λ − =′ λ


 


 , (9) 

÷è äëÿ îäíîãî ç äâîñòîðîíí³õ àíàëîã³â ìåòîäó Íüþòîíà [7], íàïðèêëàä,  

 2 2
2 1 2 2

2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

f f

f f f
+

′λ λ
λ = λ −

′ ′′λ − λ λ
 

 
  

, 

 2 1
2 2 2 1

2 1

( )
,              0, 1, 2,

( )

f

f
+

+ +
+

λ
λ = λ − =′ λ


 


 . (10) 

Ùîá ñêîðèñòàòèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (7), (8), (9) àáî (10), ïîòð³áíî óì³òè 
îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( )f λ  ³ ¿¿ ïîõ³äíèõ ëèøå ïðè ô³êñîâàíèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðà λ . Öå ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ LU-ðîçêëàäó ìàòðèö³ 
( )n λT , òîáòî ðîçêëàäó 

 ( ) ( ) ( )n λ = λ λT L U , (11) 

äå ( )λL  – íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíè÷íèìè ä³àãîíàëüíèìè åëåìåíòà-
ìè, à ( )λU  – âåðõíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Òîä³ 

 
1

( ) det ( )det ( ) ( )
n

ii
i

f u
=

λ = λ λ = λ∏L U . 

Îñê³ëüêè åëåìåíòè êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ ( )n λT  (à, îòæå, é ( )λU ) º äèôå-

ðåíöiéîâíèìè ôóíêö³ÿìè çà λ , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ λ  îòðèìóºìî, ùî 

 
1 1,

( ) ( ) ( )
nn

kk ii
k i i k

f v u
= = ≠

′ λ = λ λ∑ ∏ , 

 
1 1, 1 1, 1, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n n n

kk ii kk jj ii
k i i k k j j k i i k i j

f w u v v u
= = ≠ = = ≠ = ≠ ≠

 ′′ λ = λ λ + λ λ λ 
 ∑ ∏ ∑ ∑ ∏ , 

äå ( ) ( )ii iiv u′λ = λ , ( ) ( )ii iiw v′λ = λ  º ä³àãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè ìàòðèöü ( )λV  

òà ( )λW  ó ðîçêëàäàõ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ = λ λ + λ λB M U L V , 

 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )λ = λ λ + λ λ + λ λC N U M V L W , 

äå ( ) ( )n
′λ = λB T , ( ) ( )′λ = λC B , à ( ) ( )′λ = λM L , ( ) ( )′λ = λN M . 

 Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ( )f λ , ( )f ′ λ  ³ ( )f ′′ λ  íåîáõ³äíî 

ïðè ô³êñîâàíîìó λ = λ  îá÷èñëèòè 

 n =T LU , 

 = +B MU LV , 

 2= + +C NU MV LW , (12) 
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çâ³äêè 

 
11 1,

( ) ,                 ( )
n nn

ii kk ii
ki i i k

f u f v u
== = ≠

′λ = λ = ∑∏ ∏  , 

 
1 1 1,1, 1, ,

( )
n nn n n

kk ii kk jj ii
k k j j ki i k i i k i j

f w u v v u
= = = ≠= ≠ = ≠ ≠

 ′′ λ = +  
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ . (13) 

 Åëåìåíòè ìàòðèöü ç ðîçêëàäó (12) áåçïîñåðåäíüî ìîæóòü áóòè îá÷èñ-
ëåí³ çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë, íàâåäåíèõ ó [7]. 
 Îòæå, íåõàé â³äîìå íàáëèæåííÿ λ  äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Òîä³ ïîïðàâ-

êà 
( )

( )

f

f

λ
∆λ = ′ λ





 äëÿ ïîáóäîâè ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü çà ìåòîäîì Íüþòîíà 

(9) ìàòèìå âèãëÿä 

 

1

1 ,                     0, 1,
n

kk

kkk

v
u

=

∆λ = =

∑
  , (14) 

à äâîñòîðîíí³é àíàëîã ìåòîäó Íüþòîíà (10) íàáóäå âèãëÿäó 

 1
2 1 2 2

1

n
kk

kkk
n

kk kk

kk kkk

v
u

v w
u u

=
+

=

λ = λ −
  −  
  

∑

∑
  , 

 2 2 2 1

1

1 ,           0, 1, 2,
n

kk

kkk

v
u

+ +

=

λ = λ − =

∑
   , (15) 

äå , ,kk kk kku v w  – åëåìåíòè ìàòðèöü U, V  òà W  ó ðîçêëàäàõ (12) ïðè ô³ê-

ñîâàíîìó 2λ = λ  , à ,kk kku v  – åëåìåíòè ìàòðèöü ,U V  ó ðîçêëàäàõ (12) 

ïðè ô³êñîâàíîìó 2 1+λ = λ  . 
 Îñê³ëüêè ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (7) çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ³ ¿¿ ïîõ³äíî¿ îá÷èñ-
ëþºòüñÿ ëèøå íà ãðàíèö³ îáëàñò³ G , òîáòî ó çàäàíèõ òî÷êàõ , 1, ,j j Nλ =  , 

òî äëÿ ¿õ îá÷èñëåííÿ âèêîðèñòîâóºìî öåé ñàìèé àëãîðèòì (12), (13). Òîáòî 
äëÿ îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí ,  0, 1, 2,ks k =  , îòðèìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
1 1

21 ( ) exp
N n

k rr
k j t

rrj r

vj
s i

N N u= =

π   = λ ρ   
   ∑ ∑ , (16) 

äå ,kk kku v  – åëåìåíòè ìàòðèöü U, V  ó ðîçêëàäàõ (12) ïðè ô³êñîâàíîìó 

jλ = λ . 

 Îòæå, àëãîðèòì ïîáóäîâè êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü äâîïàðàìåòðè÷íî¿ 
ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ ñêëàäàºòüñÿ ç òàêèõ êðîê³â. 
 Àëãîðèòì 1. Ïîáóäîâà êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. 

Ê ð î ê  1. Âèçíà÷àºìî ³íòåðâàë ,c dΛ = λ λ[ ] , ó ÿêîìó áóäåìî øóêàòè 
âëàñí³ çíà÷åííÿ çàäà÷³ (2). Öå ìîæå áóòè îäèí ³íòåðâàë àáî ïîñë³äîâí³ñòü 
³íòåðâàë³â ,

t tt c dΛ = λ λ[ ]  òàêèõ, ùî tΛ = Λ . Äëÿ öüîãî âêëàäàºìî ³íòåðâàë 

tΛ  ó êðóã (îáëàñòü G ), çàäàþ÷è öåíòð êðóãà 0 ( ) 2
t t tc dr = λ + λ /  òà ðàä³óñ 

( ) 2
t tt d cρ = λ − λ / , à òàêîæ ê³ëüê³ñòü òî÷îê ðîçáèòòÿ N  ãðàíèö³ Γ  îáëàñò³ 

G , òîáòî êîëà. 
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Ê ð î ê  2. Âèçíà÷àºìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà k kµ = α λ + β , íàäàþ÷è ÷åð-

ãîâå çíà÷åííÿ âåëè÷èíàì kα  òà kβ . 

Ê ð î ê  3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä (12) äëÿ êîìïëåêñíèõ λ , âèçíà÷àº-
ìî ê³ëüê³ñòü âëàñíèõ çíà÷åíü, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó âèáðàí³é îáëàñò³ G , çà 
ôîðìóëîþ 

 0
1 1

21 exp
N n

rr
t

rrj r

vj
m s i

N N u= =

π = = ρ  
 ∑ ∑ , 

à ¿õí³ íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ çíàõîäèìî ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó ð³âíÿíü (5), ïî-
ïåðåäíüî îá÷èñëèâøè ïðàâ³ ÷àñòèíè ñèñòåìè çà ôîðìóëîþ (16). 

Ê ð î ê  4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä (12) äëÿ ä³éñíèõ λ , óòî÷íþºìî óñ³ 
âëàñí³ çíà÷åííÿ, ÿê³ ïîòðàïëÿþòü ó âèáðàíó îáëàñòü G , çà äîïîìîãîþ ìå-
òîäó Íüþòîíà 

 1

1

1
n

rr

rrr

v
u

+

=

λ = λ −

∑
   

àáî äâîñòîðîííüîãî àíàëîãó ìåòîäó Íüþòîíà (15). Çà ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ 
âèáèðàºìî íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ, îòðèìàí³ íà êðîö³ 3.  

Ê ð î ê  5. Ïåðåõîäèìî äî êðîêó 2. 
Ê ð î ê  6. ßêùî ïîòð³áíî, òî êîðèãóºìî îáëàñòü G  øëÿõîì çì³íè ¿¿ 

öåíòðó ³/àáî ðàä³óñà òà ïåðåõîäèìî äî êðîêó 2, ³íàêøå – êðîê 7. 
Ê ð î ê  7. Ê³íåöü. 

 Çàñòîñóâàííÿ ìîäèô³êàö³¿ àëãîðèòìó 1 äî ë³í³éíèõ äâîïàðàìåòðè÷íèõ 
çàäà÷ ðîçãëÿäàëîñÿ ó ðîáîò³ [9]. 
 Îñê³ëüêè âëàñí³ êðèâ³ çàäà÷³ (2) º àëãåáðà¿÷íèìè ôóíêö³ÿìè, òî âîíè 
ìîæóòü ìàòè àëãåáðà¿÷í³ îñîáëèâîñò³. Çîêðåìà, ÿêùî äâ³ âëàñí³ êðèâ³ ( )iµ λ , 

( )jµ λ , i j≠ , ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷ö³ ( , ) ( ) ( )b b b b
i jλ µ ≡ µ λ = µ λ , òî òàêó òî÷êó 

( , )b bλ µ  íàçèâàþòü òî÷êîþ á³ôóðêàö³¿ êðèâèõ ( )iµ λ , ( )jµ λ . ¯õ ìîæíà îòðè-

ìàòè (ìîæëèâî, ¿õí³ ãðóá³ îö³íêè) ÿê ðåçóëüòàò ðîáîòè àëãîðèòìó 1 çíà-
õîäæåííÿ óñ³õ êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿê³ ïîòðàïëÿþòü â ³íòåðâàë çì³íè 
ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòð³â àáî áåçïîñåðåäíüî ¿õ çíàéòè (óòî÷íèòè) çà 
äîïîìîãîþ àëãîðèòìó, ÿêèé ïðîïîíóºòüñÿ äàë³. 

3. Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ òî÷îê á³ôóðêàö³¿ êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. 
Â îñíîâ³ àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ òî÷îê á³ôóðêàö³¿ êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü 
çàäà÷³ (2) ëåæèòü êðèòåð³é äîñòàòíîñò³ ³ñíóâàííÿ òàêèõ òî÷îê, ÿêèé â³äîìèé 
äàâíî (äèâ., íàïðèêëàä, [4]) ³ ïîëÿãàº ó íàñòóïíîìó:  

òî÷êà ( , )b bλ µ  º òî÷êîþ á³ôóðêàö³¿ ð³âíÿííÿ 

 ( , ) det ( , ) 0nf λ µ ≡ λ µ =T , (17) 

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 
( , )

0
b

f

λ =λ

∂ λ µ =
∂λ

, 
( , )

0
b

f

µ=µ

∂ λ µ
=

∂µ
, ïðè÷îìó 

( , ) 0b bf λ µ = , òîáòî òî÷êè á³ôóðêàö³¿ – öå ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè äâîõ íåë³í³é-
íèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( , ) det ( , ) 0,nf λ λ
′λ µ ≡ λ µ =′T[ ] [ ]  

 ( , ) det ( , ) 0nf µ µ
′λ µ ≡ λ µ =′T[ ] [ ] , (18) 

ùî çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ (17). Àëå òàêèé êðèòåð³é ð³äêî âèêîðèñòîâóâàâ-
ñÿ, îñê³ëüêè âèìàãàº îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíèõ â³ä äåòåðì³íàíòà ìàòðèö³. 
 Óçàãàëüíèâøè çàïðîïîíîâàíèé ó [7] àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíèõ â³ä 
äåòåðì³íàíòà ìàòðèö³, öåé êðèòåð³é ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòàòè äëÿ îá-
÷èñëåííÿ òî÷îê á³ôóðêàö³¿ ð³âíÿííÿ (17). 
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 Ó ö³é ðîáîò³ ïîä³áíî, ÿê ó ðîáîò³ [8], ïðîïîíóºìî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ, 
ÿêèé äîçâîëÿº äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçâ’ÿçêó ( , )λ µ  ñèñòåìè (18) çàñòîñóâàòè ìå-
òîä Íüþòîíà, íå ðîçêðèâàþ÷è äåòåðì³íàíò³â ó (18). Öå îçíà÷àº, ùî ë³âà ÷àñ-
òèíà ñèñòåìè (18) ó ÿâíîìó âèãëÿä³ íå çàäàºòüñÿ, à ïðîïîíóºòüñÿ àëãîðèòì 
çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêö³é ( , )f λ

′λ µ[ ]  òà ( , )f µ
′λ µ[ ] , à òàêîæ åëåìåíò³â 

ìàòðèö³ äðóãèõ ïîõ³äíèõ ñèñòåìè (18) ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåò-
ð³â λ  ³ µ . 

 Îòæå, ìàþ÷è äåÿêå íàáëèæåííÿ ( , )m mλ µ  äî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (18), 

³òåðàö³éíèé ïðîöåñ ìåòîäó Íüþòîíà çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1m m m+λ = λ + ∆λ , 

 1m m m+µ = µ + ∆µ , (19) 

äå â³äõèëåííÿ k∆λ  òà k∆µ  º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè äâîõ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü 

 ( , ) ( , ) ( , )m m m m m m m mf f fλλ λµ λ
′′ ′′ ′λ µ ∆λ + λ µ ∆µ = − λ µ[ ] [ ] [ ] , 

 ( , ) ( , ) ( , )m m m m m m m mf f fµλ µµ µ
′′ ′′ ′λ µ ∆λ + λ µ ∆µ = − λ µ[ ] [ ] [ ] . (20) 

Íàäàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî äåòåðì³íàíò ìàòðèö³ äðóãèõ ïîõ³äíèõ ñèñòåìè 
(20), åëåìåíòè ÿêî¿ îá÷èñëþþòüñÿ ó òî÷ö³ ( , )m mλ µ , º â³äì³ííèì â³ä íóëÿ. 

Òàêèì ÷èíîì, íà êîæíîìó êðîö³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó ïîòð³áíî îá÷èñ-
ëþâàòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( , ) det ( , )nf λ µ = λ µT  ³ ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ (ïåð-

øî¿ òà äðóãî¿) ëèøå ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â λ  ³ µ . Öå 
ìîæíà çðîáèòè çíîâó æ òàêè, ÿê ³ äëÿ ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿, çà äîïîìîãîþ 
LU -ðîçêëàäó ìàòðèö³ ( , ) ( , )nλ µ ≡ λ µD T , òîáòî ðîçêëàäó 

 ( , ) ( , ) ( , )λ µ = λ µ λ µD L U , 

äå ( , )λ µL  – íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíè÷íèìè ä³àãîíàëüíèìè åëåìåí-

òàìè, à ( , )λ µU  – âåðõíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Òîä³ 

 
1

( , ) det ( , )det ( , ) ( , )
n

ii
i

f u
=

λ µ = λ µ λ µ = λ µ∏L U . (21) 

Îñê³ëüêè åëåìåíòè ìàòðèö³ ( , )λ µD  (à, îòæå, é ( , )λ µU ) º äèôåðåíöiéîâ-

íèìè ôóíêö³ÿìè çà λ  òà µ , òî ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ (21) 
íàáóäóòü âèãëÿäó 

 1

1 1,

( , ) ( , ) ( , )
nn

kk ii
k i i k

f v uλ
= = ≠

′ λ µ = λ µ λ µ∑ ∏ , 

 2

1 1,

( , ) ( , ) ( , )
nn

kk ii
k i i k

f v uµ
= = ≠

′ λ µ = λ µ λ µ∑ ∏ , 

 1,1

1 1,

( , ) ( , ) ( , )
nn

kk ii
k i i k

f w uλλ
= = ≠

′′ λ µ = λ µ λ µ +∑ ∏  

 1 1

1 1, 1, ,

( , ) ( , ) ( , )
nn n

kk jj ii
k j j k i i k i j

v v u
= = ≠ = ≠ ≠

 + λ µ λ µ λ µ 
 ∑ ∑ ∏ , 

 2,2

1 1,

( , ) ( , ) ( , )
nn

kk ii
k i i k

f w uµµ
= = ≠

′′ λ µ = λ µ λ µ +∑ ∏  

 2 2

1 1, 1, ,

( , ) ( , ) ( , )
nn n

kk jj ii
k j j k i i k i j

v v u
= = ≠ = ≠ ≠

 + λ µ λ µ λ µ 
 ∑ ∑ ∏ , 
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 1,2

1 1,

( , ) ( , ) ( , )
nn

kk ii
k i i k

f w uλµ
= = ≠

′′ λ µ = λ µ λ µ +∑ ∏  

 1 2

1 1, 1, ,

( , ) ( , ) ( , )
nn n

kk jj ii
k j j k i i k i j

v v u
= = ≠ = ≠ ≠

 + λ µ λ µ λ µ 
 ∑ ∑ ∏ , 

 2,1

1 1,

( , ) ( , ) ( , )
nn

kk ii
k i i k

f w uµλ
= = ≠

′′ λ µ = λ µ λ µ +∑ ∏  

 2 1

1 1, 1, ,

( , ) ( , ) ( , )
nn n

kk jj ii
k j j k i i k i j

v v u
= = ≠ = ≠ ≠

 + λ µ λ µ λ µ 
 ∑ ∑ ∏ , 

äå 

 1 ( , ) ( , )ii iiv u λ
′λ µ = λ µ[ ] , 2 ( , ) ( , )ii iiv u µ

′λ µ = λ µ[ ] , 1,1 1( , ) ( , )ii iiw v λ
′λ µ = λ µ[ ] , 

 2,2 2( , ) ( , )ii iiw v µ
′λ µ = λ µ[ ] , 1,2 1( , ) ( , )ii iiw v µ

′λ µ = λ µ[ ] , 2,1 2( , ) ( , )ii iiw v λ
′λ µ = λ µ[ ]   

– ä³àãîíàëüí³ åëåìåíòè ìàòðèöü 1( , )λ µV , 2 ( , )λ µV , 1,1( , )λ µW , 2,2( , )λ µW , 
1,2( , )λ µW  òà 2,1( , )λ µW  ó ðîçêëàäàõ 

 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )λ
′λ µ ≡ λ µ = λ µ λ µ + λ µ λ µD B M U L V[ ] , 

 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )µ
′λ µ ≡ λ µ = λ µ λ µ + λ µ λ µD B M U L V[ ] , 

 1,1( , ) ( , )λλ
′′λ µ ≡ λ µ =D C[ ]  

 1,1 1 1 1,1( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= λ µ λ µ + λ µ λ µ + λ µ λ µN U M V L W , 

 2,2( , ) ( , )µµ
′′λ µ ≡ λ µ =D C[ ]  

 2,2 2 2 2,2( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= λ µ λ µ + λ µ λ µ + λ µ λ µN U M V L W , 

 1,2 1,2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )λµ
′′λ µ ≡ λ µ = λ µ λ µ + λ µ λ µ +D C N U M V[ ]  

 2 1 1,2( , ) ( , ) ( , ) ( , )+ λ µ λ µ + λ µ λ µM V L W , 

 2,1 2,1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )µλ
′′λ µ ≡ λ µ = λ µ λ µ + λ µ λ µ +D C N U M V[ ]  

 1 2 2,1( , ) ( , ) ( , ) ( , )+ λ µ λ µ + λ µ λ µM V L W , 

à 
1( , ) ( , ) λ

′λ µ = λ µM L[ ] , 2 ( , ) ( , ) µ
′λ µ = λ µM L[ ] , 1,1 1( , ) ( , ) λ

′λ µ = λ µN M[ ] ,  

2,2 2( , ) ( , ) µ
′λ µ = λ µN M[ ] , 1,2 1( , ) ( , ) µ

′λ µ = λ µN M[ ] , 2,1 2( , ) ( , ) λ
′λ µ = λ µN M[ ] .  

 Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ( , ), ( , ), ( , )m m m m m mf f fλ µ λλ
′ ′ ′′λ µ λ µ λ µ , 

( , )m mfµµ
′′ λ µ , ( , )m mfλµ

′′ λ µ  òà ( , )m mfµλ
′′ λ µ  íåîáõ³äíî ïðè ô³êñîâàíèõ mλ = λ  ³ 

mµ = µ  îá÷èñëèòè 

 =D LU , 

 1 1 1= +B M U LV , 

 2 2 2= +B M U LV , 

 1,1 1,1 1 1 1,12= + +C N U M V LW , 

 2,2 2,2 2 2 2,22= + +C N U M V LW , 

 1,2 1,2 1 2 2 1 1,2= + + +C N U M V M V LW , 

 2,1 2,1 2 1 1 2 2,1= + + +C N U M V M V LW , (22) 
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çâ³äêè 

 1 2

1 1, 1 1,

( , ) ,          ( , )
n n n n

m m kk ii m m kk ii
k i i k k i i k

f v u f v uλ µ
= = ≠ = = ≠

′ ′λ µ = λ µ =∑ ∏ ∑ ∏ , 

 1,1 1 1

1 1 1,1, 1, ,

( , )
n nn n n

m m kk ii kk jj ii
k k j j ki i k i i k i j

f w u v v uλλ
= = = ≠= ≠ = ≠ ≠

 ′′ λ µ = +  
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ , 

 2,2 2 2

1 1 1,1, 1, ,

( , )
n nn n n

m m kk ii kk jj ii
k k j j ki i k i i k i j

f w u v v uµµ
= = = ≠= ≠ = ≠ ≠

 ′′ λ µ = +  
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ , 

 1,2 1 2

1 1 1,1, 1, ,

( , )
n nn n n

m m kk ii kk jj ii
k k j j ki i k i i k i j

f w u v v uλµ
= = = ≠= ≠ = ≠ ≠

 ′′ λ µ = +  
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ , 

 2,1 2 1

1 1 1,1, 1, ,

( , )
n nn n n

m m kk ii kk jj ii
k k j j ki i k i i k i j

f w u v v uµλ
= = = ≠= ≠ = ≠ ≠

 ′′ λ µ = +  
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ . (23) 

 Åëåìåíòè ìàòðèöü ç ðîçêëàäó (22) áåçïîñåðåäíüî ìîæóòü áóòè îá÷èñ-
ëåí³ çà äîïîìîãîþ â³äïîâ³äíèì ÷èíîì ìîäèô³êîâàíèõ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë, 
íàâåäåíèõ ó [7]. 
 Îòæå, àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ òî÷îê á³ôóðêàö³¿ êðèâèõ âëàñíèõ çíà-
÷åíü äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ ñêëàäàºòüñÿ ç òàêèõ êðîê³â. 

 Àëãîðèòì 2. Îá÷èñëåííÿ òî÷îê á³ôóðêàö³¿. 
Ê ð î ê  1. Çàäàºìî òî÷í³ñòü îá÷èñëåíü: çà ïàðàìåòðàìè – pε  òà çà 

ôóíêö³ºþ ( , )f λ µ  – fε . 

Ê ð î ê  2. Çàäàºìî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ òî÷êè á³ôóðêàö³¿ 0 0( , )λ µ . 

Ê ð î ê  3. for 0,1,2m =  , äî äîñÿãíåííÿ òî÷íîñò³ do 

Ê ð î ê  4. Îá÷èñëþºìî ìàòðèö³ 1 2 1,1 2,2 1,2 2,1, , , , , ,D B B C C C C . 

Ê ð î ê  5. Îá÷èñëþºìî ( , ),  ( , ),  ( , )m m m m m mf f fλ µ λλ
′ ′ ′′λ µ λ µ λ µ , ( , )m mfµµ

′′ λ µ , 

( , )m mfλµ
′′ λ µ , ( , )m mfµλ

′′ λ µ  çà äîïîìîãîþ (22), (23). 

Ê ð î ê  6. Çà îá÷èñëåíèìè êîåô³ö³ºíòàìè áóäóºìî ìàòðèöþ ñèñòåìè 
(20) ³ ðîçâ’ÿçóºìî ¿¿ â³äíîñíî m∆λ , m∆µ . 

Ê ð î ê  7. Îá÷èñëþºìî íàñòóïíå íàáëèæåííÿ äî λ  ³ µ  çà ôîðìóëîþ 
(19). 

Ê ð î ê  8. end for m . 
Ê ð î ê  9. if ( , )m m ff λ µ ≤ ε  then go to  ê ð î ê  11. 

Ê ð î ê  10. else Çàäàºìî ³íøå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ òî÷êè á³ôóðêàö³¿ 

0 0( , )λ µ  ³ go to  ê ð î ê  3. 

Ê ð î ê  11.  Ê³íåöü. 
4. Âàð³àö³éíà ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ñèíòåçó ïëîñêî¿ àíòåííî¿ ´ðàòêè. 

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíó àíòåííó ´ðàòêó ç 1 2 1 2(2 1)(2 1)N N N M M= × = + +  
åëåìåíò³â, ïëîùèíà ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç ïëîùèíîþ XOY äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò ³ ãåîìåòðè÷íèì öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òîä³ ôóíêö³ÿ, ÿêà 
îïèñóº ä³àãðàìó íàïðÿìëåíîñò³ (ÄÍ) ´ðàòêè (ìíîæíèê ïëîñêî¿ ´ðàòêè), ìàº 
âèãëÿä (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 105]).  

 
1 2

1 1 2 2

1 2

( )
1 2( , )

M M
i c n c m

nm
n M m M

f I e ξ + ξ

=− =−

ξ ξ = ∑ ∑ , (24) 

äå nmI  – êîìïëåêñí³ ñòðóìè íà âèïðîì³íþâà÷àõ; 1 1sin cos sinξ = ϑ ϕ α/ , 2ξ =  

2sin sin sin= ϑ ϕ α/  – óçàãàëüíåí³ êîîðäèíàòè; ,ϑ ϕ  – êóòîâ³ êîîðäèíàòè 
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ñôåðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( , , )R ϑ ϕ , öåíòð ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç öåíòðîì äå-

êàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò XOY ; 1 1 1 2 2 2sin ,  sinc kd c kd= α = α  – îñíîâí³ 

ïàðàìåòðè ´ðàòêè; 2k = π λ/  – õâèëüîâå ÷èñëî; 1 2,d d  – â³ääàë³ ì³æ ñóñ³äí³-

ìè åëåìåíòàìè ïî îñÿõ OX  òà OY  â³äïîâ³äíî; 1 2,α α  – êóòè, ÿê³ âèçíà÷à-

þòü îáëàñòü 1 2: 1, 1Ω ξ ≤ ξ ≤{ } , ó ÿê³é çàäàíà íåîáõ³äíà àìïë³òóäíà ÄÍ 

1 2( , )F ξ ξ . Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêö³ÿ 1 2( , )f ξ ξ  º ïåð³îäè÷íîþ ç ïåð³îäîì 12 cπ/  

çà çì³ííîþ 1ξ  ³ ç ïåð³îäîì 22 cπ/  çà çì³ííîþ 2ξ . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 2R  îá-

ëàñòü, ÿêà â³äïîâ³äàº îäíîìó ïåð³îäó 2 1 1 2 2: ,R c cξ ≤ π ξ ≤ π/ /{ }  ³ ââàæàòè-

ìåìî, ùî íåîáõ³äíà àìïë³òóäíà ä³àãðàìà íàïðÿìëåíîñò³ 1 2( , )F ξ ξ  çàäàíà ó 

äåÿê³é îáëàñò³ 2RΩ ⊂  ³ îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ, ÿêà º íåïåðåðâíîþ òà íå-

â³ä’ºìíîþ â îáëàñò³ Ω  ³ òîòîæíî äîð³âíþº íóëåâ³ çà ¿¿ ìåæàìè.  
 Çàäà÷à ñèíòåçó ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïîòð³áíî çíàéòè òàê³ ñòðóìè nmI  íà 

âèïðîì³íþâà÷àõ, ùîá ñòâîðþâàíà íèìè ä³àãðàìà íàïðÿìëåíîñò³ íàéêðàùèì 
÷èíîì íàáëèæàëàñÿ çà ìîäóëåì äî çàäàíî¿ 1 2( , )F ξ ξ . Ç ö³ºþ ìåòîþ ðîçãëÿ-
íåìî âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³, òîáòî çàäà÷ó ñèíòåçó ñôîðìóëþºìî ÿê 
çàäà÷ó ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³îíàëà 
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

\

( ) ( , ) ( , ) ( , )
R

I F f d d f d d
Ω Ω

σ = ξ ξ − ξ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ξ∫∫ ∫∫[ ] . (25) 

 Ç íåîáõ³äíî¿ óìîâè ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà ( )Iσ  îòðèìóºìî íåë³í³éíó 
ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ îïòèìàëüíèõ ñòðóì³â 

 1 1 2 2( )1 2
1 22

( , )
(2 )

i c n c m
nm

c c
I F e− ξ + ξ

Ω

= ξ ξ ×
π ∫∫  

 
1 2

1 1 2 2

1 2

( )
1 2exp arg

M M
i c n c m

nm
n M m M

i I e d dξ + ξ

=− =−

  × ξ ξ 
  

∑ ∑ , 

 1 1 2 2, , ,       , ,n M M m M M= − = −  , (26) 

àáî åêâ³âàëåíòíå äî (26) ð³âíÿííÿ äëÿ îïòèìàëüíî¿ ä³àãðàìè 

 1 2arg ( , )1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22

( , ) ( , ) ( , , , , , )
(2 )

i fc c
f F c c e d d

′ ′ξ ξ

Ω

′ ′ ′ ′ξ ξ = ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
π ∫∫ K , (27) 

äå 

 
1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

( ) ( )
1 2 1 2 1 2( , , , , , )

M M
i c n c m

n M m M

c c e
′ ′ξ −ξ + ξ −ξ

=− =−

′ ′ξ ξ ξ ξ = =∑ ∑K [ ]  

  

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2
1 1 2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

c c
N N

c c

′ ′ξ − ξ ξ − ξ
= ⋅

′ ′ξ − ξ ξ − ξ
 (28) 

– ÿäðî, ÿêå ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàò ðîçì³ùåííÿ åëåìåíò³â ´ðàòêè. 
Âîíî º âèðîäæåíèì ³ ä³éñíèì. 
 Åêâ³âàëåíòí³ñòü ð³âíÿíü (27) ³ (26) îçíà÷àº, ùî ì³æ ðîçâ’ÿçêàìè öèõ 
ð³âíÿíü ³ñíóº âçàºìíî îäíîçíà÷íà â³äïîâ³äí³ñòü, òîáòî êîæíîìó ðîçâ’ÿçêó 
ð³âíÿííÿ (27) â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (26), ³ íàâïàêè. Öå îçíà÷àº, ùî 
ÿêùî 1 1 2 2,  , , ,  , ,nmI n M M m M M= − = −  , – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (26), òî 

â³äïîâ³äíèé éîìó ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (27) âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (24), à 
ÿêùî æ 1 2( , )f ξ ξ  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (27), òî â³äïîâ³äíèé éîìó ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (26) âèçíà÷àºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
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 1 2 1 1 2 2arg ( , ) ( )1 2
1 2 1 22

( , )
(2 )

i f c n c m
nm

c c
I F e d dξ ξ − ξ + ξ

Ω

= ξ ξ ξ ξ
π ∫∫ [ ] . 

 Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (27) ³ (26) º íåë³í³éíèìè ð³âíÿííÿìè (òèïó Ãàììåð-
øòåéíà), òî âîíè ìîæóòü ìàòè íåºäèí³ ðîçâ’ÿçêè, ê³ëüê³ñòü ³ âëàñòèâîñò³ 
ÿêèõ çàëåæàòü â³ä ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â ´ðàòêè ³ ¿õ ðîçì³ùåííÿ, à òàêîæ â³ä 
âëàñòèâîñòåé çàäàíî¿ àìïë³òóäíî¿ ä³àãðàìè íàïðÿìëåíîñò³ 1 2( , )F ξ ξ . 
 Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îäíèì ³ç ìîæëèâèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (27) 
(íàçâåìî éîãî òðèâ³àëüíèì) º ðîçâ’ÿçîê 

 0 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , , , , , )f c c F c c d d
Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′ξ ξ = ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ∫∫ K . (29) 

Â³í â³äïîâ³äàº ä³àãðàìàì ç ôàçîâèì öåíòðîì ( 1 2arg ( , ) 0f ξ ξ ≡ ) ³ ³ñíóº äëÿ 

áóäü-ÿêèõ 1 0c >  òà 2 0c > .  
 ×èñëîâ³ åêñïåðèìåíòè ñèíòåçó ä³àãðàì íàïðÿìëåíîñò³ äëÿ ð³çíèõ çíà-
÷åíü ïàðàìåòð³â 1c  òà 2c  ïîêàçóþòü, ùî ç ðîñòîì ïàðàìåòð³â 1c  òà 2c  ³ñíó-

þòü ³ ³íø³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ â³äãàëóçèëèñÿ â³ä òðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó 0 1 2( , ,f ξ ξ  

1 2, )c c  ³ âîíè º á³ëüø åôåêòèâíèìè ó ðîçóì³íí³ çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà (25) â³ä 

0% äî 25≈ %. Çîêðåìà, äëÿ çàäàíî¿ ä³àãðàìè íàïðÿìëåíîñò³ 1 2( , ) 1F ξ ξ = , 
çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà (25), ÿê³ â³í íàáóâàº íà îïòèìàëüíîìó ðîçâ’ÿçêó 

1 2 1 2( , , , )f c cξ ξ  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü îñíîâíèõ ïàðàìåòð³â 1c  òà 2c  ( 1( )Iσ =  

0.739543=  â³äïîâ³äàº 1 2 0.57c c= = , 2( ) 0.719989Iσ =  – 1 2 0.60c c= = , 

3 ( ) 0.644291Iσ =  – 1 2 0.65c c= = , 4 ( ) 0.559552Iσ =  – 1 2 0.70c c= = , 5 ( )Iσ =  

0.493709=  – 1 2 0.75c c= = ), º ìåíøèì â³ä çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà (25) íà òðè-

â³àëüíîìó ðîçâ’ÿçêó 0 1 2 1 2( , , , )f c cξ ξ  ïðè òèõ ñàìèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â 1c  

òà 2c  ( 0
1 ( ) 0.739769Iσ = , 0

2 ( ) 0.741211Iσ = , 
3

0 ( ) 0.734128Iσ = , 
4

0 ( ) 0.707903Iσ = , 

5

0 ( ) 0.661929Iσ = ) â³äïîâ³äíî íà 0.03%, 2.86%, 12.24%, 20.95% òà 25.41%. 

Îòæå, ö³êàâèì º ñàìå íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé â³äãàëóæóºòüñÿ 
â³ä 0 1 2 1 2( , , , )f c cξ ξ  ç³ çðîñòàííÿì ïàðàìåòð³â 1c  òà 2c . 

5. Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ. Òî÷êàìè ìîæëèâîãî ãàëó-
æåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (27) º òàê³ çíà÷åííÿ ä³éñíèõ ô³-

çè÷íèõ ïàðàìåòð³â 2
1 2( , )c c ∈  , ïðè ÿêèõ ë³í³éíå îäíîð³äíå ³íòåãðàëüíå ð³â-

íÿííÿ 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , , , )u c c T c c u c cξ ξ = ξ ξ ≡  

 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 1 2 1 2

( , , , )
( , ) ( , , , , , )

( , , , )

u c c
F c c d d

f c c
Ω

′ ′ξ ξ′ ′ ′ ′ ′ ′≡ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′ξ ξ∫∫ K , (30) 

îòðèìàíå ë³íåàðèçàö³ºþ ð³âíÿííÿ (27), ìàº â³äì³íí³ â³ä òîòîæíîãî íóëÿ ðîç-
â’ÿçêè [3]. 
 Îñê³ëüêè ïàðàìåòðè 1c  òà 2c  â³ä³ãðàþòü ðîëü ñïåêòðàëüíèõ, òî ôàê-
òè÷íî îòðèìàíî óçàãàëüíåíó äâîïàðàìåòðè÷íó çàäà÷ó íà âëàñí³ çíà÷åííÿ 

 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , , ) 0T c c I u c c− ξ ξ =( ) . (31) 

 Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè äîâ³ëüíèõ ñê³í÷åííèõ çíà÷åííÿõ 1c , 2c  

ôóíêö³ÿ 0 1 2 1 2( , , , )f c cξ ξ  º âëàñíîþ ôóíêö³ºþ ð³âíÿííÿ (30). Çâ³äñè âèïëèâàº, 

ùî îïåðàòîð 1 2( , )T c c  ìàº ñïåêòð, ùî ñï³âïàäàº ç ïåðøèì êâàäðàíòîì ïëî-

ùèíè 2 .  
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Çàäà÷à ïîëÿãàº ó çíàõîäæåíí³ òàêî¿ ìíîæèíè çíà÷åíü ä³éñíèõ ïàðà-
ìåòð³â 1c , 2c  çàäà÷³ (31), ó ÿêèõ ïîÿâëÿþòüñÿ ðîçâ’ÿçêè, â³äì³íí³ â³ä òðè-

â³àëüíîãî 0 1 2 1 2( , , , )f c cξ ξ .  

 Çàçíà÷èìî, ùî ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè ìîæíà â³äîêðåìèòè çì³íí³ 
ó ôóíêö³¿ 1 2( , )F ξ ξ , òîáòî 1 2( , )F ξ ξ  ïîäàòè ó âèãëÿä³ 1 2 1 1 2( , ) ( ) ( )F F Fξ ξ = ξ ⋅ ξ , 

ð³âíÿííÿ (30) çà óìîâè, ùî ³ ôóíêö³þ 1 2 1 2( , , , )u c cξ ξ  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2( , , , ) ( , ) ( , )u c c u c u cξ ξ = ξ ⋅ ξ , ðîçïàäåòüñÿ íà äâà íåçàëåæíèõ îäíîïà-
ðàìåòðè÷íèõ (àëå íåë³í³éíèõ çà ïàðàìåòðîì) ð³âíÿííÿ, òîáòî 

 ( , ) ( ) ( , ),              1,2j j j j j j j ju c T c u c jξ = ξ = , 

ç îïåðàòîðàìè 

 
1

01

sin ( )( ) 2( ) ( , ) ( , ) ,     1,2
( , )

sin ( )
2

j
j j jj j

j j j j j j j j j
j j j

j j

c
NF

T c u c u c d j
f c c

−

′ξ − ξξ
′ ′ξ = ξ ξ =

ξ
′ξ − ξ

∫ . 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ ð³âíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè, íàïðèêëàä, àëãî-
ðèòìè, ðîçðîáëåí³ â [7]. Ó ö³é ðîáîò³ ïðîïîíóºìî ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ á³ëüø ñêëàäíî¿ çàäà÷³, êîëè çì³íí³ íå â³äîêðåìëþþòüñÿ. 

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ÿäðî 1 2 1 2 1 2( , , , , , )c c′ ′ξ ξ ξ ξK  â îáëàñò³ 1:Ω ξ ≤{  

21, 1≤ ξ ≤ }  ïðè äîâ³ëüíèõ 1 0c >  òà 2 0c >  º äîäàòíèì ÿäðîì ³íòåãðàëüíîãî 

îïåðàòîðà 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , , , , ) ( , )Af c c f d d
Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′ξ ξ = ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ∫∫ K . 

Ç ö³ºþ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê  

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , , , , ) ( , ) ( , )Af f c c f f d d d d
Ω Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ∫∫ ∫∫ K . 

Ï³äñòàâèâøè çàì³ñòü 1 2 1 2 1 2( , , , , , )c c′ ′ξ ξ ξ ξK  âèðàç (28), îòðèìàºìî 

 
1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

( ) ( )( , )
M M

i nc mc

n M m M

Af f e
′ ′ξ −ξ + ξ −ξ

=− =−Ω Ω

 = × 
 

∑ ∑∫∫ ∫∫ [ ]  

 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , )f f d d d d′ ′ ′ ′ ′ ′× ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ =  

 
1 2

1 1 2 2

1 2

( )
1 2( , )

M M
i nc mc

n M m M

f e
′ ′− ξ + ξ

=− =− Ω Ω

 ′ ′= ξ ξ ×


∑ ∑ ∫∫ ∫∫  

 1 1 2 2( )
1 2 1 2 1( , ) i nc mcf e d d d dξ + ξ ′ ′× ξ ξ ξ ξ ξ ξ =


 

 
1 2

1 1 2 2

1 2

2
( )

1 2 1 2( , )
M M

i nc mc

n M m M

f e d d
′ ′− ξ + ξ

=− =− Ω

′ ′ ′ ′= ξ ξ ξ ξ =∑ ∑ ∫∫  

 
1 2

2

2
2

1 2

4 0
M M

nm
n M m M

I
c c =− =−

π= ≥∑ ∑ . 

Î÷åâèäíî, ùî îñòàííÿ íåð³âí³ñòü ïåðåòâîðþºòüñÿ ó ð³âí³ñòü ëèøå ïðè 

1 1 2 20,  , , ,  , ,nmI n M M m M M= = − = −  . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ÿäðî 

1 2 1 2 1 2( , , , , , )c c′ ′ξ ξ ξ ξK  º äîäàòíèì, à äîäàòíèé îïåðàòîð A  çàëèøàº ³íâàð³-

àíòíèì êîíóñ K  íåïåðåðâíèõ íà Ω  íåâ³ä’ºìíèõ ôóíêö³é ( )A ⊂K K  [6, 

ñ. 45]. Âíàñë³äîê öüîãî ç óðàõóâàííÿì (29) îòðèìóºìî, ùî 0 1 2 1 2( , , , )f c cξ ξ  – 
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äîäàòíà íà Ω  ôóíêö³ÿ. Âðàõóâàâøè öå, çâåäåìî îïåðàòîð (30) äî ñàìîñïðÿ-
æåíîãî âèãëÿäó ñòàíäàðòíèì ÷èíîì. Ââîäÿ÷è íîâó ôóíêö³þ 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )c c w c c u c cϕ ξ ξ = ξ ξ ξ ξ , (32) 

äå 1 2 1 2 1 2 0 1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , , , )w c c F f c cξ ξ = ξ ξ ξ ξ/ , îòðèìóºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , , , ) ( , , , )c c c c c c d d
Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ξ ξ = Φ ξ ξ ξ ξ ϕ ξ ξ ξ ξ∫∫  (33) 

ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì 

 1 2 1 2 1 2( , , , , , )c c′ ′Φ ξ ξ ξ ξ =  

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , ) ( , , , ) ( , , , )c c w c c w c c′ ′ ′ ′= ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξK . 

 Îñê³ëüêè ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ 1 0c > , 2 0c >  ôóíêö³ÿ 0 1 2 1 2( , , , )f c cξ ξ  

º âëàñíîþ ôóíêö³ºþ ð³âíÿííÿ (30), òî ç óðàõóâàííÿì (32) âëàñíîþ ôóíêö³ºþ 
ð³âíÿííÿ (33) ïðè äîâ³ëüíèõ 1 0c >  òà 2 0c >  áóäå ôóíêö³ÿ  

 0 1 2 1 2 1 2 0 1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , , , )c c F f c cϕ ξ ξ = ξ ξ ξ ξ , 

ÿêà â³äïîâ³äàº ñïåêòðó îïåðàòîðà (33), ùî ñï³âïàäàº ç ïåðøèì êâàäðàíòîì 

ïëîùèíè 2 .  
 Äëÿ çíàõîäæåííÿ â³äì³ííèõ â³ä 0 1 2 1 2( , , , )c cϕ ξ ξ  ðîçâ’ÿçê³â âèêëþ÷èìî 

öþ ôóíêö³þ ç ÿäðà 1 2 1 2 1 2( , , , , , )c c′ ′Φ ξ ξ ξ ξ , òîä³ ð³âíÿííÿ (33) çâåäåòüñÿ äî ³í-
òåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , , , )c c T c c c cϕ ξ ξ = ϕ ξ ξ ≡  

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , ) ( , , , )E c c c c d d
Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′≡ ξ ξ ξ ξ ϕ ξ ξ ξ ξ∫∫  (34) 

ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , ) ( , , , ) ( , , , )E c c w c c w c c′ ′ ′ ′ξ ξ ξ ξ = ξ ξ ξ ξ ×  

 0 1 2 1 2 0 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 2

0 1 2 1 2

( , , , ) ( , , , )
( , , , , , )

( , , , )

f c c f c c
c c

c c

 ′ ′ξ ξ ξ ξ′ ′× ξ ξ ξ ξ − 
ϕ ξ ξ  

K . 

Çã³äíî ç ëåìîþ Øì³äòà [3, ñ. 132] ôóíêö³ÿ 0 1 2 1 2( , , , )c cϕ ξ ξ  óæå íå áóäå âëàñ-

íîþ ôóíêö³ºþ ð³âíÿííÿ (34). Òîáòî ç³ ñïåêòðà îïåðàòîðà (34) âèêëþ÷èëè 
êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêà ñï³âïàäàº ç ïåðøèì êâàäðàí-

òîì ïëîùèíè 2  ³ â³äïîâ³äàº ôóíêö³¿ 0 1 2 1 2( , , , )c cϕ ξ ξ .  

 Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü âèðîäæåíîñò³ ÿäðà 1 2 1 2 1 2( , , , , , )c c′ ′ξ ξ ξ ξK , 
çâåäåìî ð³âíÿííÿ (34) çã³äíî ç [5] äî åêâ³âàëåíòíî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü. 
 Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (28), çàïèøåìî ÿäðî 1 2 1 2 1 2( , , , , , )E c c′ ′ξ ξ ξ ξ  ó 
âèãëÿä³ 

 
1 2

1 2

1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , ) ( , , , ) ( , , , )

M M

nm nm
n M m M

E c c c c c c
=− =−

′ ′ ′ ′ξ ξ ξ ξ = ξ ξ ⋅ ξ ξ −∑ ∑ K K  

 
1 2

1 2

1 1
1 2 1 2( , , , )

M M

nm nm
n M m M

c c q
=− =−

 
− ξ ξ × 

 
∑ ∑ K  

 
1 2

1 2

2 2
1 2 1 2( , , , )

M M

nm nm
n M m M

c c q
=− =−

 ′ ′× ξ ξ 
 

∑ ∑ K , 

äå 
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 1 1 2 2( )1 1 2 1 2
1 2 1 2

0 1 2 1 2

( , )
( , , , )

2 ( , , , )
i c n c m

nm

c c F
c c e

f c c
ξ + ξξ ξ

ξ ξ = ⋅
π ξ ξ

K , 

 1 1 2 2( )2 1 2 1 2
1 2 1 2

0 1 2 1 2

( , )
( , , , )

2 ( , , , )
i c n c m

nm

c c F
c c e

f c c
′ ′− ξ + ξ′ ′ξ ξ′ ′ξ ξ = ⋅′ ′π ξ ξ

K , 

 1 1 2 2( )1
1 2 1 2( , ) i c n c m

nmq F e d d
′ ′− ξ + ξ

Ω

′ ′ ′ ′= ξ ξ ξ ξ∫∫ ,  

 1 1 2 2( )2
1 2 1 2( , ) i c n c m

nmq F e d dξ + ξ

Ω

= ξ ξ ξ ξ∫∫ . 

Òîä³ ð³âíÿííÿ (34) íàáóäå âèãëÿäó 

 
1 2

1 2

1
1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )

M M

nm nm
n M m M

c c a c c b
=− =−

ϕ ξ ξ = ξ ξ∑ ∑ , 

äå 

 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )nm nmb c c c c d d

Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′= ξ ξ ϕ ξ ξ ξ ξ∫∫ K , 

 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )nm nma c c c cξ ξ = ξ ξ −K  

 
1 2

1 2

1 1 2
1 2 1 2

1 ( , , , )
M M

st st nm
s M t M

c c q q
=− =−

 
− ξ ξ γ  

∑ ∑ K , 

 
1 2

1 2

1 2
M M

nm nm
n M m M

q q
=− =−

γ = ∑ ∑ , 

à íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè nmb  âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè 

ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 
1 2

1 2

( )
1 2 1 1 2 2( , ) ,    , , ,   , ,

M M
k

k nm nm
n M m M

b c c b k M M M M
=− =−

= α = − = −∑ ∑  
  ,  

äå 

 ( ) 2 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , , ) ( , , , )k

nm k nmc c a c c a c c d d
Ω

α = ξ ξ ξ ξ ξ ξ∫∫
 , 

 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )nm nma c c c cξ ξ = ξ ξ −K  

 
1 2

1 2

2 2 1
1 2 1 2

1 ( , , , )
M M

st st nm
s M t M

c c q q
=− =−

 
− ξ ξ γ  

∑ ∑ K . 

 Îòæå, îòðèìàíî åêâ³âàëåíòíó äî (31) ìàòðè÷íó íåë³í³éíó çà ñïåêò-
ðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè äâîïàðàìåòðè÷íó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó 

 ( , ) ( ( , ) ) 0N N N N Nλ µ ≡ λ µ − =T b A I b , (35) 

äå 1 2,  c cλ = µ = , NI  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó N , N
N ∈b  . 

 Îòæå, çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ ð³âíÿííÿ (27) çâîäèòüñÿ äî 
çíàõîäæåííÿ êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü íåë³í³éíî¿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêò-
ðàëüíî¿ çàäà÷³ (35). 

6. Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â. Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 1 ïîáóäî-
âè êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³, äëÿ 
òðüîõ çàäàíèõ ä³àãðàì íàïðÿìëåíîñò³  

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 1,   ( , ) 1 ( ) 2,   ( , ) cos

2
F F F π  ξ ξ = ξ ξ = − ξ + ξ ξ ξ = ξ + ξ 

 
/  

çíàéäåíî êðèâ³ âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷³ (35), ÿê³ íàâåäåíî â³äïîâ³äíî íà 
ðèñ. 1–3. 



28 

     
 Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 

Öå äàº ï³äñòàâè çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè. 
• Îòðèìàíî óñ³ ä³éñí³ ðîçâ’ÿçêè (êðèâ³ âëàñíèõ çíà÷åíü) çàäà÷³ (35), ÿê³ 

ïîòðàïëÿþòü â ³íòåðâàë çì³íè ïàðàìåòð³â ,λ µ . 

• Äëÿ ä³àãðàì 1 2( , )F ξ ξ , ó ÿêèõ â³äîêðåìëþþòüñÿ çì³íí³, îòðèìàíî ùå 

îäèí ðîçâ’ÿçîê, çîêðåìà äëÿ 1 2( , ) 1F ξ ξ =  – öå ðîçâ’ÿçîê 3 ( )µ λ  íà ðèñ. 1, ùî 

â³äïîâ³äàº ñèíòåçîâàíèì ä³àãðàìàì 1 2( , )f ξ ξ , ó ÿêèõ çì³íí³ íå â³äîêðåìëþ-
þòüñÿ. 

• Äëÿ ä³àãðàì 2 2
1 2 1 2( , ) 1 ( ) 2F ξ ξ = − ξ + ξ /  òà 2 2

1 2 1 2( , ) cos
2

F π  ξ ξ = ξ + ξ 
 

 , ó 

ÿêèõ çì³íí³ íå â³äîêðåìëþþòüñÿ, îòðèìàíî ðîçâ’ÿçêè 1( )µ λ , 2 ( )µ λ , ÿê³, ÿê 

ââàæàëîñÿ, ³ñíóþòü ò³ëüêè äëÿ ä³àãðàì 1 2( , )F ξ ξ , ó ÿêèõ çì³íí³ â³äîêðåìëþ-
þòüñÿ. 
 ²ç çàñòîñóâàííÿì àëãîðèòìó 2 ïðîâåäåíî íèçêó ÷èñåëüíèõ åêñïåðè-
ìåíò³â äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷êè á³ôóðêàö³¿ êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ð³âíÿííÿ 
(35) äëÿ âèïàäê³â, êîëè ó ôóíêö³¿ 1 2( , )F ξ ξ , ÿêà îïèñóº ä³àãðàìó íàïðÿìëå-
íîñò³ àíòåíè, çì³íí³ â³äîêðåìëþþòüñÿ ³ íå â³äîêðåìëþþòüñÿ. 
 Ó òàáë. 1 íàâåäåíî òî÷êè á³ôóðêàö³¿ äëÿ òðüîõ çàäàíèõ ä³àãðàì 

1 2( , )F ξ ξ , êîëè çì³íí³ â³äîêðåìëþþòüñÿ ³ òðüîõ çàäàíèõ ä³àãðàì, êîëè çì³íí³ 
íå â³äîêðåìëþþòüñÿ. Äëÿ òðüîõ ïåðøèõ ä³àãðàì íàâåäåíî òàêîæ òî÷êè 
á³ôóðêàö³¿, ÿê³ ìîæóòü áóòè îòðèìàí³ ³íøèìè ìåòîäàìè çà óìîâè, ùî é ó 
ôóíêö³¿ 1 2( , )f ξ ξ  çì³íí³ â³äîêðåìëþþòüñÿ. 
 Таблиця 1 

1 2( , )F ξ ξ  Òî÷êè á³ôóðêàö³¿ ( , )b b iλ µ  Òî÷êè á³ôóðêàö³¿, 
îòðèìàí³ ³íøèì ìåòîäîì 

const 1≡  
 1 2 3( , ) ( , ) ( , )b b b b b bλ µ = λ µ = λ µ =  

(2.832715,  2.832715)=  
1( , )b bλ µ =  

(2.832715,  2.832715)=  

1 2cos cos2 2
πξ πξ

⋅  
 1 2 3( , ) ( , ) ( , )b b b b b bλ µ = λ µ = λ µ =  

(4.207065,  4.207065)=  
1( , )b bλ µ =  

(4.207065, 4.207065)=  

1 2sin sinπξ ⋅ πξ  1 2 3( , ) ( , ) ( , )b b b b b bλ µ = λ µ = λ µ =  

(2.855425,  2.855425)=  
1( , )b bλ µ =  

(2.855425,  2.855425)=  

2 2
1 2

11 ( )2− ξ + ξ  

 1( , ) (3.064250,  3.064250)b bλ µ =  

 2( , ) (3.064250,  3.186696)b bλ µ =  

 3( , ) (3.186696,  3.064250)b bλ µ =  
– 

2 2
1 2

11 ( )2− ξ + ξ  

 1( , ) (3.302395,  3.302395)b bλ µ =  

 2( , ) (3.302395,  3.565660)b bλ µ =  

 3( , ) (3.565660,  3.302395)b bλ µ =  
– 

2 2
1 2cos 2

π ξ + ξ   1( , ) (4.503957,  4.503957)b bλ µ =  – 
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 Çàóâàæèìî, ùî òî÷êè á³ôóðêàö³¿ (ïðèíàéìí³ ¿õí³ ãðóá³ îö³íêè) ìîæíà 
îòðèìàòè òàêîæ ³ ãðàô³÷íî ç ðèñ. 1–3, à äëÿ ¿õ óòî÷íåííÿ çàñòîñóâàòè 
àëãîðèòì 2. 
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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К НАХОЖДЕНИЮ ЛИНИЙ   
ВЕТВЛЕНИЯ И ТОЧЕК БИФУРКАЦИИ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, ЯДРА КОТОРЫХ АНАЛИТИЧЕСКИ  
ЗАВИСЯТ ОТ ДВУХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ  
 
Ðàññìàòðèâàþòñÿ èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ êðèâûõ ñîáñòâåííûõ 
çíà÷åíèé è èõ òî÷åê áèôóðêàöèè íåëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé äâóõïàðàìåòðè÷åñ-
êîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñèíòåçà ïëîñ-
êèõ àíòåííûõ ðåøåòîê ïî çàäàííîé àìïëèòóäíîé äèàãðàììå íàïðàâëåííîñòè. Â 
îñíîâå àëãîðèòìîâ – ÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ îáû÷íûõ è ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû è àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé â çàäàííîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. 
 
ON ONE APPROACH TO FINDING THE BRANCHING LINES 
AND BIFURCATION POINTS OF SOLUTIONS OF NONLINEAR 
INTEGRAL EQUATIONS THE KERNELS OF WHICH ANALYTICALLY 
DEPEND ON TWO SPECTRAL PARAMETERS 
 
The iterative algorithms of finding the eigenvalue curves and their bifurcation points of 
nonlinear algebraic two-parameter spectral problem are considered. This problem arises 
at solution of the synthesis problem of the antennas array according to the given 
amplitude directivity pattern. In the basis of algorithms are the numerical procedure of 
calculation of ordinary and partial derivatives of the matrix determinant and the 
algorithm of finding all eigenvalues in the given region of spectral parameters change. 
The outcomes of numerical experiments are given. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
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