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МЕТОД R -ФУНКЦИЙ КАК УСИЛИТЕЛЬНЫЙ БЛОК 
ДЛЯ МЕТОДОВ РИТЦА И НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
 

Ïðîâåä¸í ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåøåíèé äâóõ ìîäåëüíûõ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ 
ìåòîäàìè Ðèòöà è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà R -
ôóíêöèé. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûïîëíåíû â ñèñòåìå «ÏÎËÅ». 

 
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ 

íà ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíè ñäåðæèâàëîñü îòñóòñòâèåì âîçìîæíîñòè 
ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå òî÷íî óäîâëåò-
âîðÿþò çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì äëÿ îáëàñòåé ñëîæíîé ôîðìû è îáëà-
äàþò ñâîéñòâîì ïîëíîòû. Ýòà ïðîáëåìà êàçàëàñü ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøè-
ìîé ìíîãèì ó÷åíûì [2]. Â. Ë. Ðâà÷åâ ïðè ïîìîùè êîíñòðóêòèâíîãî àïïàðàòà 
òåîðèè R -ôóíêöèé ðàçðàáîòàë åäèíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ êî-
îðäèíàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ îñíîâíûõ âàðèàöèîííûõ è ïðîåêöè-
îííûõ ìåòîäîâ (ìåòîäû Ðèòöà, Ãàë¸ðêèíà, íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ) [1, 3–6]. 

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ â îáëàñòè Ω  
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 
 Au f=  (1) 
ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè 
 ,              1,2, ,

ii iL u i m∂Ω = ϕ =  , (2) 

ãäå 1 2, , , m∂Ω ∂Ω ∂Ω  – ïîêðûòèå ãðàíèöû ∂Ω  îáëàñòè Ω . 

Â ïîñòàíîâêå êðàåâîé çàäà÷è ïðèñóòñòâóåò äâà âèäà èíôîðìàöèè – 
àíàëèòè÷åñêàÿ ( A , iL , f  è ϕ ) è ãåîìåòðè÷åñêàÿ (Ω , ∂Ω  è i∂Ω ). 

Â îáùåì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) − ýòî ôîðìóëà âèäà 

 ( , , )iu B= ω ω Φ . (3) 

Çäåñü B  − îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò ôîðìû ãðàíèöû ∂Ω  è å¸ ó÷àñòêîâ i∂Ω , 

êîòîðûé ñòðîèòñÿ òàê, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå íåîïðåäåë¸ííîé ôóíêöèè Φ  
ôîðìóëà (3) òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò òåì èëè èíûì êðàåâûì óñëîâèÿì [3]. 

Ïîñëå òîãî, êàê ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ïîñòðîåíà, âîçíèêàåò âîïðîñ îá 
îòûñêàíèè íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò. Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííûõ 
ìåòîäîâ êàæäàÿ èç íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
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( ) ( )
n

i i
i

x C x
=

Φ = ψ∑ , 

ãäå iψ{ }  − íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (â êà÷åñòâå 

iψ{ }  ìîæíî âçÿòü ïîëèíîìû èëè ñïëàéíû); íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå iC  
íàõîäÿòñÿ ïî îáû÷íûì ñõåìàì ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ. 

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç, ïðîâåðêà äîñòîâåðíîñ-
òè ðåøåíèé ìåòîäàìè Ðèòöà è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è âûðàáîòêà ìåòîäè-
÷åñêèõ óêàçàíèé ïî èñïîëüçîâàíèþ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ RFM. 

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå ìîäåëüíûå çàäà÷è: 
1°) çàäà÷à î ëàìèíàðíîì òå÷åíèè æèäêîñòè ïî êàíàëó ñëîæíîãî ïîïå-

ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 1) 
 1,              0u u ∂Ω− ∆ = = ; 

2°) çàäà÷à îá îòûñêàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà 
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Îáëàñòü Ω  è ó÷àñòêè å¸ ãðàíèöû i∂Ω  èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2. 
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè Ω  áûëè 
èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïðèìèòèâû: 
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f
b d

+ − Σ = ≡ ≥ + 
 – ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà ìåæäó ïðÿìûìè 

y b= −  è y d= , 
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( )
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x y b b
f

b
− + − Σ = ≡ ≥ 

 
 – âíåøíîñòü êðóãà ðàäèóñà b  ñ öåíò-

ðîì â òî÷êå (0, )b− . 

Ïðåäèêàòíîå óðàâíåíèå îáëàñòè Ω  èìååò âèä 

 1 2 3 4 5( ( )) 1Ω = Σ Σ Σ Σ Σ =   ( ) . 

Ïåðåéä¸ì îò ïðåäèêàòíîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ñëîæíîé îáëàñòè ê àíàëè-
òè÷åñêîìó. Ïðè ýòîì ñèìâîëû ,  ,  −   çàìåíÿþò ñèìâîëàìè êàêîé-íèáóäü 
èç äîñòàòî÷íî ïîëíûõ ñèñòåì R -ôóíêöèé [3, 4]. 

Óðàâíåíèå ãðàíèöû ñëîæíîé îáëàñòè Ω  âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 1 2 3 4 5( ( )) 0f f f f f∗ ∗ ∗ ∗ω = ∧ ∨ ∧ ∧ =( ) . 

Â êà÷åñòâå îïåðàöèé ,  ,  ∗ ∗
−∨ ∧  â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàíû 

R -îïåðàöèè ñèñòåì 0R{ }  è Rρ{ } : 
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 ∧ = + − + + ψ ψ + ψ ρ
= ∨ = + + + + ψ ψ + ψ ρ

= −

{ }  

Çäåñü 2 2 2x yψ = ρ − − , à ïàðàìåòð ρ  îïðåäåëÿåò ðàäèóñ îêðóãëåíèÿ óãëîâ. 

Êàðòèíû ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè ω , ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ 0R{ }  è 

Rρ{ } , ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. 
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Рис. 3. Êàðòèíû ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè ω :  

à) ñ èñïîëüçîâàíèåì 0R{ } ; á) ñ èñïîëüçîâàíèåì Rρ{ } . 

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è 1°. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ èìååò âèä u = ωΦ . 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè R -îïåðàöèè 0R{ }  ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè 

Ðèòöà (ÌÐ) (ðèñ. 4à) è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) (ðèñ. 4á), ñóùåñòâåííî 
îòëè÷àþòñÿ (êîëè÷åñòâåííî è êà÷åñòâåííî). Âèäíî âëèÿíèå âõîäÿùèõ óãëîâ 
ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ÌÍÊ. Íà ðèñ. 4â è ðèñ. 4ã ïðåä-
ñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì íà âõîäÿùèõ óãëàõ R -îïåðàöèè 
Rρ{ }  ( 0.2ρ = ) è ÌÐ è ÌÍÊ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå 

ìåòîäîì Ðèòöà ñ èñïîëüçîâàíèåì 0R{ }  è Rρ{ } , îòëè÷àþòñÿ íà 0.87%, îòëè-

÷èå ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ðèñ. 4ã) îò ðåøåíèÿ ïî ìå-
òîäó Ðèòöà ñ èñïîëüçîâàíèåì 0R{ }  (ðèñ. 4à) ñîñòàâëÿåò 1 %, à îòëè÷èå ðå-

øåíèÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ðèñ. 4ã) îò ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó 
Ðèòöà ñ èñïîëüçîâàíèåì Rρ{ }  (ðèñ. 4â) ñîñòàâëÿåò 2%. 

  

  
 

Рис. 4. Ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé â çàäà÷å 1°: à) ìåòîä Ðèòöà ñ èñïîëüçîâà-

íèåì íà âõîäÿùèõ óãëàõ îïåðàöèè 0R{ } ; á) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 

ñ 0R{ } ; â) ìåòîä Ðèòöà ñ Rρ{ } ; ã) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ Rρ{ } . 

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è 2°. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâî-
äèëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ òð¸õ ñòðóêòóð ðåøåíèÿ: 

 1d du P= ω + ϕ , (4) 

 2 1
1 2 1

1 2
,     ,     ,     d da x a x f

ω − ω
ϕ = ω = − ω = + ω =

ω + ω
, 

 ( ) ( )
1 1 1 1( ) ( )n nd n

d n d d
d n

u P D P D
ω ω  = ω + − ω − ϕ + ϕ  ω + ω

, (5) 
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 2 3 4 5( )n f f f f∗ ∗ ∗ω = ∨ ∧ ∧( ) , 
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d n n d

n d

u u
u

ω + ω
=

ω + ω
, 

 ( )
1 2 1 2,         n

d d d n nu P u P D P= ω + ϕ = − ω . (6) 

Ñòðóêòóðà (4) èñïîëüçóåòñÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè òîëüêî ãëàâíûì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì, ñòðóêòóðû (5) è (6) ó÷èòûâàþò âñå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. 
Ïðè ýòîì îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñòðóêòóðå (5) èñïîëüçîâàíà îäíà íåîïðå-
äåë¸ííàÿ êîìïîíåíòà, à â (6) – äâå. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðóêòóðû (4) îòûñêàíèå íåîïðåäåë¸ííûõ êîìïî-
íåíò âîçìîæíî ëèøü ìåòîäîì Ðèòöà, ò. ê. äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðåíèå âñåì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ðå-
øåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò êàê â ñëó÷àå ñ ïðè-
ìåíåíèåì îïåðàöèé 0R{ } , òàê è ñ Rρ{ } . 

  
 

Рис. 5. Ëèíèè óðîâíÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà  
äëÿ ñòðóêòóðû (4): à) ìåòîä Ðèòöà ñ 0R{ } ; á) ìåòîä Ðèòöà ñ Rρ{ } . 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðóêòóðû (5) è R -îïåðàöèè 0R{ }  ðåøåíèÿ çàäà÷è 

ìåòîäàìè Ðèòöà è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ (ðèñ. 6à 
è ðèñ. 6á). Ýòî õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 7 (êðèâûå 1 è 2). 

Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿòñÿ ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì íà âõîäÿùèõ óã-
ëàõ R -îïåðàöèè Rρ{ } . Ïðîâåä¸ì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ãðàôèêîâ ðåøåíèé 

â ñå÷åíèè 2y = . Íà ðèñ. 7 (êðèâàÿ 3) âèäíî, êàê èçìåíèëîñü ðåøåíèå ÌÍÊ 

(ðèñ. 6ã) â ñå÷åíèè 2y = . Ðåøåíèå ÌÐ (ðèñ. 6â) íå èçìåíèëîñü. Ðåøåíèå 

ÌÍÊ (ðèñ. 6ã) îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ ÌÐ íà 1.5 %. 

  

  
 

Рис. 6. Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ñòðóêòóðû (5): 
à) ìåòîä Ðèòöà ñ 0R{ } ; á) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ 0R{ } ; 

â) ìåòîä Ðèòöà ñ Rρ{ } ; ã) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ Rρ{ } . 
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Рис. 7. Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ñå÷åíèè 2y = : 

êðèâàÿ 1 – ðåøåíèå ìåòîäîì Ðèòöà; 2 – ðåøåíèå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ 
êâàäðàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì 0R{ } ; 3 – ðåøåíèå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ 

êâàäðàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì Rρ{ } . 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðóêòóðû (6) è R -îïåðàöèè 0R{ }  ðåøåíèÿ ìå-

òîäîì Ðèòöà è ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ òàêæå îòëè÷àþòñÿ (ðèñ. 8à è 
ðèñ. 8á). Ïðèìåíèì íà âõîäÿùèõ óãëàõ R -îïåðàöèè Rρ{ } . Ðåøåíèå ÌÐ 

(ðèñ. 8â) íå èçìåíèëîñü. Íà ðèñ. 8ã ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ÌÍÊ, êîòîðîå 
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ïî ÌÐ ñ òî÷íîñòüþ äî 0.5 %. 

  

  
 

Рис. 8. Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ñòðóêòóðû (6): 
à) ìåòîä Ðèòöà ñ 0R{ } ; á) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ 0R{ } ; 

â) ìåòîä Ðèòöà ñ Rρ{ } ; ã) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ Rρ{ } . 

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü 
äèôôåðåíöèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Íà ðèñ. 9à ïðèâåäåíû ýêâèïîòåíöè-
àëüíûå ëèíèè (ïîâåðõíîñòè), íà ðèñ. 9á − ëèíèè òîêà. 

 

)a  

 

)á  
 

Рис. 9. à) ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè; á) ëèíèè òîêà. 
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Çàêëþ÷åíèå. Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ äâóõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïîêàçàíî, 
÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñòàíäàðòíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ òåîðèè R -ôóíê-
öèé, ïðåäîñòàâëÿåìûõ ïîëüçîâàòåëþ ñèñòåìîé «ÏÎËÅ», íåäîñòàòî÷íî. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè R -îïåðàöèé 0R{ }  äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçîâàí-

íîãî óðàâíåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè, èìåþùåé âõîäÿùèå óãëû, ðåøåíèÿ çàäà÷ 
ìåòîäàìè Ðèòöà è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îòëè÷àþòñÿ (â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ ñóùåñòâåííî). 

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðèìåíåíèÿ R -îïåðàöèé 0R{ }  è Rρ{ }  ïîêàçàë, 

÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòîâåðíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 
íåîáõîäèìî ïðèìåíåíèå R -îïåðàöèé Rρ{ } . Ðåøåíèå ìåòîäîì Ðèòöà ïðè 

èñïîëüçîâàíèè R -îïåðàöèé Rρ{ }  íå èçìåíÿåòñÿ. 
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МЕТОД R -ФУНКЦІЙ ЯК ПІДСИЛЮВАЛЬНИЙ БЛОК ДЛЯ 
МЕТОДІВ РІТЦА ТА НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ 
 
Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â äâîõ ìîäåëüíèõ çàäà÷, îòðèìàíèõ ìåòî-
äàìè Ð³òöà òà íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó R -ôóíêö³é. Îá-
÷èñëþâàëüí³ åêñïåðèìåíòè âèêîíàíî â ñèñòåì³ «ÏÎËÅ». 
 
R -FUNCTIONS METHOD AS SUPPORTIVE EXTENSION 
FOR RITZ METHOD AND LEAST SQUARES METHOD 
 
The comparative analysis of solutions for two model problems, obtained by Ritz method 
and least squares method, is carried out with use of the R -functions method. Calcula-
ting experiments are processed in the system «POLYE». 
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