
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2009. – 52, ¹ 3. – Ñ. 47-58. 47 

ÓÄÊ 517.95 
 
Ю. Б. Дмитришин 
 
ДИНАМІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ 
ДЛЯ МАЙЖЕ ЛІНІЙНИХ ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

Âèâ÷àºòüñÿ äèíàì³÷íà êðàéîâà çàäà÷à áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ë³í³éíèõ ³ 
ìàéæå ë³í³éíèõ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü. Ñïî÷àòêó âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàí-
íÿ ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ äåÿêîãî àáñòðàêòíîãî 
íåÿâíîãî åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ ó êëàñ³ ôóíêö³é ç åêñïîíåíö³àëüíîþ ïîâåä³í-
êîþ ïðè t → − ∞ . Íà îñíîâ³ öèõ ðåçóëüòàò³â äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ºäèíîãî ðîç-

â’ÿçêó âèõ³äíî¿ çàäà÷³ â êëàñ³ ôóíêö³é ç åêñïîíåíö³àëüíîþ ïîâåä³íêîþ íà íå-
ñê³í÷åííîñò³. 

 

Âñòóï. Íåõàé Ω  – îáìåæåíà îáëàñòü â ïðîñòîð³ n , n∈ , òî÷îê 

1( , , )nx x x=  ; ìåæà ∂Ω  îáëàñò³ Ω  º 1C -ìíîãîâèäîì ðîçì³ðíîñò³ 1n −  [25, 

ñ. 56]; 0Γ  – çàìèêàííÿ â³äêðèòî¿ íà ∂Ω  ìíîæèíè àáî ïîðîæíÿ ìíîæèíà; 
def

1 0\Γ = ∂Ω Γ ; 1( , , )nν = ν ν  – îäèíè÷íèé âåêòîð çîâí³øíüî¿ äî ∂Ω  íîðìà-

ë³; 
def

( ,0]S = − ∞  – ïðîì³íü ÷èñëîâî¿ îñ³ çì³ííî¿ t . Ïîêëàäåìî 
def

Q S= Ω × , 
def

0 0 SΣ = Γ × , 
def

1 1 SΣ = Γ × . Ö³ ïîçíà÷åííÿ ³ ïðèïóùåííÿ áóäóòü âèêîðèñòî-
âóâàòèñÿ óïðîäîâæ óñ³º¿ ðîáîòè.  

Ðîçãëÿíåìî äèíàì³÷íó êðàéîâó çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ:  
çíàéòè ä³éñíîçíà÷íó ôóíêö³þ ( , ),  ( , )u x t x t S∈ Ω × , òàêó, ùî 
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äå 0 , , na a , 1b , 2b , d , 1f  ³ 2f  – äåÿê³ çàäàí³ ä³éñíîçíà÷í³ ôóíêö³¿.  

Íàäàë³ öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ ( )P . 
Ìåòà ö³º¿ ðîáîòè ïîëÿãàº ó âñòàíîâëåíí³ äîñòàòí³õ óìîâ íà âèõ³äí³ äàí³ 

0 , , na a , 1b , 2b , d , 1f  ³ 2f  çàäà÷³ ( )P , ïðè ÿêèõ âîíà ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. 

Ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ë³í³éíèé ³ ìàéæå ë³í³éíèé âèïàäêè, òîáòî, êîëè 

ôóíêö³¿ ( , , , ),  ( , , , ) ,  0, ,n
ia x t r x t r Q i nξ ξ ∈ × × =   , òà ( , , ),  ( , , )d x t r x t r ∈ 

1∈ Σ ×  , çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ë³í³éíîãî ðîñòó çà çì³ííèìè r  ³ ξ , çîêðåìà, 
âîíè ìîæóòü áóòè ë³í³éíèìè çà öèìè çì³ííèìè. Êð³ì òîãî, âèâ÷àòèìåìî ëè-
øå âèïàäîê ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ (äèâ. [24, ñ. 132]), òîáòî, êîëè ôóíêö³¿ 

1 0b ≥  òà 2 0b ≥  çàíóëÿþòüñÿ õ³áà ùî íà ï³äìíîæèíàõ íóëüîâî¿ ì³ðè â³äïî-

â³äíî Ω  òà 1Γ . ßê âèïëèâàº ç ìîäåëüíèõ ïðèêëàä³â äëÿ îäíîçíà÷íî¿ ðîç-

â’ÿçíîñò³ çàäà÷³ ( )P  ó ðîçãëÿäóâàí³é ñèòóàö³¿ ïîòð³áíî çàäàòè äîäàòêîâ³ 
óìîâè íà ïîâåä³íêó ðîçâ’ÿçêó òà çðîñòàííÿ âèõ³äíèõ äàíèõ ïðè t → − ∞ . 
 Äèíàì³÷í³ êðàéîâ³ çàäà÷³ âèíèêàþòü ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ 
áàãàòüîõ ïðîöåñ³â, çîêðåìà ïðîöåñ³â òåïëîïðîâ³äíîñò³ [8, 25, 27], äèôóç³éíèõ 
ïðîöåñ³â [15], ïðîöåñ³â åëåêòðîïðîâ³äíîñò³ [19], ïðîöåñ³â ã³äðîäèíàì³êè [17] ³ 
áàãàòüîõ ³íøèõ. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî äèíàì³÷í³ êðàéîâ³ çàäà÷³ ç ïî÷àòêî-
âèìè óìîâàìè äëÿ ë³í³éíèõ ³ ìàéæå ë³í³éíèõ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü ðîçãëÿ-
äàëèñÿ ³ â ðîáîòàõ [12, 16, 22, 23, 26] òà ³íøèõ. Äèíàì³÷íà êðàéîâà çàäà÷à 
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áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ âèâ÷àëàñÿ ó ðîáîò³ [2], äå áóëî äîñë³äæåíî óìîâè ³ñíó-
âàííÿ, ºäèíîñò³ òà íåïåðåðâíî¿ çàëåæíîñò³ â³ä âèõ³äíèõ äàíèõ óçàãàëüíåíî-
ãî ðîçâ’ÿçêó äèíàì³÷íî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ êâàç³ë³í³éíîãî åë³ïòè÷íîãî ð³â-
íÿííÿ. 
 Ó ï. 1 ââîäèìî îñíîâí³ ïîçíà÷åííÿ ³ ïîíÿòòÿ, ÿê³ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî 
íàäàë³. Ó ï. 2 äàºìî îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ( )P  ³ ôîðìó-
ëþºìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ó ï. 3 âñòàíîâëþºìî óìîâè ³ñíóâàííÿ ºäèíîãî 
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ àáñòðàêòíîãî íåÿâíîãî åâîëþö³é-
íîãî ð³âíÿííÿ, à ïîò³ì, âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ ðåçóëüòàòè, äîâîäèìî ³ñíóâàííÿ 
ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ( )P . 

1. Îñíîâí³ ïîçíà÷åííÿ ³ ïîíÿòòÿ. Äëÿ äîâ³ëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó 
X  íîðìó â íüîìó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç X⋅ . ×åðåç X′  ïîçíà÷àòèìåìî 

ïðîñò³ð, ñïðÿæåíèé äî X , à ÷åðåç , X⋅ ⋅  – êàíîí³÷íèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê 

ì³æ ïðîñòîðàìè X′  ³ X . Ï³ä 2
loc ( ; )L S X  ðîçóì³òèìåìî ïðîñò³ð (êëàñ³â åêâ³-

âàëåíòíîñò³) X -çíà÷íèõ ôóíêö³é, âèì³ðíèõ çà Áîõíåðîì íà S , çâóæåííÿ 

ÿêèõ íà áóäü-ÿêèé â³äð³çîê 1 2,t t S⊂[ ]  íàëåæèòü äî 2
1 2( , ; )L t t X . Ïðîñò³ð 

2
loc ( ; )L S X  º ëîêàëüíî îïóêëèì òîïîëîã³÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî 

ñèñòåìè ï³âíîðì 
2

1 2

1

1 2
2

, ( ) ( )
t

t t X
t

p v v t dt
 =  
 ∫

/

, 1 2 1 2, ,  t t S t t∈ < . ×åðåç ( ; )S X′D  

ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñò³ð wX -çíà÷íèõ ðîçïîä³ë³â íà ( ,0)− ∞  [3, ñ. 166]. Â³äîìî, 

ùî ïðîñò³ð 2
loc ( ; )L S X  ìîæíà îòîòîæíèòè ç äåÿêèì ï³äïðîñòîðîì ó ( ; )S X′D . 

Äëÿ ôóíêö³¿ 2
loc ( ; )v L S X∈  ÷åðåç v′  ïîçíà÷àòèìåìî ¿¿ ïîõ³äíó â ñåíñ³ ïðî-

ñòîðó ( ; )S X′D . Ëîêàëüíî îïóêëèé âåêòîðíèé ïðîñò³ð íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é 

ç S  â X , òîïîëîã³ÿ ÿêîãî âèçíà÷àºòüñÿ ñèñòåìîþ ï³âíîðì 
1 2, ( )t tp v =  

1 2,
sup ( ) X

t t t
v t

∈
=

[ ]
, 1 2 1 2, ,  t t S t t∈ < , ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ( )C S X; . Á³ëüøå ïðî 

ïðîñòîðè âåêòîðíîçíà÷íèõ ôóíêö³é ìîæíà ä³çíàòèñÿ â [3, 4, 10].  

 ×åðåç 1( )H Ω  ïîçíà÷èìî ïðîñò³ð Ñîáîëºâà, ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ ç ôóíêö³é 

ä³éñíîãî ïðîñòîðó 2 ( )L Ω , ùî ìàþòü óçàãàëüíåí³ ïîõ³äí³ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç 

ïðîñòîðó 2 ( )L Ω , ç íîðìîþ 1

1 2
2 2

( )
1

i

n

xH
i

w w w dxΩ
=Ω

  = +    
∑∫

/

. ×åðåç 

1 2 ( )H ∂Ω/  ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñò³ð ñë³ä³â íà ∂Ω  ôóíêö³é ç 1( )H Ω  (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [6, 11]). Â³äîìî, ùî âêëàäåííÿ 1 2 2( ) ( )H L∂Ω ⊂ ∂Ω/  º íåïåðåðâíèì. 

Îïåðàòîð ñë³äó íà ïðîñòîð³ 1( )H Ω  ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç γ . Çàóâàæèìî, ùî 

îïåðàòîð 1 2: ( ) ( )H Lγ Ω → ∂Ω  º ë³í³éíèì ³ íåïåðåðâíèì. Íîðìó îïåðàòîðà 

ñë³äó γ  îçíà÷èìî ÿê 21( )

def

1 ( )sup
Hv Lv

Ω ≤ ∂Ωγ = γL . Ñèìâîëîì ( )SD  ïîçíà÷à-

òèìåìî ïðîñò³ð íåñê³í÷åííî äèôåðåíö³éîâíèõ ä³éñíèõ ôóíêö³é íà S  ç êîì-
ïàêòíèìè íîñ³ÿìè â ( , 0)− ∞ , íàä³ëåíèé â³äïîâ³äíîþ òîïîëîã³ºþ (äèâ. [3, 

ñ. 41]). ×åðåç 2
loc ( )L Q  (â³äïîâ³äíî 2

loc 1( )L Σ ) ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñò³ð âèçíà÷å-

íèõ íà Q  (â³äïîâ³äíî 1Σ ) ä³éñíîçíà÷íèõ ôóíêö³é, çâóæåííÿ ÿêèõ íà ìíî-

æèíó 1 2( , )t tΩ ×  (â³äïîâ³äíî 1 1 2( , )t tΓ × ) äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë 1t , 2t S∈ , 

1 2t t< , íàëåæèòü 2
1 2( ( , ))L t tΩ ×  (â³äïîâ³äíî 2

1 1 2( ( , ))L t tΓ × ). Íåïåðåðâíå 
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âêëàäåííÿ îäíîãî òîïîëîã³÷íîãî ïðîñòîðó â ³íøèé ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì 

« ». Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà nξ ∈   îçíà÷èìî íîðìó 
1 2

2

1

n

i
i=

 ξ = ξ 
 ∑

/

.  

Îçíà÷èìî ïðîñò³ð 

 
def

1( ) ( ) 0V v H v x= ∈ Ω : γ ={  äëÿ ìàéæå âñ³õ 0 x ∈ Γ } . 

Î÷åâèäíî, ùî V  º çàìêíåíèì ï³äïðîñòîðîì ïðîñòîðó 1( )H Ω , à, îòæå, V  º 

ðåôëåêñèâíèì ñåïàðàáåëüíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì â³äíîñíî íîðìè 1( )H Ω⋅  

[4, ñ. 32, 79]. Çàóâàæèìî, ùî 1
0 ( )V H= Ω  ïðè 0Γ = ∂Ω . 

 Ïîêëàäåìî  

 
def

1 2 1 1( , ) : ( ),  ( ) 0b b b b L b x∞= = ∈ Ω > {  äëÿ ìàéæå âñ³õ x ∈ Ω ; 

 2 1 2( ),  ( ) 0b L b x∞∈ Γ >  äëÿ ìàéæå âñ³õ 1x ∈ Γ } . 

 Äëÿ äîâ³ëüíîãî åëåìåíòà 1 2( , )b b b= ∈   îçíà÷èìî ã³ëüáåðòîâ³ ïðîñòîðè 
ç â³äïîâ³äíèìè ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè: 

 1 2 2
1

def def
1 2 2 1 2 2 1
1 1 1( )( ) : ( ) ,,     b Lb L b v v L b ww dxw w −

Ω
Ω

Ω = ∈ Ω = ∫  /
/ /{ } ( )( ) , 

 1 2 2
12

1

def def
1 2 2 1 2 2 1
2 1 2 1 2( )

( ) : ( ) ,,   
b L

b L b v v L w w b ww d−
Γ

Γ

Γ = ∈ Γ = Γ∫ /
/ /{ } ( ) ( ) . 

 Íîðìè ó ïðîñòîðàõ 1 2 2
1 ( )b L Ω/  ³ 1 2 2

2 1( )b L Γ/  â³äïîâ³äíî îçíà÷èìî ÿê 

 1 2 2 1 2 21 1

1 2 1 2 2
1( ) ( )

,          ( )( , )b L b L
w w b Lw wΩ Ω

= ∈ Ω/ /
/ / , 

 1 2 2 1 2 212 12

1 2 1 2 2
2 1( ) ( )

,         ( )( , )b L b L
w w b Lw wΓ Γ

= ∈ Γ/ /
/ / . 

 Îçíà÷èìî ëîêàëüíî îïóêëèé òîïîëîã³÷íèé âåêòîðíèé ïðîñò³ð 

 
def

1 2 1 22 2 2
loc 1 1 2 2 1( ; ) : ; ( ) ,  ; ( )b u L S V b u C S b L b u C S b L= ∈ ∈ Ω γ ∈ Γ/ /{ ( ) ( )}  

ç ñèñòåìîþ ï³âíîðì 

 
2

1 2 2
1 2 1 2 1

1

1 2

2
, , ( )( ) ( ) sup ( )

t

t t t t tV b L
t

p u u t dt u t∈ Ω

 
= + +  

 
∫ /

/

[ ]  

 1 2 2
1 2 12 1 2 1 2( )sup ( ) ,      , ,      t t t b Lu t t t S t t∈ , Γ+ γ ∈ </[ ] . 

Äëÿ ôóíêö³¿ bu ∈   ³íêîëè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ 
def

( , ) ( )( )u x t u t x=  ³ 
def

( , ) ( ( ))( )u x t u t xγ = γ . 

 Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç óïîðÿäêîâàíèõ íàáîð³â ç 1n +  

ä³éñíîçíà÷íèõ ôóíêö³é, âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèí³ nQ × ×  , áóäü-ÿêèé åëå-

ìåíò 0 1( , , , )na a a a=   ÿêî¿ ñêëàäåíèé ç êàðàòåîäîð³âñüêèõ ôóíêö³é (òîáòî 

äëÿ êîæíîãî 0, ,i n∈ { }  ôóíêö³ÿ ( , , , ) n
ia x t ⋅ ⋅ : × →    íåïåðåðâíà äëÿ 

ì. â. ( , )x t Q∈ , à ôóíêö³ÿ ( , , , ) :ia r Q⋅ ⋅ ξ →   âèì³ðíà äëÿ âñ³õ r ∈  , 
nξ ∈  ) ³ çàäîâîëüíÿº òàê³ óìîâè: 

(³) äëÿ ì. â. ( , )x t Q∈  ³ äîâ³ëüíèõ r ∈  , nξ ∈   

 1, 2,( , , , ) ( ) ( , ),      0, ,i a aa x t r q t r q x t i nξ ≤ + ξ + = ( ) , 

äå 1, loc ( )aq L S∞∈ , 2
2, loc ( )aq L Q∈ ;  
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(³³) äëÿ ì. â. ( )x t Q, ∈  ³ áóäü-ÿêèõ ,r r′ ∈  , , n′ξ ξ ∈   ìàºìî 

 
1

( , , , ) ( , , , ) ( )
n

i i i i
i

a x t r a x t r
=

′ ′ ′ξ − ξ ξ − +ξ∑( )  

 
22

0 0 1,( , , , ) ( , , , ) ( ) aa x t r a x t r r r K r r′ ′ ′ ′′+ ξ − ξ − ≥ + ξ − ξ−( ) ( ) , 

äå 1,aK  – äåÿêà çàëåæíà â³ä a  äîäàòíà ñòàëà.  

Íà ö³é ìíîæèí³ ââåäåìî â³äíîøåííÿ åêâ³âàëåíòíîñò³, ââàæàþ÷è ùî äâà 

íàáîðè 1a , 2a  åêâ³âàëåíòí³, ÿêùî 1 2( , , , ) ( , , , )i ia x t r a x t rξ = ξ , = 0,1, ,i n , äëÿ 

ì. â. ( , )x t Q∈  ³ âñ³õ r ∈  , nξ ∈  . Ôàêòîð-ìíîæèíó çà öèì â³äíîøåííÿì 

åêâ³âàëåíòíîñò³ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç  . 
 Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âèçíà÷åíèõ íà 1Σ ×   ä³éñíîçíà÷íèõ ôóíêö³é, 

áóäü-ÿêèé åëåìåíò d  ÿêî¿ º êàðàòåîäîð³âñüêîþ ôóíêö³ºþ (òîáòî ôóíêö³ÿ 
( , , )d x t ⋅ : →   º íåïåðåðâíîþ äëÿ ì. â. (ó ñåíñ³ n -âèì³ðíî¿ ì³ðè íà 1Σ ) 

1( , )x t ∈ Σ , à ôóíêö³ÿ 1( , , ) :d r⋅ ⋅ Σ →   âèì³ðíà äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈  ) ³ çà-
äîâîëüíÿº òàê³ óìîâè:  

(³³³) äëÿ ì. â. 1( , )x t ∈ Σ  ³ äîâ³ëüíîãî r ∈    

 1, 2,( , , ) ( ) ( , )d dd x t r q t r q x t≤ + , 

äå 1, loc ( )dq L S∞∈ , 2
2, loc 1( )dq L∈ Σ , òà ( , ,0) 0d x t = ;  

(³³³³) äëÿ ì. â. 1( , )x t ∈ Σ  ³ áóäü-ÿêèõ ,r r′ ∈   

 ( , , ) ( , , ) ( ) 0d x t r d x t r r r′ ′− − ≥( ) . 

Íà ö³é ìíîæèí³ òàêîæ ââåäåìî â³äíîøåííÿ åêâ³âàëåíòíîñò³, ââàæàþ÷è, ùî 
äâà åëåìåíòè 1 2,d d  åêâ³âàëåíòí³, ÿêùî 1 2( , , ) ( , , )d x t r d x t r=  äëÿ ì. â. ( , )x t ∈  

1∈ Σ  ³ âñ³õ r ∈  . Ôàêòîð-ìíîæèíó çà öèì â³äíîøåííÿì åêâ³âàëåíòíîñò³ ïî-

çíà÷àòèìåìî ÷åðåç  . 
 Òàêîæ îçíà÷èìî ëîêàëüíî îïóêëèé òîïîëîã³÷íèé âåêòîðíèé ïðîñò³ð 

 
def

2 2
1 2 1 loc 2 loc 1( , ) : ( ),  ( )f f f f L Q f L= = ∈ ∈ Σ{ }  

³ç ñèñòåìîþ ï³âíîðì 

 
2 2

1 2

1 1 1

1 2 1 2

2 2
, 1 2( ) ( , ) ( , )

t t

t t
t t

p f f x t dx dt f x t d dt
Ω Γ

   
= + Γ      

   
∫ ∫ ∫ ∫

/ /

, 

 1 2 1 2, ,       t t S t t∈ < . 

2. Îçíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçêó ³ îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé 1 2( , )b b b= ∈  , 

0 1( , , , )na a a a= ∈  , d ∈  ³ 1 2( , )f f f= ∈   – äåÿê³ çàäàí³ åëåìåíòè. Ðîç-

ãëÿäàòèìåìî óçàãàëüíåí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ ( )P . 
Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ ( )P  íàçèâàòèìåìî ôóíê-

ö³þ bu ∈   òàêó, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ ôóíêö³é v V∈  ³ ( )Sϕ ∈ D  çàäîâîëüíÿº 
³íòåãðàëüíó òîòîæí³ñòü 

 0 1
1

( , , , ) ( , , , ) ( )
i

n

i x
iQ

a x t u u v a x t u u v b x uv dxdt
=

   ′∇ + ∇ ϕ − ϕ +  
  
∑∫∫  

 

1

2( , , ) ( )d x t u v b x u v d dt
Σ

′+ γ γ ϕ − γ γ ϕ Γ =∫∫ { }  

 

1

1 2( , ) ( , )
Q

f x t v dx dt f x t v d dt
Σ

= ϕ + γ ϕ Γ∫∫ ∫∫ . (2) 
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 Ñôîðìóëþºìî òåïåð ðåçóëüòàò ïðî ³ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü óçàãàëüíåíîãî 
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ( )P . 

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî λ ∈   òàêîãî, ùî 

 
1

1
2

1, 1 2( ) ( )a L L
K b b∞ ∞

−

Ω Γ
 λ < ⋅ + γ 
 L , 

³ êîæíîãî t S∈  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 2 2
1

22 2
2,1 2 1( ) ( )

1 1

( , )( , ) ( , )
t t

t
aL L

t t

q xf f d dx d C e− λ
Ω Γ

− − Ω

τ⋅ τ + ⋅ τ τ + τ ≤∫ ∫ ∫( ) , (3) 

äå 1C  – äîäàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü â³ä ôóíêö³é 1f , 2f  òà 2 aq , . 

Òîä³ ³ñíóº ºäèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ( )P , ùî çàäîâîëüíÿº 
óìîâó 

 1

1

2 2 2
1 2( ) ( , ) ( ) ( , ) K tb x u x t dx b x u x t d o e−

Ω Γ

+ γ Γ =∫ ∫ [ ]  ïðè t → − ∞ , (4) 

äå 
1

1def
2

1 1, 1 2( ) ( )a L LK K b b∞ ∞

−

Ω Γ
 = ⋅ + γ 
 L . 

Á³ëüøå òîãî, öåé ðîçâ’ÿçîê äëÿ êîæíîãî t S∈  çàäîâîëüíÿº îö³íêó  

 1 2 1 22 2
11 2

2 2 2
1 2 2( ) ( )

1

( ) ( ) ( )
t

t
Vb L b L

t

b u t b u t u t dt C e− λ

Ω Γ
−

+ γ + ≤∫/ / , (5) 

äå 2 0C >  – ñòàëà, ùî çàëåæèòü â³ä 1C , 1 aK , , λ , γ L , 1b  ³ 2b . 

3. Äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó. Ïåðø í³æ ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî 
äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ äåÿ-
êîãî àáñòðàêòíîãî íåÿâíîãî åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ. Ïîò³ì, âèêîðèñòîâóþ÷è 
ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ö³º¿ çàäà÷³, äîâåäåìî òåîðåìó 1. 
 Íåõàé   – ä³éñíèé ðåôëåêñèâíèé ñåïàðàáåëüíèé áàíàõ³â ïðîñò³ð, à 

′: →    – ë³í³éíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð òàêèé, ùî 1 2,v v =  

2 1,v v=   äëÿ äîâ³ëüíèõ 1 2,v v ∈  ³ , 0v v >  äëÿ áóäü-ÿêîãî \ 0v ∈  { } . 

Òîä³ á³ë³í³éíà ôîðìà ,⋅ ⋅   âèçíà÷àº ñêàëÿðíèé äîáóòîê, à ôóíêö³îíàë 

1 2,⋅ ⋅  /  – íîðìó íà  . ×åðåç   ïîçíà÷èìî ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó   ó 

íîðì³ 1 2,⋅ ⋅  /  . Î÷åâèäíî, ùî âêëàäåííÿ    º ù³ëüíèì ³ äëÿ äîâ³ëüíîãî 

v ∈   âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü v v≤ ⋅L  , äå L  – íîðìà îïåðà-

òîðà : ′→   . ×åðåç îòîòîæíåííÿ ôóíêö³îíàë³â ìàºìî ù³ëüíå âêëàäåííÿ 
′ ′
  , ïðè÷îìó w w′ ′≤ ⋅L    äëÿ êîæíîãî w ′∈  . Ïðîñòîðè   

òà ′
  º ã³ëüáåðòîâèìè. Îïåðàòîð   ìàº ºäèíå ë³í³éíå íåïåðåðâíå ïðîäîâ-

æåííÿ : ′→    . Ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà ′
  çàäîâîëüíÿº óìîâó  

 , ,       ,       ( , ) w v w vw v ′ ′= ∈ ∈
    , (6) 

çâ³äêè, ïîêëàâøè w v=  , ìàºìî 

 ,             v v v′ = ∈
     . (7) 

Îòæå, îïåðàòîð : ′→     º ð³ñîâñüêèì ³çîìîðô³çìîì. Îá´ðóíòóâàííÿ öèõ 

ôàêò³â ìîæíà çíàéòè â ìîíîãðàô³ÿõ [24, ñ. 136–137] ³ [25, ñ. 137–138]. 
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 Íàäàë³ áóäå ïîòð³áíå òàêå  

Òâåðäæåííÿ 1 [13, ëåìà 2.1]. Íåõàé 2
loc ( ; )v L S∈  , 2

loc( ) ( ; )v L S′ ′∈  . 

Òîä³ ( ; )v C S∈  , ( ; )v C S ′∈    ³ ôóíêö³ÿ 2 2( ) ( )t v t v t ′≡
    º àá-

ñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà êîæíîìó â³äð³çêó ç S . Á³ëüøå òîãî,  

 2 2( ) ( ) 2 ( ) , ( )d dv t v t v t v t
dt dt ′ ′= =

   
 ( )  (8) 

äëÿ ì. â. t S∈ .  

 Íåõàé ( , ) :t ′⋅ →   , t S∈ , – ñ³ì’ÿ îïåðàòîð³â òàêèõ, ùî 

1°) äëÿ êîæíî¿ âèì³ðíî¿ ôóíêö³¿ :v S →   ôóíêö³ÿ , ( ) :v S ′⋅ ⋅ → ( )  
âèì³ðíà;  

2°) ÿêùî 2
loc ( ; )v L S∈  , òî 2

loc, ( ) ( ; )v L S ′⋅ ⋅ ∈ ( ) .  
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ àáñòðàêòíîãî íåÿâíîãî 

åâîëþö³éíîãî ð³âíÿííÿ 

 ′ + = ∈( ) , ( ) ( ),          u t t u t t t S  ( ) ( ) , (9) 

äå 2
loc ( ; )L S ′∈   – äåÿêà ôóíêö³ÿ. Äàë³ öþ çàäà÷ó íàçèâàòèìåìî ïðîñòî çà-

äà÷åþ (9). 

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêö³þ 2
loc ( ; )u L S∈   íàçèâàòèìåìî ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ 

(9), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (9) ó ïðîñòîð³ ( )D S′ ′; . 

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ôóíêö³ÿ 2
loc ( ; )u L S∈   º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (9), òî 

ç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâàº, ùî ( ; )u C S∈   ³ ( ; )u C S ′∈   . 

Òåîðåìà 2. Íåõàé âêëàäåííÿ    êîìïàêòíå, à ñ³ì’ÿ îïåðàòîð³â 

( , )t ⋅ , t S∈ , çàäîâîëüíÿº òàê³ óìîâè:  

3°)  ³ñíóþòü ôóíêö³¿ 1 loc ( )L S∞α ∈  ³ 2
2 loc ( )L Sα ∈  òàê³, ùî äëÿ ì. â. 

t S∈  ìàºìî 

  1 2( , ) ( ) ( ),      t v t v t v′ ≤ α + α ∈   ; 

4°)  ³ñíóþòü ÷èñëî 1 0β >  òà ôóíêö³ÿ 1
2 loc ( )L Sβ ∈ , 2 0β ≥ , òàê³, ùî 

äëÿ ì. â. t S∈  ìàºìî 

  2
1 2( , ), ( ),       t v v v t v≥ β − β ∈   ; 

5°)  äëÿ ìàéæå âñ³õ t S∈  ³ äîâ³ëüíèõ åëåìåíò³â ,v w ∈   ä³éñíîçíà÷íà 

ôóíêö³ÿ ( , ),s t v sw w+   º íåïåðåðâíîþ íà  ;  

6°)  ³ñíóº ñòàëà 2 0K >  òàêà, ùî äëÿ ì. â. t S∈  ³ äîâ³ëüíèõ ,v w ∈   
âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

  2
2( , ) ( , ),t v A t w v w K v w− − ≥ −

  . 

Òîä³, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî λ ∈  , 1λ < β L/  ³ 2Kλ < , âèêîíóºòüñÿ 

íåð³âí³ñòü 

 2
2 3

1 1

( ) ( ) ,        
t t

t

t t

d d C e t S− λ
′

− −

τ τ + β τ τ ≤ ∈∫ ∫ , (10) 

äå 3C  – äåÿêà çàëåæíà â³ä   òà 2β  äîäàòíà ñòàëà, òî ³ñíóº ºäèíèé ðîç-

â’ÿçîê çàäà÷³ (9), ùî ïðè t → − ∞  çàäîâîëüíÿº óìîâó 

 22 2( ) K tu t o e−
′ =


 [ ] . (11) 
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Á³ëüøå òîãî, äëÿ öüîãî ðîçâ’ÿçêó âèêîíóºòüñÿ îö³íêà 

 2 2
4

1

( ) ( ) ,         
t

t

t

u t u d C e t S− λ
′

−

+ τ τ ≤ ∈∫  , (12) 

äå 4 0C >  – ñòàëà, ùî çàëåæàòü â³ä 3C , 1β , λ  ³ îïåðàòîðà  . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè îïåðàòîð : ′→     – ð³ñîâñüêèé ³çîìîð-

ô³çì, òî îòîòîæíèâøè ïðîñòîðè   òà ′
  çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ð³ñà (äèâ. 

[5, ñ. 132]), îòîòîæíèìî êîæíèé åëåìåíò v ∈   ç åëåìåíòîì v ′∈   . Êð³ì 

òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà w ′∈   çíàéäåòüñÿ ºäèíèé åëåìåíò v ∈   

òàêèé, ùî w v=  . Ï³ñëÿ âêàçàíîãî îòîòîæíåííÿ ð³âíÿííÿ (9) ïåðåïèøåìî ó 
âèãëÿä³ 
 ′ + = ∈( ) , ( ) ( ),           u t t u t t t S ( ) . 

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2 âèïëèâàº ç òåîðåì 3.2, 3.4 ³ íàñë³äêó 3.1 ðîáîòè [1]. ◊ 
Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè 1. Îñíîâíà ³äåÿ ì³ðêóâàíü òàêà: ñïî÷àòêó 

ïîêàæåìî, ùî çàäà÷à ( )P  º êîíêðåòíîþ ðåàë³çàö³ºþ çàäà÷³ (9) (ïðè â³äïî-

â³äíîìó âèáîð³  ,   òà  ). Äàë³, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè òåîðåìè 2, 
ïîêàæåìî ³ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³, à, îòæå, é óçàãàëüíå-
íîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ( )P . 

Åòàï 1. Íåõàé 1 2( , )b b b= ∈  . Îçíà÷èìî îïåðàòîð B V V′: →  çà ïðà-
âèëîì 

 

1

1 2, ( ) ( ) ,      ,VBv w b x vwdx b x v wd v w V
Ω Γ

= + γ γ Γ ∈∫ ∫ . (13) 

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð B  º ë³í³éíèì, íåïåðåðâíèì ³ çàäîâîëüíÿº óìîâè ñè-
ìåòðè÷íîñò³ , ,V VBv w Bw v=  äëÿ äîâ³ëüíèõ ,v w V∈  ³ ñòðîãî¿ ìîíîòîí-

íîñò³ 0VBv v, >  äëÿ áóäü-ÿêîãî v V∈ , 0v ≠ . Òîìó ôóíêö³îíàë 1 2, VB ⋅ ⋅ /  

º íîðìîþ, à á³ë³í³éíà ôîðìà , VB ⋅ ⋅  – ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà V . 

 Îçíà÷èìî ã³ëüáåðòîâ³ ïðîñòîðè ç â³äïîâ³äíèìè ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè: 

 1 2 2
1

def def
1 2 1 22 2

( )1 1 1( ) : ( ) ,      ( )( , )b Lb L b v v L b x vwdxv w −
− −

Ω
Ω

Ω = ∈ Ω = ∫/
/ /{ } , 

 1 2 2
12

1

def def
1 2 1 22 2

2 1 2 1 2( )
( ) : ( ) ,     ( , ) ( )

b L
b L b v v L v w b x vwd−

− −

Γ
Γ

Γ = ∈ Γ = Γ∫/
/ /{ } . 

Òîä³ ïðîñò³ð 
def

1 2 1 22 2
1 2 1( ) ( )BV b L b L− −= Ω × Γ/ /  ñòàº ã³ëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì, ÿê-

ùî íà íüîìó ââåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê  

 1 2 1 22 2
11 2

def

1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( )
, , , ( , ) ( , )

BV b L b L
v v w w v w v w− −Ω Γ

= +( ) / /[ ] [ ] ,  

äå 1 2,v v[ ] , 1 2, Bw w V∈[ ] . Íîðìà íà BV  äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 2, Bv v V∈[ ]  âèçíà÷à-

ºòüñÿ òàê: 
def

1 2
1 2 1 2 1 2, , , ,

B BV V
v v v v v v= /[ ] [ ] [ ]( )  . Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðîñò³ð 

BV  º ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó V  ñòîñîâíî íîðìè 1 2, VB ⋅ ⋅ /  (äèâ. [24, ñ. 12], à 

òàêîæ [25, ñ. 141]), ÿêùî êîæíèé åëåìåíò v V∈  îòîòîæíèòè ç åëåìåíòîì 
, Bv v Vγ ∈[ ] . 

 Ñïðÿæåíèì äî BV  º ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð 1 2 2 1 2 2
1 2 1( ) ( )BV b L b L′ = Ω ⊕ Γ/ /  ç³ 

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì 1 2 1 22 2
11 2

def

1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( )
( , ) ( , ) ( , )

BV b L b L
v v w w v w v w′ Ω Γ

⊕ ⊕ = +/ / , 
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äå 1 2v v⊕ , 1 2 Bw w V′⊕ ∈ . Íîðìó íà BV′  îçíà÷óºìî ÿê 
def

1 2 BV
v v ′⊕ =  

def 1 2
1 2 1 2( , )

BV
v v v v ′= ⊕ ⊕ /

 äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 2 Bv v V′⊕ ∈ . Î÷åâèäíî, ùî ìàºìî íå-

ïåðåðâíå âêëàäåííÿ BV V′ ′ , âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì 

 

1

def

1 2 1 2, , ,
BV V

w v w w v v w vdx w vd
Ω Γ

= ⊕ γ = + γ Γ∫ ∫[ ]  

äëÿ äîâ³ëüíèõ 1 2 Bw w w V′≡ ⊕ ∈  ³ v V∈ . 
 Ñòîñîâíî äîáóòê³â ³ ïðÿìèõ ñóì òîïîëîã³÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîð³â â³ä-
ñèëàºìî äî ìîíîãðàô³é [7, ñ. 130–141] òà [9, ñ. 31–33, 174].  
 Íàäàë³ áóäå ïîòð³áíà òàêà  

Ëåìà 1. Âêëàäåííÿ BV V  êîìïàêòíå. 

Ä î â å ä å í í ÿ.  Íåõàé 1k kv +∞
={ }  – äîâ³ëüíà îáìåæåíà ïîñë³äîâí³ñòü ó 

ïðîñòîð³ V . Òîä³ ç îãëÿäó íà ðåôëåêñèâí³ñòü ïðîñòîðó V , êîìïàêòí³ñòü 

âêëàäåííÿ 1 2( ) ( )H LΩ Ω  (äèâ. [11, ñ. 168]) ³ êîìïàêòí³ñòü îïåðàòîðà ñë³äó 
1 2: ( ) ( )H Lγ Ω → ∂Ω  (äèâ., íàïðèêëàä, [14, òåîðåìà 2.79]) âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ 

ï³äïîñë³äîâíîñò³ 1jk jv +∞
={ }  ïîñë³äîâíîñò³ 1k kv +∞

={ }  òàêî¿, ùî   
jk

j
v v

→∞
→  ñèëüíî 

â 2 ( )L Ω  ³   
jk

j
v v

→∞
γ → γ  ñèëüíî â 2( )L ∂Ω , à òîìó ³ â 2

1( )L Γ . Çâ³äñè ìàºìî 

 
1 2 2 2

1

2 22

1 1 ( )( ) ( )
( )  0jj j

kk kL jb L L
v vv v b x dx b v v∞− Ω →∞Ω Ω

Ω

−− = ≤ − →∫/  

òà 

 
1 2 2

12
1

2
2

2
( )

( )
j jk k

b L
v v b x v v d− Γ

Γ

γ − γ = γ − γ Γ ≤∫/  

 
21

1

2

1 ( ) ( )
  0

jkL jL
b v v∞ Γ →∞Γ

≤ γ − γ → . 

Îòæå, 
jk

j
v v

→∞
→  ñèëüíî â BV , ùî é äîâîäèòü êîìïàêòí³ñòü âêëàäåííÿ 

BV V . ◊ 
 Íåõàé 0 1( , , , )na a a a= ∈  , d ∈ . Îçíà÷èìî ñ³ì’þ îïåðàòîð³â ( , ):A t ⋅  

: V V′→ , t S∈ , çà ïðàâèëîì 

 0
1

( , ), ( , , , ) ( , , , )
i

n

i xV
i

A t v w a x t v v w a x t v v w dx
=Ω

 = ∇ + ∇ + 
 
∑∫  

 

1

( , , )d x t v w d
Γ

+ γ γ Γ∫ , (14) 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ,v w V∈ .  

 Íåõàé 1 2( , )f f f= ∈  . Îçíà÷èìî ôóíêö³þ 2
loc ( ; )F L S V′∈  çà ïðàâèëîì  

 

1

1 2( ), ( , ) ( , )        VF t w f x t wdx f x t wd w V
Ω Γ

= + γ Γ ∀ ∈∫ ∫ . (15) 

 Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ  

 ( ) , ( ) ( )Bu t A t u t F t′ + =( ) ( )  â ( ; )S V′ ′D , (16) 

ï³ä ðîçâ’ÿçêîì ÿêî¿ ðîçóì³òèìåìî ôóíêö³þ 2
loc ( ; )u L S V∈ , ùî çàäîâîëüíÿº 

ð³âíÿííÿ (16).  
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 Ïðàâèëüíèì º  
Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî ôóíêö³ÿ bu ∈   – óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 

( )P , òî âîíà º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (16) ³, íàâïàêè, ÿêùî ôóíêö³ÿ u ∈  
2
loc ( ; )L S V∈  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (16), òî u  – óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà-

÷³ ( )P . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ôóíêö³ÿ bu ∈   – óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê çà-

äà÷³ ( )P , òîáòî u  çàäîâîëüíÿº ³íòåãðàëüíó òîòîæí³ñòü (2). Ïåðåïèøåìî öþ 
òîòîæí³ñòü ó âèãëÿä³ 

 

1

1 2
1

( ) ( ) ( )
i

n

i x
iS S

b x uvdx b x u vd dt a x t u u v
=Ω Γ Ω

   ′− + γ γ Γ ϕ + , , , ∇ +  
  
∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

1

0 ( ) ( )a x t u u v dx b s t u v d dt
Γ

+ , , , ∇ + , , γ γ Γ ϕ = 
 ∫  

 

1

1 2( , ) ( , )
S

f x t vdx f x t vd dt
Ω Γ

 = + γ Γ ϕ 
 ∫ ∫ ∫ , (17) 

äëÿ äîâ³ëüíèõ ôóíêö³é v V∈  ³ ( )Sϕ ∈ D . Ç òîòîæíîñò³ (17) ç óðàõóâàííÿì 
(13)–(15) âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ u  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (16). 

 Íàâïàêè, íåõàé 2
loc ( ; )u L S V∈  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (16), òîä³ u  çàäîâîëü-

íÿº ³íòåãðàëüíó òîòîæí³ñòü (17), à, îòæå, é (2). Ïîêàæåìî, ùî bu ∈  . Îñ-

ê³ëüêè ( ; )BBu C S V′∈  (äèâ. çàóâàæåííÿ 2), òî ç ð³âíîñò³ 

 

1

2 2 2 2
1 2( ) ( ) ,        

B BV VBv v b x v dx b x v d v V′
Ω Γ

= = + γ Γ ∈∫ ∫ , (18) 

³ îçíà÷åíü íîðì 1 2 2
1 ( )b L Ω⋅ / , 1 2 2

12 ( )b L Γ⋅ /  îòðèìóºìî, ùî 1 2 2
1 1; ( )b u C S b L∈ Ω/( )  ³ 

1 2 2
2 2 1; ( )b u C S b Lγ ∈ Γ/( ) . Òîìó bu ∈  . ◊ 

Åòàï 2. Ïîêàæåìî, ùî çàäà÷à (16) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ùî çàäîâîëü-
íÿº óìîâó 

 22 2( )
B

K t
VBu t o e−

′ = [ ] ïðè t → − ∞ . 

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàºìî òâåðäæåííÿ 2 ³ òåîðåìó 2. Îòæå, ïîòð³áíî ïåðåêî-
íàòèñÿ â òîìó, ùî ó íàøîìó âèïàäêó âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2. 
 Âèêîíàííÿ óìîâè 1°) äëÿ ñ³ì’¿ îïåðàòîð³â ( , )A t ⋅ , t S∈ , âèïëèâàº ç (14) 

³ òîãî, ùî ôóíêö³¿ ia , 0, ,i n=  , d  – êàðàòåîäîð³âñüê³. 

 Ïîêàæåìî, ùî ñ³ì’ÿ îïåðàòîð³â ( , )A t ⋅ , t S∈ , çàäîâîëüíÿº óìîâó 3°). Ç 

(14), óìîâ (i), (iii) òà íåð³âíîñò³ Ãåëüäåðà äëÿ ì. â. t S∈  ³ äîâ³ëüíèõ 
,v w V∈  îòðèìàºìî 

 0
1

( , ), ( , , , ) ( , , , )
i

n

i xV
i

A t v w a x t v v w a x t v v w dx
=Ω

 ≤ ∇ + ∇ + 
 
∑∫  

 2

1

5 1, 2, ( )
( , , ) ( ) ( , )a aV VL

d x t v w d C q t v q t w
Ω

Γ

+ γ γ Γ ≤ + ⋅ +∫ ( )  

 2 22
1 11

6 1, 2,( ) ( )( )
( ) ( , )d dL LL

C q t v q t wΓ ΓΓ
+ γ + ⋅ γ( ) , (19) 

äå 5 0C > , 6 0C >  – äåÿê³ ñòàë³. Îñê³ëüêè 2 2
1( ) ( )L Lw wΓ ∂Ωγ = γ  äëÿ áóäü-ÿêî-

ãî w V∈ , òî ç (19) ³ íåïåðåðâíîñò³ îïåðàòîðà ñë³äó 1 2: ( ) ( )H Lγ Ω → ∂Ω  ìà-

ºìî âèêîíàííÿ óìîâè 3°) ç ôóíêö³ÿìè 
def

1 7 1, 1,( ) ( ) ( )a dt C q t q tα = +( ) , 
def

2 ( )tα =  
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2 2
1

def

8 2, 2,( ) ( )
( , ) ( , )a dL L

C q t q t
Ω Γ

= ⋅ + ⋅( )  , äå 7C , 8C  – äîäàòí³ ñòàë³, ùî çàëå-

æàòü ëèøå â³ä íîðìè îïåðàòîðà ñë³äó 1 2: ( ) ( )H Lγ Ω → ∂Ω .  

 Â³äì³òèìî, ùî óìîâà 2°) º íàñë³äêîì óìîâ 1°) òà 3°).  

 Íåõàé, ÿê ³ ðàí³øå, λ∈   òàêå, ùî 
1

1
2

1, 1 2( ) ( )a L L
K b b∞ ∞

−

Ω Γ
 λ < ⋅ + γ 
 L , 

³ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (3). Òîä³ çíàéäåòüñÿ òàêå ä³éñíå ÷èñëî 0δ > , ùî 

ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 
1

2
1 2 1,( ) ( ) 2( )aL L

b b K∞ ∞Ω Γ
 λ + γ < − δ 
 L . Ç óìîâ 

(i), (ii) ³ íåð³âíîñò³ Êîø³ îòðèìóºìî, ùî 

 2 2
0 1,

1 1

( , , , ) ( , , , ) ( , ,0,0)( )
n n

i i a i i
i i

ra x t r a x t r r K a x t
= =

ξ ξ + ξ ≥ + ξ + ξ +∑ ∑  

 2 2
0 1, 2,

1

( , ,0,0) ( , )
n

a a i
i

ra x t r K q x t r
=

 + ≥ + ξ − ξ + ≥ 
 ∑( )  

 2 2 2
1 2

1( ) ( )
4a a

nK r q x t, ,
+≥ − δ + ξ − ,
δ

( ) , 

äëÿ ì. â. ( , )x t Q∈  ³ áóäü-ÿêèõ r ∈  , nξ ∈  . Çâ³äñè ³ ç óìîâè (³³³³) îòðèìó-

ºìî, ùî äëÿ ì. â. t S∈  ³ áóäü-ÿêîãî v V∈  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 2 2
1, 2,

1( , ), ( ) ( , )
4a aV V

nA t v v K v q x t dx
Ω

+≥ − δ −
δ ∫ . 

Îòæå, ìàºìî âèêîíàííÿ óìîâè 4°) ç³ ñòàëîþ 1 1,aKβ = − δ  ³ ôóíêö³ºþ 

2
2,2

1 ( , )( )
4 a

n q x tt dx
Ω

+β =
δ ∫ . 

 Òåïåð äîâåäåìî âèêîíàííÿ óìîâè 5°) ñ³ì’ºþ îïåðàòîð³â ( , )A t ⋅ , t S∈ , 

òîáòî ïîêàæåìî, ùî äëÿ ì. â. t S∈  ³ äîâ³ëüíèõ ,v w V∈  ä³éñíîçíà÷íà ôóíê-

ö³ÿ 
def

( ) ( , ), Vs A t v sw wΨ = +  º íåïåðåðâíîþ íà  . Ç óìîâ (i), (iii) òà 

òåîðåìè Êðàñíîñºëüñüêîãî (äèâ. [18, òåîðåìà 1.4.7] àáî [25, íàñë³äîê II.3.4]) 
äëÿ ì. â. t S∈  ìàºìî  

 2

0
( , , , ) ( , , , )   0,      0, ,i i

s
a x t v sw v s w a x t v v dx i n

→
Ω

+ ∇ + ∇ − ∇ → =∫  , 

òà 

 

1

2

0
( , , ) ( , , )   0

s
d x t v s w d x t v d

→
Γ

γ + γ − γ Γ →∫ . 

Çâ³äñè, à òàêîæ ç (14) ³ íåð³âíîñò³ Ãåëüäåðà âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ Ψ  íåïå-
ðåðâíà â òî÷ö³ 0 , à òîìó ³ â áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ÷èñëîâî¿ îñ³. 

 Íåõàé λ ∈  , ÿê ³ ðàí³øå, º òàêèì, ùî 
1

2
1 2( ) ( )L L

b b∞ ∞Ω Γ
 λ + γ < 
 L  

1,2( )aK< − δ  äëÿ äåÿêîãî 0δ >  ³ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (3). Ïîêàæåìî, ùî 

òîä³ 1 Bλ < β L/  ³ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (10). Ñïðàâä³, îñê³ëüêè 

 
1 1

sup sup ,
V V

V
v w

B Bv w
≤ ≤

= =L  

 

1

1 2
1 1

sup sup ( ) ( )
V Vv w

b x vw dx b x v w d
≤ ≤ Ω Γ

 = + γ γ Γ ≤ 
 ∫ ∫  
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1

2
1 2( ) ( )

1 1
sup sup

V V

V VL L
v w

b b v w∞ ∞Ω Γ
≤ ≤

 ≤ + γ = 
 L  

 
1

2
1 2( ) ( )L L

b b∞ ∞Ω Γ= + γ L  (20) 

³ 1 1, 0aKβ = − δ > , òî ìàºìî 1 Bλ < β L/ . Âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ (10) âèïëè-

âàº ç (3) ³ ç òîãî, ùî 

 

1

1 2
1 1

( ) sup ( ), sup ( , ) ( , )
V V

V V
w w

F F w f x wdx f x wd′
≤ ≤ Ω Γ

 τ = τ = τ + τ γ Γ ≤ 
 ∫ ∫  

 2 2
11 2( ) ( )

1
sup ( , ) ( , )

V

VL L
w

f f wΩ Γ
≤

≤ ⋅ τ + γ ⋅ τ ≤L( )  

 2 2
11 2( ) ( )

1 ( , ) ( , )
L L

f fΩ Γ≤ + γ ⋅ τ + ⋅ τL( )( ) , (21) 

äëÿ ì. â. 0τ <  òà 
2

2,2
1 ( , )( ) 0

4 a
n q x tt dx

Ω

+β = ≥
δ ∫ . 

 Ç (14), óìîâ (ii), (³³³³), íåïåðåðâíîñò³ âêëàäåííÿ BV V  òà ç íåð³âíîñò³ 

(20) äëÿ ì. â. t S∈  ³ áóäü-ÿêèõ ,v w V∈ , v w≠ , ìàºìî 

 2
1,( , ) ( , ), aV VA t v A t w v w K v w− − ≥ − ≥  

 

1

2
1,

2
1 2( ) ( )

Ba V

L L

K v w

b b∞ ∞Ω Γ

−
≥

+ γ L

. (22) 

Òàêèì ÷èíîì, ñ³ì’ÿ îïåðàòîð³â ( , )A t ⋅ , t S∈ , çàäîâîëüíÿº óìîâó 6°) òåîðå-

ìè 2 ç³ ñòàëîþ 
1

1
2

2 1, 1 2( ) ( )a L L
K K b b∞ ∞

−

Ω Γ
 = ⋅ + γ 
 L .  

 Îòæå, ç òåîðåìè 2 âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (16), à òîìó é 
óçàãàëüíåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ( )P . Âðàõóâàâøè ð³âí³ñòü (18) ³ íåð³âí³ñòü 
(22), îòðèìóºìî, ùî öåé óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê º ºäèíèì ó êëàñ³ ôóíêö³é ç 

b , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4), êð³ì òîãî, â³í çàäîâîëüíÿº îö³íêó (5). ◊ 
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ДИНАМИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ 
ДЛЯ ПОЧТИ ЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
 
Èçó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ëèíåéíûõ è 
ïî÷òè ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñíà÷àëà óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ íåêîòî-
ðîãî àáñòðàêòíîãî íåÿâíîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå ôóíêöèé ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíûì ïîâåäåíèåì ïðè t → − ∞ . Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçàíî 

ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â êëàññå ôóíêöèé ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíûì ïîâåäåíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè. 
 
DYNAMIC BOUNDARY-VALUE PROBLEMS WITHOUT INITIAL CONDITIONS  
FOR ALMOST LINEAR PARABOLIC EQUATIONS 
 
We study the problem without initial conditions for linear and almost linear parabolic 
equations. First, we establish conditions for existence and uniqueness of solution of the 
problem without initial conditions for some abstract implicit evolution equation in the 
class of functions with the exponential behavior as t → − ∞ . Then, using these results, 

we prove the existence and uniqueness of solution of the original problem in the class of 
functions with the exponential behavior at infinity. 
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