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ÓÄÊ 539.3 
 
А. Г. Николаев, Ю. А. Щербакова 
 
АППАРАТ И ПРИЛОЖЕНИЯ ОБОБЩЕННОГО МЕТОДА ФУРЬЕ 
ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ, ОГРАНИЧЕННЫХ 
ПЛОСКОСТЬЮ И ПАРАБОЛОИДОМ ВРАЩЕНИЯ 
 

Ïîñòðîåíû íîâûå áàçèñíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîãî ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ è ïîëó÷åíû äëÿ íèõ òåîðåìû ñëîæåíèÿ, 
âûðàæàþùèå èõ ÷åðåç öèëèíäðè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà è íà-
îáîðîò. Èññëåäîâàíà çàäà÷à î äåéñòâèè îñåâîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû íà óïðó-
ãîå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ íåïîäâèæíûì âêëþ÷åíè-
åì â ôîðìå ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ. Çàäà÷à ðåøåíà îáîáùåííûì ìåòîäîì Ôó-
ðüå è ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé c îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà 
ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ïîëóïðîñòðàíñòâà è âêëþ÷å-
íèÿ. Ðàññìîòðåíà çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò ôîðìû ïàðàáîëîèäàëüíîãî 
âêëþ÷åíèÿ è îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðàíè÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ïðîàíàëèçè-
ðîâàíû ðåçóëüòàòû ñ÷åòà.  

 
Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñò-

âåííûõ êàíîíè÷åñêèõ òåëàõ ñ óñëîæíåííûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, ñ òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèåé ìàòåðèàëà òåëà – îäíî 
èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé íàóêè [12]. Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàìå äëÿ ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ ðàçíûìè ïîäõîäàìè áûëè ïîñòðîåíû 
â ðàáîòàõ Þ. Í. Ïîäèëü÷óêà [7] è À. Ô. Óëèòêî [10, 11]. Â ïåðâîì ñëó÷àå 
áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñïåöèàëüíîì âûáîðå âñïîìîãàòåëü-
íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â îáùåì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ 
â ôîðìå Ïàïêîâè÷à – Íåéáåðà. Âî âòîðîì – áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ñîáñò-
âåííûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé. Â ðàáîòå À. Ã. Íèêîëàåâà [2] òî÷íûå ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Ëàìå äëÿ ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ ïîñòðîåíû â âèäå íàáîðà áà-
çèñíûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé. Âûáîð âñïîìîãàòåëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé îñóùåñòâëåí èíà÷å, ÷åì â [7]. Îïðåäåëåíèå è äîêàçàòåëüñòâî áàçèñíîñ-
òè ïðèâåäåíî â ðàáîòå [3]. Ïðåäëîæåííàÿ ôîðìà ðåøåíèé íàèáîëåå óäîáíà 
äëÿ ðåàëèçàöèè îáîáùåííîãî ìåòîäà Ôóðüå (ÎÌÔ) â ïðîñòðàíñòâåííûõ 
ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ [5]. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïðèâåäåíû 
â [9]. Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ äëÿ 
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ äàíî â ðàáîòå [8].  

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâåäåíî ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ ïåðåìåùåíèé 
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ, àíàëîãè÷íûõ ïåðåìå-
ùåíèÿì [2]. Äëÿ ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíû òåîðåìû ñëîæåíèÿ «ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî – ïàðàáîëîèä». Îíè ðàñïðîñòðàíÿþò àïïàðàò îáîáùåííîãî 
ìåòîäà Ôóðüå, ðàçðàáîòàííûé â [4] áåç ó÷åòà ðåøåíèé äëÿ ïàðàáîëîèäà, íà 
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå òåëà, îãðàíè÷åííûå òàêèìè ïîâåðõíîñòÿìè.  

Ðàññìîòðèì â èñõîäíîé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , , )zρ ϕ  
óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ 

2
1 2 ,              0jz c c c= ρ − > .  

Ââåäåì òðè ïàðàáîëîèäàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ( , , )j jβ α ϕ , 1 3j = ÷ , 

êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äåêàðòîâûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò 
( , , )j j jx y z  ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè: 

 2 2( ),           
2
j

j j j j j j j

a
z a= α − β ρ = α β , (1) 

ãäå , 0;  0j j jaα β ≥ >  – ïàðàìåòðû ïàðàáîëîèäàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò. 

Ñâÿæåì òðè ââåäåííûå äåêàðòîâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ èñõîäíîé îñ-
íîâíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 
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 ,          ( )j j j jz zρ = ρ = ν + γ , (2) 

ãäå 0,  j jν > γ  – ïàðàìåòðû, êîòîðûå áóäóò ïîäîáðàíû äàëåå. 

Çàäàäèì ïîâåðõíîñòü ïàðàáîëîèäà 2
1 2z c c= ρ −  â ïàðàáîëîèäàëüíûõ 

êîîðäèíàòàõ â âèäå 0j jβ = β , 1 3j = ÷ . Óðàâíåíèå èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè â 

j -é äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèíèìàåò âèä 

 
2 2

0
2
0

22

j j j
j

j j

a
z

a

ρ β
= −

β
. (3) 

Ñ ó÷åòîì (2) è (3) ïîëó÷èì 

 
2
02

2
0

22

j j j
j j

j j

a
z

a

ν β = ρ − ν − γ 
 β

. 

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàäàåò ïîâåðõíîñòü èñõîäíîãî ïàðàáîëîèäà, åñëè 

 2 2
0

1 1
,           

2 4
j j

j j j
j

c
a

c c

ν ν
β = γ = −

ν
. 

Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû êî-
îðäèíàòû jα , 1 3j = ÷ . À èìåííî, íà ïîâåðõíîñòè 0j jβ = β  ïðè óñëîâèè 

1j jaν =  ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 1 2 3α = α = α . 

Â ïàðàáîëîèäàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ââåäåì áàçèñíûå ãàðìîíè÷åñ-
êèå ôóíêöèè 

 (9)
, ,

( )
( , , ) ( ) ,       ,  

( )

m j im
m j j j m j

m j

K
u J e m

I
± ϕ
λ +

λβ 
α β ϕ = λα λ ∈ ∈ λβ 

  , (4) 

ðåãóëÿðíûå â îáëàñòÿõ 9 0( , , ) :j j j j
± >

<Ω = α β ϕ β β{ } . Â (4) ïðèíÿòû ñòàíäàðò-

íûå îáîçíà÷åíèÿ: ( ), ( )m mJ x I x  è ( )mK x  – îáû÷íàÿ è ìîäèôèöèðîâàííàÿ 

ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà è ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìáèíàöèé ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå îáåñ-

ïå÷àò òî÷íîñòü ðåøåíèé íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè 9
±∂Ω , âîñïîëüçóåìñÿ èí-

òåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì [1] 

 (9) (1)2
, , 0

11( , , ) 2 ch ( )
4

immt
m j j j j

j
u e e H z i t i a

∞ π−+
λ

−∞

  α β ϕ = λ + ρ − ϕ + 
 ∫ ( )  

 (2)2
0

12 ch ( )
im

j
j

e H z i t i dta

π  + λ − ρ − ϕ 
 

( ) , 

 0,   0,   0,   ( 2, 2),   j j mλ > α > β > ϕ ∈ − π π ∈ / / .  (5) 

Çäåñü (1) (2)
0 0( ),  ( )H x H x  – ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. 

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (5) ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó 

 (9)
, , ( , , )m j j j

j
u

z
+
λ

∂ α β ϕ =
∂

 

 

(1)
1

2

1

1

2 ch ( )
1
4

2 ch ( )

jim jmt

j
j

H z i t i a
e e

a z i t i a

∞ π−

−∞

  λ λ + ρ − ϕ   = −
 + ρ − ϕ


∫
( )

( )
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(2)
1

2

1

1

2 ch ( )

2 ch ( )

jim j

j
j

H z i t i a
e dt

a z i t i a

π−

 λ λ − ρ − ϕ  − 
− ρ − ϕ


( )

( )
. (6) 

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé Õàíêåëÿ 

 ( ) ( )
1 0( ) ( )i id pH p pH p

dp
=[ ] , 

èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6) ïîëó÷àåì 

 (9)
, , ( , , )m j j j

j
u

z
+
λ

∂ ∂ α β ϕ =
∂λ ∂

 

 (1)2
0

11 2 ch ( )
4

immt
j

jj
e e H z i t i aa

∞ π−

−∞

 λ  = λ + ρ − ϕ − 
 ∫ ( )  

 (2)2
0

12 ch ( )
im

j
jj

e H z i t i dtaa

π− λ  − λ − ρ − ϕ = 
 

( )  

 (9)
, , ( , , )m j j j

j
u

a
+
λ

λ= − α β ϕ . 

Òàêèì æå ñïîñîáîì ïðåîáðàçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ 

 (9) (9)
, , , 1,( , , ) ( , , )i
m j j j m j j je D u u± ϕ ± + +

λ λ ±
∂ α β ϕ = ± α β ϕ

∂λ
, 

ãäå iD± ∂ ∂= ±
∂ρ ρ ∂ϕ

. 

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ìîæíî çàïèñàòü äëÿ âíóòðåííèõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Ëàïëàñà: 

 (9) (9)
, , , ,( , , ) ( , , )j m j j j m j j j

j
a u u

z
− −
λ λ

∂ ∂ α β ϕ = − α β ϕ
λ∂λ ∂

, 

 (9) (9)
, , , 1,( , , ) ( , , )i

j m j j j m j j ja e D u u− −− ϕ −
λ λ −

∂ α β ϕ = α β ϕ
λ∂λ

, 

 (9) (9)
, , , 1( , , ) ( , , )i

j m j j j m j ja e D u u− −ϕ +
λ λ +

∂ α β ϕ = − α β ϕ
λ∂λ

. 

Òåïåðü ðàññìîòðèì âûðàæåíèå 

 2 2 (9)
1 1 0 , ,2

j i i
j j m j

j

a
e D e D u

z
− ϕ − ϕ + ±

− λ
 ∂ ∂ ∂   α + β + λ + +    ∂λ λ∂λ ∂  

e e e , 

â êîòîðîì 1 2
x yi±

=
e e

e , 0 z=e e . 

Ïðåîáðàçóåì êàæäûé èç îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèé â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî: 

 2 2 (9)1
, ,2

j
j j m j

j

a
u

z
±
λ

 ∂ ∂ ∂ α + β + λ =  ∂λ λ∂λ ∂  
 

 
2

im

j m m j m m
j j

e d dp u J q u J
dp dq

ϕ
± ± = − −  

 

 im
j m m j m m j m m

j j j

d d dp u J q u J q u J e
dp dq dq

± ± ± ϕ − + = −  
, 
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 2 2 (9)1
, ,2

j i
j j m j

a
e D u− ϕ − ±

λ
 ∂ ∂ α + β + λ ⋅ ⋅ =  ∂λ λ∂λ  

[ ]  

 
2 2( 1)

2

i m
j j

j m m j m m m m
j j j j

q pe d dq u J p u J m u J
dp dq q p

− ϕ
± ± ±+= + +


  

 1 1 1 1j m m j m m
j j

d dp u J q u J
dp dq

± ±
− − − −

 + =  
  

 ( 1)
1 1

i m
j m m

j

dq u J e
dq

± − ϕ
− −=  , 

ãäå j jq = λβ , j jp = λα , 
( )

( )
( )

m j
m j

m j

K q
u q

I q
±  =  

 
. 

Ïåðåõîäÿ â òîæäåñòâå ñ D−  ê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì âåëè÷èíàì ñ 
çàìåíîé m  íà m− , ïîëó÷àåì 

 (9)2 2
, ,2

j i
j j m j

a
e D u±− ϕ +

λ
 ∂ ∂ α + β + λ ⋅ ⋅ =  ∂λ λ∂λ  

[ ]  

 ( 1)
1 1

i m
j m m

j

dq u J e
dq

± + ϕ
+ +=  . 

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ñòðîèì áàçèñíûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ 
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïàðàáîëîèäà â âèäå 

 (9) (9)
, , , ,( , , ) ( , , )s m s s s s m s s sa u± ±
λ λ

∂α β ϕ = α β ϕ
λ∂λ

U D , (7) 

ãäå  

 3,      1, 2,      rot ( )s
s x y z z

ss

k
s u u

x y z
∂ ∂ ∂= + + = =

∂ ∂ ∂ν
D e e e D e ,  

à sν  – ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ 

 2 2
11 44 33 11 13 44 13 33 442 0C C C C C C C C Cν − − − ν + =( ) , 

ãäå, â ñâîþ î÷åðåäü, ijC  – óïðóãèå ïîñòîÿííûå, à sk  îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-

ëàìè 

 11 44

13 44

s
s

C C
k

C C
ν −

=
+

. 

Ïðèâåäåì êîîðäèíàòíóþ ôîðìó çàïèñè ÷àñòíûõ ðåøåíèé: 

 (9) (9) (9) (9)
, , , 1, 1 , 1, 1 , , 0 ,      1,2

j
j m m j m j m j

j

k
u u u j± ± ± ±

λ λ − − λ + λ= ± − =
ν

U e e e , 

 (9) (9) (9)
3, , , 1,3 1 , 1,3 1m m mu u± ± ±

λ λ − − λ += ± ±U e e . (8) 

Òåîðåìû ñëîæåíèÿ áàçèñíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ òðàíñ-
âåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâà è ïàðàáîëîèäà. Áàçèñíûå ïåðå-
ìåùåíèÿ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ââåäåíû â ðà-
áîòå [9] 

 (2) (2)
, , , ,

1( , , ) ( , , )j m j j m j jz u z± ±
λ λρ ϕ = ρ ϕ

λ
U D , (9) 

ãäå (2)
, , ( , , ) ( )jz im
m j j mu z e J e

± λ± ϕ
λ ρ ϕ = λρ . 
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Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû ñëîæåíèÿ, âûðàæàþùèå 
áàçèñíûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ïàðàáîëîèäà ÷åðåç áàçèñíûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ 
ïîëóïðîñòðàíñòâà: 

 (2)(9) (92)
, , , , ,

0

( , , ) ( , , )j t m j j t j j m jg z d
∞

++ λ
λα β ϕ = − ρ ϕ λ∫U U , (10) 

ãäå 
2 2(92)

,
1 ,  0,  1 3,  ,  
2

jt a
t j jg e z j m t

− λλ
+= > = ÷ ∈ ∈

λ
/   . 

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû ñëîæåíèÿ, âûðàæàþùèå 
áàçèñíûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ÷åðåç áàçèñíûå ïåðåìåùå-
íèÿ äëÿ ïàðàáîëîèäà: 

 (2) (29) (9)
, , , , ,

0

( , , ) ( , , )t
j m j j j t m j jz g dt

∞
− −

λ λρ ϕ = α β ϕ∫U U , (11) 

ãäå 
2 2(29)

, ,  1 3,  ,  jt at
j

tg e j m
a

− λ
λ += = ÷ ∈ λ ∈

λ
/   . 

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1 2 1 2,  1k kν = ν = = . Ïåðâûå äâà ðåøåíèÿ 
(7) ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè è âòîðîå èç íèõ íóæíî çàìåíèòü íà 

 (9) (9) (9)2 13 44
2, , 2 2 20 , ,

13 44

3
gradm m m z

C C
z a u u e

C C
± ± ±

λ λ λ
+

= + β − +
+

U ( )  

 (9)2
,

1 grad
2 m

a
u±

λ
∂ ∂ + λ   ∂λ λ ∂λ

. 

Òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ íåãî èìåþò âèä 

 (9)
2, , 2 2( , , )t m
+ α β ϕ =U  

 
2

(2) (2)(92) 2
,2 2, , 2 2 20 1, , 2

0

( , , ) ( , , )t m m
tg z a z d

∞
+ +λ

λ λ
  = ρ ϕ + + β λ ρ ϕ λ  λ  ∫ U U , 

 (2)
2, , 2( , , )m z−

λ ρ ϕ =U  

 
2

(29) (9) 2 (9)
,2 2, , 2 2 2 20 1, , 2 2

0

( , , ) 1 ( , , )
2

t
t m t m

tg a dt
a

∞
− −

λ
  = α β ϕ + − − β λ α β ϕ  λ  ∫ U U , 

ãäå (2) (2)13 44
2, , 2 2 , ,2 2

13 44

3
( , , ) grad ( , , )m z m

C C
z z u z

C C
± ±

λ λ
+ ρ ϕ = − ρ ϕ + 

U e . 

Ïîëó÷åííûé àïïàðàò ïîçâîëÿåò ðåøàòü 
çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíîé ñðåäå, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñ-
òüþ ïàðàáîëîèäà è ïëîñêîñòüþ. Ðàññìîòðèì 
íîðìàëüíîå äåéñòâèå ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû 
P  íà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîå ïîëóïðîñò-
ðàíñòâî ñ íåïîäâèæíûì âêëþ÷åíèåì â ôîð-
ìå ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ (ðèñ. 1). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû íàõî-
äèòñÿ íà îñè âêëþ÷åíèÿ, à ñàìà ñèëà ñîíà-
ïðàâëåíà ñ îñüþ Oz  öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò ( , , )zρ ϕ , ðàññìîòðåííîé âûøå. 

Óðàâíåíèÿ z h= −  è 2
1 2z c c= ρ − , 0jc > , 

çàäàþò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà è âêëþ-
÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, îñü àíèçîòðîïèè ñî-
âïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîãî 
òåëà. 

 
Рис. 1 
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåøåíèé (8) 
è (9): 

 
2

(2) (9)
,0, ,0,

1 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , )j j j j j t j j
j

U A U z d B t U dt
∞ ∞

− +
λ

=

 = λ ρ λ + α β 
 

∑ ∫ ∫ . (12) 

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñëîæåíèÿ (10), (11), ïðåîáðàçóåì ðåøåíèå (12) îò-
äåëüíî ê öèëèíäðè÷åñêèì è ïàðàáîëîèäàëüíûì êîîðäèíàòàì: 

 
2

(2) (2) (92)
,0, ,0, ,0,

1 0 0

( ) ( , ) ( , ) ( )j j j j j j j t
j

U A U z d U z B t g dt
∞ ∞

− + λ
λ λ

=

 = λ ρ λ − ρ 
 

∑ ∫ ∫ , (13) 

 
2

(9) (9)(29)
,0, ,0, ,0,

1 0 0

( , ) ( ) ( ) ( , )t
j t j j j j j j t j j

j

U U A g d B t U dt
∞ ∞

− +
λ

=

 = α β λ λ + α β 
 

∑ ∫ ∫ . (14) 

Åñëè 12j ja cν = , òî íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ jα = ρ . 

Ñîñðåäîòî÷åííóþ ñèëó P  íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâèì 
èíòåãðàëîì Õàíêåëÿ 

 0
0

( )
2
P J d

∞

λ λρ λ
π ∫ , 

ïîíèìàÿ åãî â îáîáùåííîì ñìûñëå. Ïåðåõîäÿ â ôîðìóëå (13) ê íàïðÿæåíè-
ÿì íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà è â (13), (14) ê êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëå-
íèÿì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 
Õàíêåëÿ, îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ( ),  ( )J jA B tλ  ïîëó÷àåì ñèñòå-

ìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà 

 
12

2 44 31 0

( 1)
( ) ( , ) ( )

2

s

s sm m
sm

PA A d
c

∞ +

−=

−
λ + Ω λ µ µ µ =

∆ π ν∑ ∫  , (15) 

 
1 2

3 ,3 1 3 ,0
1 1

( 1)
( ) ( )

( )

j

j p j p j
p

B t K t
t

+

− − − −
=

−
= χ β ×

∆ ∑  

 
2

(29)
2 0 0, ,

1 0

( ) ( ) t
pj p j j j

j

I t A g d
∞

− λ
=

× χ β λ λ∑ ∫ ,  (16) 

ãäå 

 
2 2

3 ,3
2 31 1

1 1 1( , ) ( 1) (1 ) j m
h hs j

sm j p j pm
j sj p

k e e
− λ −µ+

− −
−= =

 Ω λ µ = − + − χ χ × ∆ ν ν ∑ ∑  

 (29) (92)
1 3 ,0 2 0 ,0, ,0,

10

1 ( ) ( )
( )

t
p j p m m j tK t I t g g dt

t

∞
λ

− − − µ× β β
∆∫ , 

 2

1

1, 1,
1        

, 2, 4msm j j
j j

m

s
chk h

s c

=
χ = = + ν − = ν ν ν

, 

 2 1
1 0 20 1 10 1 20 0 10

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k

t K t K t K t K t∆ = β β − β β
ν ν

, 

 2 1 2
1 2

1 1(1 )(1 )k k  ∆ = + + − ν ν 
. 
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Èññëåäóÿ ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15) ñ ÿäðîì 
( , )smΩ λ µ , çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå 

 
2 2

1 1 0 0

( , )sm
s m

d d
∞ ∞

= =

Ω λ µ λ µ∑ ∑ ∫ ∫  (17) 

ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ íåêîòîðûìè 
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èíòåãðàëîâ âèäà 

 (29) (92)
1 3 ,0 2 0 ,0, ,0,

10 0 0

1 ( ) ( )
( )

j mh h t
p j p m m j te K t I t g g dt d d

t

∞ ∞ ∞
− λ −µ λ

− − − µβ β λ µ
∆∫ ∫ ∫ . 

Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ïîñëåäíåé ôîðìóëå îöåíèâàåì ñâåðõó èíòåã-
ðàëîì 

 (29) (92)
2 0 2 0 ,0, ,0,

0

( ) ( ) t
p j p m m j tI t I t g g dt

∞
λ

− − µβ β =∫  

 
2

2 0 2 0
0

( )1 ( ) ( ) exp
2 2

j m
p j p m

m j m

t a a
I t I t t dt

a a a

∞

− −

λ + µ = β β − λµ λµ ∫ , 

êîòîðûé èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå 

 
2 2
0 0 0 0

2

( )
exp

2( ) 2( )
j j m j m j m j m

p
j m j m j m

a a a a a
I

a a a a a a−

β + β λµ β β λµ   
   λ + µ λ + µ λ + µ   

. 

Ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â ôîðìóëå (17) ïðè ,λ µ → ∞  àñèìïòîòè÷åñêè 
âåäóò ñåáÿ êàê ôóíêöèè 

 
2

2
1

( )
exp ( )

4
j m

j m m j

h c
c

ν ν λ − µ µλ − − + −  ν ν λ ν + µ ν  ( )
, 

ïîýòîìó âûðàæåíèå (17) êîíå÷íî ïðè óñëîâèè 2h c> . Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñëåäíåå óñëîâèå (ãåîìåòðè÷åñêè îíî âûðàæàåò îòñóòñòâèå ïåðåñå÷åíèÿ ãðà-
íèö âêëþ÷åíèÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà) îáåñïå÷èâàåò ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðà-
òîðà ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû (15), (16). 

Íàïðÿæåíèÿ ïðè 2( ,z h c∈ − − ]  ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå 

 
2

44 0
1 0

( 1) ( ) ( ) ( )j jz z
z j j j

j

C k e A e J d
∞

λ − λ

=

σ = + β λ − λ λ λρ λ∑ ∫ ( ) . (18) 

Ïðè h → ∞  â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 1( , , )zρ ϕ , íà÷àëî êîòîðîé 
ðàñïîëîæåíî íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àåì íàïðÿæåííîå ñîñòîÿ-
íèå â çàäà÷å î íîðìàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëå, ïðèëîæåííîé ê òðàíñ-
âåðñàëüíî-èçîòðîïíîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó (àíàëîãè÷íî çàäà÷å Áóññèíåñêà 
[6] â èçîòðîïíîì ñëó÷àå). Íàïðÿæåíèÿ â ýòîé çàäà÷å âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî. Â 
÷àñòíîñòè, ôîðìóëà äëÿ zσ  ïðè h → ∞  èìååò âèä 

 1
_(as)

1 2 2 12 (1 )(1 )( )z

Pz

k k
σ ×

π + + ν − ν
  

 1 2
3 2 3 2

2 2 2 2
1 1

1 2

1 1

1 1

k k

z z

 + + × − 
    + ρ + ρ ν ν   

/ / . (19) 

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 1 2ν → ν  èç (19) ñëåäóåò ôîðìóëà Áóññè-
íåñêà. 
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Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì 
ìàòåðèàëîì âûáðàí ïåñ÷àíèê, óïðóãèå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò çíà-
÷åíèÿ 11 57.67C = Ãïà, 12 12.1C = Ãïà, 13 14.75C = Ãïà, 33 38.28C = Ãïà, 44C =  

15.13= Ãïà. Ïî îñè Oz  îòðåçîê 2,h c− −[ ]  äåëèòñÿ íà 5 ðàâíûõ ÷àñòåé. ×å-
ðåç êàæäóþ ïîëó÷åííóþ òî÷êó ïàðàëëåëüíî ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà 
ïðîâåäåì ïëîñêîñòü. Íà ðèñ. 2, 3 êðèâûå 1–5 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì 
íàïðÿæåíèé 0zσ = σ σ/  â ýòèõ ïëîñêîñòÿõ: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿ-

æåíèÿì â ïëîñêîñòè 2z c= − , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó ïàðàáîëîèäà, à 
êðèâàÿ 5 – íàïðÿæåíèÿì â ïëîñêîñòè, íàèáîëåå áëèçêîé ê ãðàíèöå ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà. Â êàæäîé ïîëó÷åííîé ïëîñêîñòè ïðîâåäåí àíàëèç íàïðÿæå-
íèé â ðàäèóñå 4 åä. îò îñè ñèììåòðèè, 2L h c= −  – ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû 

ïàðàáîëîèäà äî ãðàíèöû ïëîñêîñòè, cρ  – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëîèäà ñ 

îñüþ Oρ . Ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè 2c  èçìåíåíèå cρ  ìåíÿåò ôîðìó ïàðà-

áîëîèäàëüíîãî îñíîâàíèÿ: ÷åì ìåíüøå ýòà âåëè÷èíà, òåì áîëüøå êðèâèçíà 
ïîâåðõíîñòè. Ðàññ÷èòàíû çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé îò ôîðìû ïàðàáîëîè-
äàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ è îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðàíè÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè. 
Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé 0zσ = σ σ/  â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû ρ  ïðèâå-

äåíû íà ðèñ. 2 äëÿ ñëó÷àÿ 5L = , êîãäà 0.5, 1, 2, 5cρ = , à íà ðèñ. 3 – äëÿ 

ñëó÷àÿ 1cρ =  ïðè 1L = , 3, 5, 10. 

  

  

Рис. 2 

Íà ðèñ. 2a – ðèñ. 2ã âèäíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè L  ( 5L = ) âå-
ëè÷èíà íàïðÿæåíèé íåïîñðåäñòâåííî ïîä ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòüþ îñòàåòñÿ 
íåèçìåííîé, à ôîðìà îñíîâàíèÿ îòðàæàåòñÿ íà íàïðÿæåíèÿõ â ïëîñêîñòÿõ, 
áëèçêèõ ê ïàðàáîëîèäó. Êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû 
ïàðàáîëîèäà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå êðèâèçíà îñíîâàíèÿ.  
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Рис. 3 
Èç ãðàôèêîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3, ñëåäóåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ïîëóïðîñòðàíñòâà è ïàðàáîëîèäà íàïðÿæå-
íèÿ óìåíüøàþòñÿ.  

Âûïîëíåíû òàêæå ðàñ÷åòû íàïðÿæåíèé ïî ôîðìóëàì (18) è (19) ïðè 
5L =  è 1cρ = . Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ðàçíîñòè 

_(as)z zσ − σ , èç àíàëèçà êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ h  

íàïðÿæåíèÿ âáëèçè ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. 

 Таблица 1 

 _(as)z zσ − σ  

ρ  

z  
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8 

−4 −0.0028 −0.0027 −0.0025 −0.0022 −0.0018 −0.0014 −0.0012 −0.0010 

−5 −0.0020 −0.0015 −0.0011 −0.0008 −0.0006 −0.0003 −0.0015  0.0037 
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АПАРАТ І ЗАСТОСУВАННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО МЕТОДУ ФУР’Є  
ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИХ ТІЛ, ОБМЕЖЕНИХ ПЛОЩИНОЮ 
І ПАРАБОЛОЇДОМ ОБЕРТАННЯ  
 
Ïîáóäîâàíî íîâ³ áàçèñí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü ð³âíîâàãè òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíîãî 
ïàðàáîëî¿äà îáåðòàííÿ òà îòðèìàíî äëÿ íèõ òåîðåìè äîäàâàííÿ, ÿê³ âèðàæàþòü 
¿õ ÷åðåç öèë³íäðè÷í³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ ï³âïðîñòîðó òà íàâïàêè. Äîñë³äæåíî çàäà÷ó 
ïðî ä³þ îñüîâî¿ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè íà ïðóæíèé òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèé ï³âïðî-
ñò³ð ³ç íåðóõîìèì âêëþ÷åííÿì ó ôîðì³ ïàðàáîëî¿äà îáåðòàííÿ. Çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî 
óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Ôóð’º ³ çâåäåíî äî ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç îïåðà-
òîðîì Ôðåäãîëüìà çà óìîâè â³äñóòíîñò³ ïåðåòèíó ãðàíèöü ï³âïðîñòîðó òà 
âêëþ÷åííÿ. Ðîçãëÿíóòî çàëåæí³ñòü íàïðóæåíü â³ä ôîðìè ïàðàáîëî¿äàëüíîãî âêëþ-
÷åííÿ ³ â³ä â³äñòàí³ ì³æ ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè. Ïðîàíàë³çîâàíî ðåçóëüòàòè 
îá÷èñëåíü. 
 
APPARATUS AND APPLICATIONS OF GENERALIZED FOURIER 
METHOD FOR TRANSVERSALLY ISOTROPIC BODIES BOUNDED BY 
SURFACE AND PARABOLOID OF ROTATION  
 
New basic solutions of equilibrium equations of transversely isotropic paraboloid of ro-
tation are constructed and the addition theorems expressing them in terms of cylindri-
cal solutions for a half-space are obtained and on the contrary. The problem about ef-
fect of the axial concentrated force on elastic transversely isotropic half-space with 
motionless inclusion in the form of paraboloid of rotation is investigated. The problem 
is solved by generalized Fourier’s method. The problem is reduced to a system of integ-
ral equations with Fredholm operator of index zero under condition of no intersection 
of boundary surfaces. Dependence of pressure on the form of paraboloid inclusion and 
on the distance between boundary surfaces is considered. The results of calculation are 
analyzed. 
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