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ВЗАЄМОДІЯ ТРІЩИНИ З ЦИЛІНДРИЧНИМ ВКЛЮЧЕННЯМ 
ПРИ НАГРІВІ ТА РОЗТЯЗІ ТІЛА 
 

Ðîçãëÿíóòî ïëîñêó äåôîðìàö³þ áåçìåæíîãî ò³ëà ç öèë³íäðè÷íèì âêëþ÷åííÿì 
ç â³äì³ííèìè â³ä ìàòåðèàëó ò³ëà ìåõàí³÷íèìè òà òåïëîô³çè÷íèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè ïðè çàäàíèõ äàëåêî â³ä âêëþ÷åííÿ îäíîð³äíîãî òåïëîâîãî ïîòîêó 
òà ðîçòÿãóâàëüíèõ çóñèëü. Çíàéäåíî êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 
â îêîë³ òð³ùèíè, ðîçì³ùåíî¿ íà ïðîäîâæåíí³ ä³àìåòðà âêëþ÷åííÿ, øëÿõîì 
ðîçâ’ÿçàííÿ ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàä-
ðàòóð. Äîñë³äæåíî, ïðè ÿêîìó ñï³ââ³äíîøåíí³ äîâæèíè òð³ùèíè òà ¿¿ â³ä-
ñòàí³ äî âêëþ÷åííÿ ó ðîçðàõóíêàõ ìîæíà çíåõòóâàòè ðåãóëÿðíèì ÿäðîì 
³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó îäåðæàíî àíàë³òè÷í³ ôîðìóëè äëÿ 
âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü.  

 
Äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó áàãàòîêîìïîíåíòíèõ ñåðåäîâèù íåîá-

õ³äíå ïðè ïðîåêòóâàíí³ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é ³ç íîâèõ êîìïîçèòíèõ ìàòå-
ð³àë³â. Ì³öí³ñòü ³ õàðàêòåð ðóéíóâàííÿ öèõ ìàòåð³àë³â ïîðÿä ç òàêèìè ôàê-
òîðàìè, ÿê ãåîìåòðè÷í³ ðîçì³ðè, õàðàêòåð íàâàíòàæåííÿ ³ ò.ï., ñóòòºâî çà-
ëåæàòü â³ä ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ¿õ ñêëàäîâèõ. Áàãàòî åëåìåí-
ò³â ñó÷àñíèõ êîíñòðóêö³é òà ³íæåíåðíèõ ñïîðóä ïðàöþþòü â óìîâàõ íåð³â-
íîì³ðíîãî íàãð³âó, òîìó ïðè îö³íö³ ¿õ ì³öíîñò³ íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè òåì-
ïåðàòóðí³ íàïðóæåííÿ. Íàÿâí³ñòü ó ò³ë³ êîíöåíòðàòîð³â òèïó âêëþ÷åíü ³ 
òð³ùèí çóìîâëþº âèíèêíåííÿ ðîçòÿãóâàëüíèõ àáî ñòèñêóâàëüíèõ íàïðó-
æåíü. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ö³ íàïðóæåííÿ ðàçîì ç ³íøèìè ôàêòîðàìè ìî-
æóòü ïðèçâåñòè äî ðîñòó òð³ùèíè, à â äðóãîìó – ìîæóòü çíèçèòè ³íòåíñèâ-
í³ñòü íàïðóæåíü â îêîë³ òð³ùèíè ïðè ñèëîâîìó íàâàíòàæåíí³ ³ ñòâîðèòè 
óìîâè ãàëüìóâàííÿ ¿¿ ðîñòó. 

Ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè òà íàïðóæåíü ó ò³ë³ ç âêëþ÷åííÿìè çàëåæèòü 
â³ä áàãàòüîõ ôàêòîð³â, çîêðåìà â³ä ìåõàí³÷íèõ ³ òåïëîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñ-
òèê ìàòåð³àë³â âêëþ÷åíü ³ ìàòðèö³. ßêùî âêëþ÷åííÿ ðîçòàøîâàí³ áëèçüêî 
îäíå â³ä îäíîãî, òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ ³ íàïðóæåííÿ âçàºìîä³þòü, âíàñë³äîê 
÷îãî âèíèêàþòü òðóäíîù³ ïðè àíàë³ç³ íàïðóæåíîãî ñòàíó. Ö³ òðóäíîù³ ùå 
çá³ëüøóþòüñÿ ÷åðåç âåëèêó ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â, ÿê³ íåîáõ³äíî âðàõîâóâà-
òè ïðè ðîçðàõóíêàõ: ìîäóë³ ïðóæíîñò³, êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà, òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ òà ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ ìàòåð³àë³â, ãåîìåòðè÷í³ õà-
ðàêòåðèñòèêè âêëþ÷åíü. 

Çàäà÷à ïðî çáóðåííÿ òåïëîâîãî ïîòîêó â îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³ 
âêëþ÷åííÿì ç ³íøîþ òåïëîïðîâ³äí³ñòþ º âàæëèâîþ ó òåõí³ö³ òà ãåîô³çèö³. 
Ðîçâ’ÿçêè äëÿ öèë³íäðè÷íèõ ³ êóëüîâèõ âêëþ÷åíü ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè 
äëÿ îö³íêè çì³íè ãåîòåðì³÷íîãî ´ðàä³ºíòà, ùî º âàæëèâèì ïðè òåðì³÷íèõ 
ìåòîäàõ ðîçâ³äêè â ãåîô³çèö³. Êð³ì öüîãî, òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ îäèíè÷íîãî 
âêëþ÷åííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè ñòàòèñòè÷íî ïðè ðîçðàõóíêàõ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ ãðàíóëüîâàíèõ ìàòåð³àë³â ç äàëåêî ðîçòàøîâàíèìè 
îäèí â³ä îäíîãî âêëþ÷åííÿìè. 

Çàäà÷à ïðî íàïðóæåíèé ñòàí ïëîùèíè ç öèë³íäðè÷íèì âêëþ÷åííÿì ³ 
òð³ùèíîþ ïðè ä³¿ îäíîð³äíîãî òåïëîâîãî ïîòîêó ðîçãëÿäàëàñü ó ïðàö³ [13], à 
ïðè ðîçòÿç³ – ó ñòàòò³ [14]. Òàì ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ çâîäèëè 
äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäó, ÿêå äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü ìî-
äóë³â çñóâó ðîçâ’ÿçóâàëè ÷èñåëüíî. 

Äîñë³äæåííþ ñòàö³îíàðíîãî òåðìîïðóæíîãî ñòàíó êóñêîâî-îäíîð³äíèõ 
ò³ë ç òð³ùèíàìè ïðèñâÿ÷åíî íèçêó ïóáë³êàö³é. Ïðè öüîìó ç âèêîðèñòàííÿì 
³íòåãðàëüíèõ ïîäàíü ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ çàäà÷³ çâîäèëèñü äî ñèí-
ãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç ÿäðîì Êîø³ òà ðåãóëÿðíèì ÿäðîì, ó ÿêîìó 
âðàõîâàíî âçàºìîä³þ òð³ùèíè ç âêëþ÷åííÿì. Ñèíãóëÿðí³ ³íòåãðàëüí³ ð³â-
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íÿííÿ çàïèñóâàëè ïî çàìêíóòèõ (ìåæ³ âêëþ÷åíü) òà ðîç³ìêíóòèõ (òð³ùèíè) 
êîíòóðàõ [2–7, 10–12] ³ ðîçâ’ÿçóâàëè ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð äëÿ 
êðóãëîãî àáî åë³ïòè÷íîãî öèë³íäðè÷íîãî âêëþ÷åííÿ ³ ïðÿìîë³í³éíî¿ òð³ùèíè 
ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ìåõàí³÷íèõ ³ òåïëîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê. 

Ìåòà ðîáîòè – âèçíà÷èòè êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í) â 
îêîë³ ïðÿìîë³í³éíî¿ òð³ùèíè, ðîçòàøîâàíî¿ ïîçà êðóãëèì öèë³íäðè÷íèì 
âêëþ÷åííÿì, ó òî÷í³é òà íàáëèæåí³é ïîñòàíîâö³ (ÿêùî çíåõòóâàòè ðåãóëÿð-
íèì ÿäðîì ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ) ³ âèÿñíèòè, ïðè ÿê³é â³ääàë³ òð³ùèíè â³ä 
âêëþ÷åííÿ öå ÿäðî ìàëî âïëèâàº íà Ê²Í, ÿêèé áóäå çàëåæàòè òîä³ ò³ëüêè 
â³ä íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ëà áåç òð³ùèíè. 

Íàïðóæåíèé ñòàí ò³ëà ç âêëþ÷åííÿì. Íåõàé ó áåçìåæíîìó ò³ë³, ùî 
ïåðåáóâàº â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿, 
ðîçì³ùåíå öèë³íäðè÷íå âêëþ÷åííÿ ðàä³óñà 
R  ç â³äì³ííèìè â³ä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó 
òåïëîô³çè÷íèìè òà ìåõàí³÷íèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè. Âèçíà÷èìî òåðìîïðóæíèé ñòàí 
ò³ëà, êîëè íà áåçìåæíîñò³ çàäàíî îäíîð³ä-
íèé òåïëîâèé ïîò³ê q  òà îäíîð³äí³ ðîçòÿ-
ãóâàëüí³ çóñèëëÿ p  (ðèñ. 1). Âñ³ õàðàêòå-
ðèñòèêè, ùî â³äíîñÿòüñÿ äî ò³ëà òà âêëþ-
÷åííÿ, ïîçíà÷àºìî â³äïîâ³äíî ³íäåêñàìè 
«1» òà «2». Ââàæàºìî, ùî ì³æ âêëþ÷åííÿì 
³ ìàòðèöåþ âèêîíóþòüñÿ óìîâè ³äåàëüíîãî òåïëîâîãî òà ìåõàí³÷íîãî êîí-
òàêòó. 

Âèáåðåìî äåêàðòîâó ( , )x y  òà öèë³íäðè÷íó ( , )r θ  ñèñòåìè êîîðäèíàò ç 
ïî÷àòêîì ó öåíòð³ âêëþ÷åííÿ. Íåõàé äàëåêî â³ä âêëþ÷åííÿ çàäàíî òåìïåðà-
òóðíå ïîëå 0( )t x t qx∞ = + , äå 0t  – ñòàëà òåìïåðàòóðà, à q  – òåïëîâèé ïî-

ò³ê, ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ îñ³ Ox . Äëÿ âèçíà÷åííÿ çáóðåíîãî âêëþ÷åííÿì 
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïîäàìî òåìïåðàòóðó çîâí³ òà âñåðåäèí³ öèë³íäðà ó 
âèãëÿä³ 

 1 0 2 0cos cos ,             cosNt t qr t t Mr
r

= + θ + θ = + θ , (1) 

äå N  ³ M  – íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè. Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè âèðàç³â (1) â óìîâè 
³äåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòó 
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r

∗ = + + λ θ = + λ θ 
 

 , (2) 

äå 1

1 2

2∗ λ
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, 1 2

1 2

λ − λ
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Çóìîâëåí³ òåìïåðàòóðíèì ïîëåì (2) íàïðóæåííÿ ïðè ³äåàëüíîìó òåï-
ëîâîìó ³ ìåõàí³÷íîìó êîíòàêò³ âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè [13] 
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2 i iE= α ; 2

1

G
G

Γ = ; 
2(1 )

i
i

i

E
G =

+ ν
; iE  – ìîäóë³ ïðóæíîñò³; 3 4i i= − νæ ; iν  – 

êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà; iα  – êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøè-
ðåííÿ ìàòåð³àë³â. 

Íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ â ìàòðèö³ íà îñ³ Ox  âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëîþ 

 1 0 1 2 1
2 3

( ,0)yy

K K K K
x

xx x

−
σ = + − . (3) 

Çì³íþþ÷è çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â iK , ìîæíà îòðèìàòè ôîðìóëè äëÿ 

îòâîðó ( 0Γ = ) òà àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ ( Γ = ∞ ). ßêùî ìåõàí³÷í³ 
õàðàêòåðèñòèêè âêëþ÷åííÿ ³ ìàòðèö³ îäíàêîâ³, à â³äì³íí³ ò³ëüêè òåïëîô³-
çè÷í³, òî òàê³ âêëþ÷åííÿ íàçâåìî òåðì³÷íèìè [8]. Äëÿ íèõ 1Γ = , 2 1m m− =  

2 12 ( )E= α − α , 2 1 0
0

2 ( )
1

E t
K

α − α
=

+ æ
. Òîä³ ïåðøèé äîäàíîê ó ôîðìóë³ (3) º äî-

äàòíèì (â³ä’ºìíèì), ÿêùî 2 1 0α − α >  ( 2 1 0α − α < ), òîáòî ïðè ð³âíîì³ðíîìó 

íàãð³â³ ò³ëà ç âêëþ÷åííÿì íàïðóæåííÿ ( )yy xσ  º äîäàòíèìè (â³ä’ºìíèìè), 

êîëè êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ âêëþ÷åííÿ º á³ëü-
øèì (ìåíøèì), í³æ ó ìàòðèö³. 

Íàïðóæåííÿ â³ä îäíîâ³ñíîãî ðîçòÿãó çóñèëëÿìè p  íà áåçìåæíîñò³, 

ñïðÿìîâàíèìè âçäîâæ îñ³ Oy , ìàþòü âèãëÿä [1]: 

 1 21 1 1
,      2 22 2 4

2 3
1 1 cos2 cos 2
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Íàïðóæåííÿ ( ,0) ( ,0)yy x θθσ = σ ρ  ó ìàòðèö³ òà âêëþ÷åíí³ ïðè 1 2= =æ æ  

2=  âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè 

 1 2
2 4

1 1 3 3( ,0) 2 ,           
2 2 1 2 1yy yy
p

x p
x x

 Γ − Γ σ = − + σ =  Γ + Γ +  
. 

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî ãðàô³êè íàïðó-

æåíü 
( ,0)yy

yy

x

p

σ
σ =  äëÿ çíà÷åíü 0Γ = , 

1/3,  3,  ∞ . Ó âêëþ÷åíí³ íàïðóæåííÿ º 
ñòàëèìè, à ïîçà íèì êîíöåíòðàö³ÿ íà-
ïðóæåíü º ìàêñèìàëüíîþ äëÿ îòâîðó. 

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè (4), ìîæ-
íà îäåðæàòè ðîçïîä³ë íàïðóæåíü ó ðîç-
òÿãíóòîìó øàð³ ç âêëþ÷åííÿì, ðàä³óñ 
ÿêîãî ìàëèé ïîð³âíÿíî ç òîâùèíîþ øà-
ðó. Ïðè òîâùèí³ øàðó, ùî äîð³âíþº ÷î-
òèðüîì ä³àìåòðàì âêëþ÷åííÿ, ïîõèáêà 
ôîðìóë (4) ïðè 0Γ =  (îòâ³ð) íå ïåðåâèùóº 5%. Äëÿ ³íøèõ çíà÷åíü Γ  ïî-
õèáêà áóäå ìåíøîþ. 
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Рис. 2 
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Íàïðóæåíèé ñòàí â îêîë³ òð³ùèíè. Íåõàé â ìàòðèö³ íà îñ³ Ox  ðîçòà-
øîâàíà â³ëüíà â³ä íàâàíòàæåííÿ òóíåëüíà òð³ùèíà äîâæèíè 2  íà â³äð³çêó 
a x b≤ ≤ . Òîä³ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîõ³äíî¿ â³ä ñòðèáêà íîðìàëüíèõ ïåðåì³-
ùåíü ( )v x  áåðåã³â òð³ùèíè, ÷åðåç ÿê³ âèçíà÷àºòüñÿ Ê²Í, ìàºìî ñèíãóëÿðíå 
³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ [13, 14] 

 
( ,0)( )

( ) ( , )
b b

yy

a a

xg d
g H x d

x D

σ′ ξ ξ ′− ξ ξ ξ =
ξ −∫ ∫ , (5) 

äå ( )g x v v
x

+ −∂′ = −
∂

[ ] , 1

1

2
( 1)

G
D

R
=

π +æ
, yyσ  – íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ íà ì³ñ-

ö³ ðîçòàøóâàííÿ òð³ùèíè. Ö³ íàïðóæåííÿ, çóìîâëåí³ òåìïåðàòóðíèì ïîëåì, 
ìàþòü âèãëÿä (3), à â³ä îäíîâ³ñíîãî ðîçòÿãó çóñèëëÿìè p  íà áåçìåæíîñò³ – 

 1 1 1
2 4

3
( ,0) 1

2 2
yy x p

x x

γ δ σ = + −  
. (6) 

ßäðî ð³âíÿííÿ (5) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 
2 2 2 2 3

2 4 3

1 1( ) ( )
( , )

2 2
A R A RA B R A B R

H x
x

− β − β+ +ξ = − + + + +
ω βω β ω

( ) ( )
 

 
2 2 3

2
2 3

2 1 1 1

2

A C R AR
x x

β − + + −
+ +

β

[ ]æ( ) ( )
. (7) 

Òóò 

1

1
1

A − Γ=
+ Γæ

, 2 1

2
B

− Γ
=

+ Γ
æ æ

æ
, 1

2 2

( 1)
( )( 1 2 )

C
Γ +

=
+ Γ − + Γ

æ
æ æ

,  

2Rxω = −
ξ

, 
R
ξ

β = . 

ßäðî ( , )H xξ  äëÿ îòâîðó îòðèìóºìî ç (7) ïðè 1A = , 1B = , 0C = , à 

äëÿ àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ – ïðè 
1

1A = −
æ

, 1B = − æ , 0C = . 

Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5) êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ 

íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü 1K±  âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ [9] 

 
2 2

1 lim ( )
x

xK g x±

→±

− ′= 





,  

äå 2  – äîâæèíà òð³ùèíè, à ³íäåêñè «+» ³ «–» â³äïîâ³äàþòü ¿¿ ïðàâîìó òà 
ë³âîìó ê³íöÿì. 

Çðîáèìî ó ð³âíÿíí³ (5) çàì³íó çì³ííèõ x x c∗= + , c∗ξ = ξ + , c R= +  

+ δ +  , R R∗=  . Òîä³ âîíî ìàòèìå âèãëÿä 

 
1

1

,01 ,
yy x

H x g d
x D

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗−

σ  ′− ξ ξ ξ = ξ − ∫
( )

( ) ( ) . 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ öüîãî ð³âíÿííÿ çàñòîñîâóºìî ìåòîä ìåõàí³÷íèõ 

êâàäðàòóð [9]. Éîãî ðîçâ’ÿçîê ìàòèìå âèãëÿä 
2

( )

1
g ∗

∗
∗

ϕ ξ′ ξ =
− ξ

( ) , äå ∗ϕ ξ( )         

– ðåãóëÿðíà íà ³íòåðâàë³ 1, 1−[ ]  ôóíêö³ÿ, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ç ñèñòåìè àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü  
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m r r
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H x p x
M x=

ϕ ξ  + ξ = ξ − 
∑

( )
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Òóò 2 1cos ,  1, 2, ,
2m
m m M

M
−ξ = π =  , – êîðåí³ ïîë³íîìà ×åáèøåâà ïåðøîãî 

ðîäó, à cos ,  1, 2, , 1r
rx r M

M
π= = − , – êîðåí³ ïîë³íîìà ×åáèøåâà äðóãîãî 

ðîäó.  
Òîä³ Ê²Í âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ  

 1 ( 1)K± = π ϕ ±  ,  

äå 

 1

1

1 2 1(1) ( 1) ctg
4

M
m

m
m

m
M M

+

=

−ϕ = − ϕ ξ π∑ ( ) , 

 
1

1 2 1( 1) ( 1) tg
4

M
M m

m
m

m
M M

+

=

−ϕ − = − ϕ ξ π∑ ( ) .  

Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñü ïðè 20M = . 
Êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âèïàäêó òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, 

âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (3), ïîäàìî ó âèãëÿä³ ñóìè 

 2 0 1 1 3 2 1( )K k K k K k K K= + + − ,  (8) 

äå ik  – Ê²Í ïðè 1
yy ix

σ = , iK  – êîåô³ö³ºíòè ç ôîðìóëè (3). 

Êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âèïàäêó îäíîâ³ñíîãî ðîçòÿãó 
ïîäàìî ó âèãëÿä³ òàêî¿ ñóìè: 

 0 0 2 2 4 4K k P k P k P= + + ,  (9) 

òóò iP  – êîåô³ö³ºíòè ïðè 1
ix
 ç ôîðìóëè (6). 

Ó òàáë. 1 ³ 2 íàâåäåíî âåëè÷èíè ik−  á³ëÿ ë³âîãî ê³íöÿ òð³ùèíè, îá÷èñëå-

í³ ïðè çíà÷åííÿõ 0.05
R

∗ = =  (òàáë. 1) ³ 0.25∗ =  (òàáë. 2) äëÿ ð³çíèõ çíà-

÷åíü δ  ( δ  – â³ääàëü â³ä ë³âîãî ê³íöÿ òð³ùèíè äî âêëþ÷åííÿ (äèâ. ðèñ. 1)).  
 
 Таблиця 1  

ik−  δ  ( , ) 0H xξ =  0Γ =  1 3Γ = /  3Γ =  Γ = ∞  

0.1 0.224 0.148 0.183 0.281 0.389 
0.3 0.224 0.212 0.218 0.229 0.236 0k−  
0.5 0.224 0.220 0.222 0.225 0.227 
0.1 0.198 0.132 0.163 0.249 0.343 
0.3 0.169 0.160 0.165 0.173 0.178 1k−  
0.5 0.142 0.144 0.146 0.148 0.149 
0.1 0.177 0.119 0.146 0.221 0.303 
0.3 0.127 0.121 0.125 0.130 0.134 2k−  
0.5 0.096 0.095 0.096 0.097 0.098 
0.1 0.157 0.107 0.130 0.196 0.267 
0.3 0.096 0.092 0.094 0.099 0.101 3k−  
0.5 0.063 0.062 0.063 0.064 0.064 
0.1 0.140 0.096 0.117 0.174 0.236 
0.3 0.073 0.069 0.071 0.074 0.076 4k−  
0.5 0.041 0.041 0.041 0.042 0.042 
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 Таблиця 2  

ik−  δ  ( , ) 0H xξ =  0Γ =  1 3Γ = /  3Γ =  Γ = ∞  

0.1 0.5 0.307 0.395 0.652 0.943 
0.3 0.5 0.447 0.475 0.527 0.561 0k−  
0.5 0.5 0.479 0.490 0.501 0.520 
0.1 0.412 0.262 0.331 0.529 0.753 
0.3 0.353 0.318 0.337 0.371 0.394 1k−  
0.5 0.309 0.297 0.304 0.315 0.321 
0.1 0.343 0.226 0.279 0.434 0.607 
0.3 0.251 0.228 0.240 0.263 0.278 2k−  
0.5 0.192 0.185 0.189 0.196 0.199 
0.1 0.287 0.195 0.237 0.359 0.494 
0.3 0.180 0.164 0.173 0.188 0.198 3k−  
0.5 0.120 0.116 0.118 0.122 0.124 
0.1 0.242 0.169 0.203 0.299 0.406 
0.3 0.130 0.119 0.125 0.135 0.142 4k−  
0.5 0.076 0.073 0.074 0.077 0.078 

Ó òàáë. 3 ³ 4 íàâåäåíî çíà÷åííÿ Ê²Í á³ëÿ ë³âîãî òà ïðàâîãî ê³íöÿ òð³ùè-

íè (â³äïîâ³äíî âåðõí³é ³ íèæí³é ðÿäêè), îá÷èñëåí³ ïðè çíà÷åííÿõ 0.05∗ =  

(òàáë. 3) ³ 0.25∗ =  (òàáë. 4), ³ç óðàõóâàííÿì ðåãóëÿðíîãî ÿäðà ( , )H xξ  ³í-
òåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5) (ñòîâï÷èê ²) ³ áåç éîãî âðàõóâàííÿ (ñòîâï÷èê ²²)  

ïðè îäíîâ³ñíîìó ðîçòÿç³, êîëè 1 ( ,0)yy xσ  âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (6).  

 Таблиця 3  

0Γ =  1 3Γ = /  3Γ =  Γ = ∞  
δ  

² ²² ² ²² ² ²² ² ²² 

0.2 
0.398 
0.381 

0.448 
0.420 

0.296 
0.289 

0.313 
0.302 

0.169 
0.175 

0.160 
0.168 

0.128 
0.138 

0.112 
0.125 

0.3 
0.376 
0.361 

0.397 
0.377 

0.286 
0.279 

0.293 
0.285 

0.179 
0.183 

0.174 
0.180 

0.145 
0.153 

0.137 
0.147 

0.5 
0.329 
0.319 

0.334 
0.323 

0.266 
0.262 

0.268 
0.264 

0.193 
0.196 

0.192 
0.195 

0.171 
0.176 

0.168 
0.174 

0.7 
0.297 
0.291 

0.299 
0.293 

0.253 
0.251 

0.254 
0.251 

0.203 
0.204 

0.202 
0.204 

0.187 
0.190 

0.186 
0.189 

 Таблиця 4  

0Γ =  1 3Γ = /  3Γ =  Γ = ∞  
δ  

² ²² ² ²² ² ²² ² ²² 

0.2 
0.750  
0.662 

0.908 
0.734 

0.604 
0.566 

0.663 
0.594 

0.428 
0.453 

0.383 
0.433 

0.385 
0.423 

0.296 
0.383 

0.3 
0.739 
0.650 

0.820 
0.693 

0.598 
0.561 

0.628 
0.577 

0.432 
0.457 

0.409 
0.445 

0.385 
0.427 

0.340  
0.404 

0.5 
0.681 
0.618 

0.709  
0.636 

0.573 
0.548 

0.584  
0.554 

0.449 
0.466 

0.440  
0.461 

0.412 
0.442 

0.395  
0.432 

0.7 
0.663  
0.592 

0.647  
0.601 

0.553  
0.537 

0.559  
0.540 

0.462  
0.474 

0.458  
0.471 

0.435  
0.455 

0.427  
0.450 

ßêùî ðåãóëÿðíå ÿäðî ( , ) 0H xξ = , ùî, çîêðåìà, ìàº ì³ñöå äëÿ òåðì³÷-
íîãî âêëþ÷åííÿ, ÿêå â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ìàòðèö³ ò³ëüêè êîåô³ö³ºíòîì ë³í³é-
íîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ, îòðèìóºìî òî÷íå çíà÷åííÿ Ê²Í çà ôîð-
ìóëîþ [9] 
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 1 2 2

1 1( ) ( )K p d p d±

− −

± ξ ± ξ= − ξ ξ = − ξ ξ
ξπ π − ξ

∫ ∫

 

 

 
  

. (10) 

Òóò âåëè÷èíà 1K±  â³äíîñèòüñÿ â³äïîâ³äíî äî ïðàâîãî òà ë³âîãî ê³íöÿ òð³-

ùèíè ( x = ±  ), ( )p ξ  – íîðìàëüí³ çóñèëëÿ íà òð³ùèí³. Ï³äñòàâèìî ó ôîð-

ìóëó (10) ( ) ( ,0)yyp ξ = − σ ξ  ³ îá÷èñëèìî ³íòåãðàëè, ïîêëàâøè sinξ = ϕ . Òîä³ 
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2

(1 sin )

( sin )
i i

d
k

c

π
±

− π

± ϕ ϕ
=

π + ϕ∫
/

/




 ïðè 1( ,0)
( )

yy i
x

c x
σ =

+
, 1, , 4i =  ,  

äå c R= + δ +  . Îñòàòî÷íî îòðèìàºìî 

 1 22 2 2 2
1 ,            

( )

ck k
c c c

± ± = ± = 
 − ± −

 
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, 

 
2 2

3 42 2 3 2 2 2 5 2

(2 )
,           

2( ) ( )

c cc
k k

c c c c
± ± − +−

= =
± − ± −/ /

   
   

( )
( ) ( )

. (11) 

Âèñíîâêè. Ðîçãëÿíóòî ïëîñêó äåôîðìàö³þ ò³ëà ç êðóãëèì öèë³íäðè÷-
íèì âêëþ÷åííÿì ³ ðîçì³ùåíîþ íà ïðîäîâæåíí³ éîãî ä³àìåòðà òð³ùèíîþ ïðè 
ä³¿ äàëåêî â³ä âêëþ÷åííÿ îäíîð³äíîãî òåïëîâîãî ïîòîêó òà ðîçòÿãóâàëüíèõ 
çóñèëü. Äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ìîäóë³â çñóâó âêëþ÷åííÿ ³ ìàòðèö³ ðîçâ’ÿçàíî 
ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ ç ðåãóëÿð-
íèì ÿäðîì, ùî âðàõîâóº âçàºìîä³þ âêëþ÷åííÿ òà òð³ùèíè, ³ âèçíà÷åíî Ê²Í. 
Áåç óðàõóâàííÿ ðåãóëÿðíîãî ÿäðà îäåðæàíî òî÷í³ ôîðìóëè äëÿ Ê²Í. 

Àíàë³ç íàâåäåíèõ ó òàáëèöÿõ, à òàêîæ ó ðîáîò³ [14] ðåçóëüòàò³â ðîçðà-
õóíê³â ïîêàçóº, ùî ïðè äîâæèí³ òð³ùèíè, ìåíø³é â³ä ðàä³óñà âêëþ÷åííÿ, òà 
â³ääàë³ äî âêëþ÷åííÿ /4Rδ >  ðåãóëÿðíå ÿäðî ïðè 2 11 3 3G G< </ /  ìàëî 
âïëèâàº íà Ê²Í. Òîä³ çà ôîðìóëàìè (11) ìîæíà âèçíà÷àòè Ê²Í ïðè äîâ³ëü-
íèõ òåïëîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ò³ëà òà âêàçàíîìó âèùå ä³àïàçîí³ çì³-
íè ìîäóë³â çñóâó.  

ßêùî ïðè ïåâíîìó íàâàíòàæåíí³ íàïðóæåííÿ íà ì³ñö³ òð³ùèíè 
4

0

( ,0) i
yy i

i

P
x

x=

σ = ∑ , òî âèðàç äëÿ Ê²Í çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 
4

0
i i

i

K k P± ±

=

= ∑ . 

Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è òàáë. 1 ³ 2, ó ÿêèõ íàâåäåíî çíà÷åííÿ ik−  á³ëÿ ë³âîãî 
ê³íöÿ òð³ùèíè, ìîæíà çíàéòè Ê²Í ïðè âêàçàíîìó âèùå íàâàíòàæåíí³. 

²ç ôîðìóëè (3) âèïëèâàº, ùî çóìîâëåí³ òåìïåðàòóðíèì ôàêòîðîì íà-
ïðóæåííÿ â çàëåæíîñò³ â³ä êîåô³ö³ºíò³â ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøè-
ðåííÿ âêëþ÷åííÿ ³ ìàòðèö³ ìîæóòü áóòè ðîçòÿãóâàëüíèìè àáî ñòèñêóâàëü-
íèìè. Ó ïåðøîìó âèïàäêó âîíè áóäóòü ñïðèÿòè ïîøèðåííþ òð³ùèíè ïðè 
ðîçòÿç³, à â äðóãîìó – ãàëüìóâàòè ¿¿. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ТРЕЩИНЫ С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ 
ПРИ НАГРЕВЕ И РАСТЯЖЕНИИ ТЕЛА 
 
Ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ áåñêîíå÷íîãî òåëà ñ öèëèíäðè÷åñêèì âêëþ÷åíè-
åì ñ îòëè÷íûìè îò ìàòåðèàëà òåëà ìåõàíè÷åñêèìè è òåïëîôèçè÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè ïðè çàäàííûõ äàëåêî îò âêëþ÷åíèÿ îäíîðîäíîãî òåïëîâîãî ïîòîêà 
è ðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé. Íàéäåíû êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â 
îêðåñòíîñòè òðåùèíû, ðàñïîëîæåííîé íà ïðîäîëæåíèè äèàìåòðà âêëþ÷åíèÿ, ïó-
òåì ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàä-
ðàòóð. Èññëåäîâàíî, ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè äëèíû òðåùèíû è åå ðàññòîÿíèÿ äî 
âêëþ÷åíèÿ â ðàñ÷åòàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðåãóëÿðíûì ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. 
 
INTERACTION BETWEEN CRACK AND CYLINDRICAL INCLUSION  
UNDER HEATING AND BODY EXTENSION 
 
Flat deformation of an infinite body with cylindrical inclusion with different from the 
body material mechanical and thermophysical characteristics is considered at given (far 
from the inclusion) homogeneous heat flow and tensile forces. The stress intensity fac-
tors are found in the vicinity of the crack located on the continuation of the diameter of 
inclusion by solution of the singular integral equation using the method of mechanical 
quadratures. It is investigated at what relation of the crack length and its distances to 
the inclusion in calculations it is possible to neglect a regular kernel of the integral equ-
ation. In this case the analytical formulas to define the stress intensity factors are obta-
ined. 
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