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ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ ВИЩОГО  
ПОРЯДКУ З ІМПУЛЬСНОЮ ДІЄЮ  
 

Äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ³ âñòàíîâëåíî îö³íêè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ïàðàáîë³÷-
íîãî ð³âíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó çà t  ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ.  

 
Ïðè îïèñ³ äåÿêîãî ðåàëüíîãî ïðîöåñó ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-

íÿíü, ùî ï³ääàºòüñÿ ³ìïóëüñí³é ä³¿ ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó, âèíèêàþòü ìàòå-
ìàòè÷í³ ìîäåë³ ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ. Çàäà÷³ äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ ãëèáîêî âèâ÷åí³ ó ïðàö³ À. Ì. Ñàìîéëåí-
êà, Ì. Î. Ïåðåñòþêà [7] òà â ³íøèõ ðîáîòàõ. Çàäà÷ó Êîø³ äëÿ ð³âíÿíü ç ÷àñ-
òèííèìè ïîõ³äíèìè ïàðàáîë³÷íîãî òèïó ðîçãëÿíóòî â [1–4, 8]. Äëÿ ë³í³éíèõ 
ïàðàáîë³÷íèõ ñèñòåì ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ êîðåêòí³ñòü çàäà÷³ Êîø³ â íîðìîâà-
íèõ ïðîñòîðàõ Ä³í³ âñòàíîâëåíî ó ïðàö³ [6].  

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ âñòàíîâëåíî êîðåêòí³ñòü çàäà÷³ Êîø³ äëÿ 2b
→

-ïà-
ðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü âèùîãî ïîðÿäêó çà t  ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ.  

1. Âèïàäîê êîåô³ö³ºíò³â, çàëåæíèõ â³ä ÷àñîâî¿ çì³ííî¿. Ðîçãëÿíåìî 
ð³âíÿííÿ  
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ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî áóäåìî øóêàòè ïðè it ≠ τ  òàêèé, ùî çàäîâîëüíÿº óìîâè  
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çàäà÷³ (1)–(3) â³äïîâ³äàº çàäà÷à ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

ö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ç ïàðàìåòðîì nσ ∈  :  
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à óìîâàì (2), (3) â³äïîâ³äàþòü òàê³ óìîâè:  
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Íåõàé 1( , , ) ( , , ), , ( , , )i i m iK t K t K tτ σ = τ σ τ σ{ } , 1i it +τ < < τ , – íîðìàëüíà 

ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ Êîø³  
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i j,δ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà.  

Íà ïðîì³æêó 0 1( , )t ∈ τ τ  ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ  

 0( , ) ( , , )V t K t cσ = τ σ ⋅ , 

äå c  – âåêòîð-ñòîâï÷èê, ³ çà óìîâ (5) ðîçâ’ÿçîê ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³  
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òîáòî  
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τ τ σ = τ σ  , 

 0 1k kt T+τ < < τ < < τ < <  . 

Ó âèïàäêó 0ν =  îòðèìàºìî, ùî 0 0( , , ) ( , , )t K tτ σ = τ σ .  

ßêùî ð³âíÿííÿ (1) ð³âíîì³ðíî ïàðàáîë³÷íå, òî êîìïîíåíòè íîðìàëüíî¿ 
ôóíäàìåíòàëüíî¿ ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü íåð³âí³ñòü [8, ñ. 55 ]  
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Òîìó äëÿ ïîõ³äíèõ ìàòðèöàíòà 0( , , )t τ σ  ³ç (8) ä³ñòàíåìî îö³íêó  
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Ïðè îòðèìàíí³ îö³íêè (10) âðàõîâàíî, ùî ó ôîðìóë³ (9) ñòåïåí³ âèðàç³â 

jt − τ  äîäàòí³, à 0jt t− τ < − τ .  

Çàñòîñóºìî äî îáîõ ÷àñòèí ôîðìóëè (7) îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ³ 
ñêîðèñòàºìîñÿ òåîðåìîþ ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çãîðòêè. Ó ðåçóëüòàò³ 
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ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ìàòðèöàíòà  
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ëåìó 1.1 ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ö³ëèõ ôóíêö³é [8, ñ. 36], îòæå, äëÿ ïîõ³ä-
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çàäîâîëüíÿþòü íåð³âí³ñòü  

 λ σ ≤ − δ σ δ = > σ ∈ ∈ τ2
0Re ( , ) ,     const 0,     ,     ( , ]b n

i t t T , 

(³³) âèðàçè ( 1)1 0j
iB −+ ≠ , 1 ,j m= , , i  – ñê³í÷åííå ÷èñëî.  

Òîä³ ôóíêö³ÿ ¥ð³íà 0( , , )G t xτ  çàäà÷³ (1)–(3) âèçíà÷àºòüñÿ ÿê îáåðíåíå 

ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöàíòà 0( , , )t τ σ , à ïîõ³äí³ ¿¿ çàäîâîëüíÿþòü íåð³â-

íîñò³ (13). Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (11) äëÿ áóäü-
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1( ) ( )n n

j H C Lϕ ∈ ≡    ç íîðìîþ, îçíà÷åíîþ â [5, ñ. 147], 

³ ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè  
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2. Âèïàäîê êîåô³ö³ºíò³â, çàëåæíèõ â³ä ÷àñîâî¿ ³ ïðîñòîðîâî¿ çì³ííèõ. 
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ ç ³ìïóëüñíèìè óìîâàìè  
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 1, , ,         1, ,j m i p= =  . (16) 

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî êîåô³ö³ºíòè 
0
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,  nt T x≤ ≤ ∈  } , îáìåæåí³ òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà çà x  ç ïî-

êàçíèêîì α , < α ≤0 1 . 
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 1, , ,       1, ,j m i p= =  , (17) 

çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ìîæíà çíàéòè ôóíêö³þ ¥ð³íà  
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äå 0( , , ; )t yτ σ  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (8), ó ÿê³é ( , , )kK t τ σ  çàì³íåíî íà 

íîðìàëüíó ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ( , , , )kK t yτ σ  ð³âíÿííÿ ç ïàðàìåòðîì  
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Ð³âíÿííÿ â çàäà÷³ (17) ð³âíîì³ðíî ïàðàáîë³÷íå, êîåô³ö³ºíòè 
0
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âîëüíÿº íåð³âí³ñòü [8, ñ. 75 ]  
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òîìó ìàòðèöàíò 0( , , ; )t yτ σ  òàêîæ çàäîâîëüíÿº îö³íêó (10). 

Äî ³íòåãðàëà (18), ÿêèì âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ÿ ¥ð³íà çàäà÷³ (17), ìîæíà 
çàñòîñóâàòè òåîðåìó ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ö³ëèõ ôóíêö³é [8, ñ. 36]. Ó ðå-
çóëüòàò³ îòðèìàºìî îö³íêè  
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Îçíà÷åííÿ. Ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (14)–(16) íà-
çâåìî ìàòðèöþ-ñòîâï÷èê 0 1 0 0( , , , ) ( , , , ), , ( , , , )mZ t x Z t x Z t xτ ξ = τ ξ τ ξ{ } , êîìïî-
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D Z t x x −=τ
τ ξ = δ − ξ δ  , 

äå ( )xδ − ξ  – ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà,  

 ( 1) ( 1)
0 0( 0, , , ) ( 0, , , )j j

t i t iD Z x D Z x− −τ + τ ξ − τ − τ ξ =   

 ( 1) ( 1)
0( 0, , , )j j

t iB D Z x− −= τ − τ ξ  , 

 τ < τ < < τ < < =  0 1 ,          , 1, ,i T j m .  

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Å. Å. Ëåâ³ [8], áóäåìî øóêàòè 0( , , , )Z t xτ ξ  ó âè-

ãëÿä³  
 0 0( , , , ) ( , , , )Z t x G t xτ ξ = τ − ξ ξ +  

 
τ

+ β β − ψ β τ ξ∫ ∫
0

0( , , , ) ( , , , )
n

t

d G t x y y y dy


, (20) 

äå τ − ξ0( , , , )G t x y  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà çàäà÷³ (17). Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî âåê-

òîð-ôóíêö³ÿ ψ τ ξ0( , , , )t x  çàäîâîëüíÿº óìîâó Ãåëüäåðà çà çì³ííîþ x .  

Çàñòîñóâàâøè îïåðàòîð ∂ ∂ −  ∂ ∂
, ; ,

m

m
P t x D

tt
 äî 0( , , , )Z t xτ ξ , âèçíà÷åíî¿ 

ôîðìóëîþ (20), îòðèìàºìî â³äíîñíî 0( , , , )t xψ τ ξ  ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ  

 

0

0 0 0( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
n

t

t x K t x d K t x y y dy
τ

ψ τ ξ = τ ξ + β β ψ β τ ξ∫ ∫


, (21) 

äå 

 
 ∂ ∂ τ ξ ≡ − τ − ξ ξ =  ∂  ∂ 0 0( , , , ) , ; , ( , , , )

m

m
K t x P t x D G t x

t t
  

 
 ∂ ∂   = − ξ τ − ξ ξ    ∂ ∂    

0, ; , , ; , ( , , , )P t x D P t D G t x
t t

.  
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Íà îñíîâ³ îö³íîê (19) ³ çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü îòðèìàºìî  

 0 0( , , , ) , ; , , ; , ( , , , )K t x P t x D P t D G t x
t t

 ∂ ∂   τ ξ = − ξ τ − ξ ξ ≤    ∂ ∂    
 

 
0 0

02 2

( , ) ( , )k k k k
k bk bm

c A t x A t
+ ≤

≤ − ξ ×∑  

 
120 2 2 12 1

1
0 1 0

1

( )( ) exp ( )
k n b

b bb

p
m k

M B t c x t
+

−−
− − − −

ν
ν =

 × − τ − − ξ − τ ≤ 
 

∏  

 −−
− − −α

ν
ν =

 ≤ − ξ − τ − − ξ − τ ≤ 
 

∏
12

2 2 12 1
1

0 1 0
1

( ) ( )exp ( )
n b
b bb

p

c x t M B c x t  

 
2 12
2 2 12 1

0 1 0
1

( )( ) exp ( )
n b b

b bb

p

c M B t c x t
+ −α

−−
− −

ν
ν =

 ≤ − τ − − ξ − τ 
 

∏ . 

Òàêèì ÷èíîì, ÿäðî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (21) ìàº ñëàáêó îñîáëèâ³ñòü ³ 
ìîæå áóòè äîñë³äæåíå çà äîïîìîãîþ ìåòîäèêè, çàñòîñîâàíî¿ ïðè äîâåäåíí³ 
òåîðåìè 2.1 ó ðîáîò³ [8, ñ. 73], à äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî¿ ñèñòåìè ðîçâ’ÿçê³â 

0( , , , )Z t xτ ξ  áóäóòü âèêîíóâàòèñü îö³íêè  

 τ ξ ≤0
0( , , , )k k

t xD D Z t x  

 
12

0 2 2 12 1
1

0 1 0
1

( )( ) exp ( )
k n b

b bb

p
m k

c M B t c x t
+

−−
− − − −

ν
ν =

 ≤ − τ − − ξ − τ 
 

∏ . 

Òåîðåìà 2. Íåõàé êîåô³ö³ºíòè 
0

( , )k kA t x  ð³âíÿííÿ (14) íåïåðåðâí³ â 

Π = τ ≤ ≤ ∈0 , nt T x { } , îáìåæåí³ òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà çà x  

ç ïîêàçíèêîì α , 0 1< α ≤ . Òîä³ ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ’ÿçê³â âè-
çíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (20), à ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (14)–(16) º ôóíêö³ÿ  

 0( , ) ( , , , ) ( )
n

u t x Z t x d= τ ξ ϕ ξ ξ∫


. 

3. Íåîäíîð³äíà çàäà÷à. Ðîçãëÿíåìî íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ  

 
+ ≤

∂ = + ∈ τ
∂

∑ 0
0

0

0
2 2

( ) ( , ),      ( , ]
m

kk
k k x tm

k bk bm

u A t D D u f t x t T
t

,  

 ∈ ≤ −0,      1nx k m ,  (22) 

ç ïî÷àòêîâèìè  

 
0

1 ( , ) ( ),         1, ,j
t jt

D u t x x j m−
=τ

= ϕ =  , (23) 

òà ³ìïóëüñíèìè óìîâàìè  

 1 1 ( 1) 1( 0, ) ( 0, ) ( 0, ) ( )j j j j
t i t i i t i jD u x D u x B D u x a x− − − −τ + − τ − = τ − + , 

 1, , ,       1, ,j m i p= =  . (24) 

Çàäà÷³ (22)–(24) â îáðàçàõ Ôóð’º â³äïîâ³äàº çàäà÷à  

 
0

0 0
0

0
2 2

( )( ) ( , )
km

k
k km k

k bk bm

d V d VA t i f t
dt dt+ ≤

= σ + σ∑  , (25) 

 
0

1

1
( ),       1, ,

j

jj
t

d V j m
dt

−

−
=τ

= ϕ σ =  , (26) 

 
− − −

−
− − −

=τ + =τ − =τ −
− = + σ = 

1 1 1
( 1)

1 1 1
0 0 0

( ),    1, ,
i i i

j j j
j

i jj j j
t t t

d V d V d VB a j m
dt dt dt

. (27) 
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Çã³äíî ç ì³ðêóâàííÿìè, íàâåäåíèìè â ï. 1, ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (25)–(27) 
âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ  

 
ν

ν−

τ−

ν
ν = τ

σ = τ σ ϕ σ + τ τ σ τ σ τ +∑ ∫  
1

1

0 1
1

( , ) ( , , ) ( ) ( , , , ) ( , )
k

V t t t f d  

 

−τ

+ τ σ τ σ τ + τ σ σ∫ K  
1

2 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( )

k

t

t f d t a , (28) 

äå ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 
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1 ( , , )m m

B

Bt K t

B

ν ν

ν ν
ν ν
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′+ τ τ στ τ σ = τ σ

+ τ τ σ

K

K

K




( )
( )

( )

, 

τ σK ( , , )t  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà çàäà÷³ Êîø³,  

 2 0( ) ( )t K t ν, τ , σ = , τ , σ ×  
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1 1 1

1 1

(1) (1)
1 1 1

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1

1 1

1 ( , , ) 1 ( , , )
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1 ( , , ) 1 ( ,

i i i i m i i
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i i i i m i i
i i

m m m m
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i i

B K B K

B K B K

B K B K

ν ν

− −
= =
ν ν

− −
= =

ν ν
− − − −

−
= =

+ τ τ σ + τ τ σ

′ ′+ τ τ σ + τ τ σ×

+ τ τ σ + τ

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑




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

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 1, )i−τ σ

, 

ïðè 1ν ≥ , à äëÿ 0ν =   

 2 0 0( , , ) ( , , )t K tτ σ = τ σ , 

ìàòðèöàíò ( , , )t τ σ  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (8).  

Çà óìîâè ð³âíîì³ðíî¿ ïàðàáîë³÷íîñò³ ð³âíÿííÿ (22) äëÿ ôóíêö³¿ τ σK ( , , )t  

³ ¿¿ ïîõ³äíèõ ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè ïðè êîìïëåêñíèõ àðãóìåíòàõ 0s i= σ + γ   

 − −τ ≤ − τ ⋅ −δ σ + γ − τK0 0 1 2 2( , , ) ( ) exp ( )k m k b b
tD t s c t F t{( ) } . (29) 

Îòæå, çã³äíî ç îö³íêàìè (9) òà (29) îòðèìóºìî îö³íêè äëÿ 1  òà 2 : 
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0 0 1 ( )
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k m k t
tD t c t e M B− − −δ σ −τ
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τ τ σ ≤ − τ ⋅ ∏ , 
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tD t c t e M B− − −δ σ −τ

ν
ν =

τ σ ≤ − τ ⋅ ∏ , 

 τ < τ > τ σ ∈0 ,    ,    n
k kt  . 

Çàñòîñîâóþ÷è äî îáîõ ÷àñòèí ôîðìóëè (28) îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôó-
ð’º ³ âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çãîðòêè, îòðèìàºìî 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (22)–(24)  

 0( , ) ( , , ) ( )
n

u t x G t x d= τ − ξ ϕ ξ ξ +∫
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d G t x f d
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ν
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+ τ τ τ − ξ τ ξ ξ +∑ ∫ ∫

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+ τ τ − ξ τ ξ ξ + τ − ξ ξ ξ∫ ∫ ∫
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0 2 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( )
n n

k

t

d G t x f d G t x a d
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, (30) 
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äå  

 0
1 1

1( , , , ) ( , , , )
(2 ) n

i x
n

G t x e t dσ
ν ντ τ = τ τ σ σ

π ∫ 


, 

 στ = τ σ σ
π ∫ K0

0
1( , , ) ( , , )

(2 ) n

i x
n

G t x e t d


, 

 0
2 0 2 0

1( , , ) ( , , )
(2 ) n

i x
n

G t x e t dστ = τ σ σ
π ∫ 


, 

à 0( , , )G t xτ  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (12).  

Òåîðåìà 3. Íåõàé:  
(³) êîåô³ö³ºíòè 

0
( )k kA t  ð³âíÿííÿ (22) º íåïåðåðâíèìè, à ð³âíÿííÿ (22) º 

ð³âíîì³ðíî ïàðàáîë³÷íèì;  

(³³) âèðàçè ( 1)1 0j
iB −+ ≠ , 1, ,j m=  , i  – ñê³í÷åííå.  

Òîä³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (22)–(24) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (30) äëÿ áóäü-

ÿêèõ ôóíêö³é ϕ ∈ (1,0),j ja H , (1, ) ( )
1( ) ( )n

xf H C Lα α∈ ≡ Π    ³ ñïðàâäæóþòüñÿ 

îö³íêè  
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВЫСШЕГО 
ПОРЯДКА С ИМПУЛЬСНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ 
 
Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è óñòàíîâëåíà îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî t  ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì.  
 
CAUCHY PROBLEM FOR HIGH-ORDER PARABOLIC EQUATION WITH 
IMPULSE ACTION 
 
In the present work the theory of Cauchy problem correctness for parabolic equations of 
higher order with impulse action is formed.  
 
×åðí³â. íàö. óí-ò  Îäåðæàíî 
³ì. Þ. Ôåäüêîâè÷à, ×åðí³âö³ 25.12.06 
 


