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ЗАДАЧІ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ З НЕПОВНІСТЮ ВИЗНАЧЕНИМИ 
ГРАНИЧНИМИ УМОВАМИ 
 

Ìîæëèâ³ñòü ïîáóäîâè àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷-
íî¿ ô³çèêè äëÿ íåêàíîí³÷íèõ îáëàñòåé âàæëèâà ç òî÷êè çîðó ñòâîðåííÿ åôåê-
òèâíèõ àëãîðèòì³â ê³ëüê³ñíî¿ îö³íêè õàðàêòåðèñòèê äîñë³äæóâàíèõ ïîë³â. 
Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçãëÿíóòè øèðîêå êîëî 
êîíêðåòíèõ ïðîáëåì íà îñíîâ³ ââåäåíîãî ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ãðà-
íè÷íî¿ çàäà÷³. Îäíàê ïðè öüîìó ìîæóòü âèíèêàòè òðóäíîù³ ïðè ïîáóäîâ³ 
àëãîðèòì³â ðîçðàõóíê³â, ïîâ’ÿçàí³ ç íåïîâíîþ âèçíà÷åí³ñòþ ãðàíè÷íèõ óìîâ 
íà ïðîì³æêàõ îðòîãîíàëüíîñò³ ôóíêö³é, ùî âõîäÿòü ó çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê. Ó 
ðîáîò³ äàþòüñÿ ïðèêëàäè çàäà÷, ó ÿêèõ òàê³ òðóäíîù³ âèíèêàþòü, äîñë³ä-
æóºòüñÿ ¿õ ïðèðîäà òà ìåòîäè ïîäîëàííÿ. Íàâåäåíî ê³ëüê³ñí³ îö³íêè òî÷-
íîñò³ ïîáóäîâàíèõ ðîçâ’ÿçê³â. 

 
ßðîñëàâ Ñòåïàíîâè÷ Ï³äñòðèãà÷ áóâ â÷åíèì ç íàäçâè÷àéíî øèðîêèì 

ä³àïàçîíîì íàóêîâèõ ³íòåðåñ³â. Éîãî ïðàöÿìè çáàãà÷åíî ðÿä ðîçä³ë³â ñó÷àñ-
íî¿ ìåõàí³êè, ñòâîðåíî íîâ³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ äëÿ ê³ëüê³ñíîãî îïèñó òåð-
ìîäèíàì³÷íèõ, õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â, ïðîöåñ³â äåôîðìóâàííÿ ïðóæíèõ ò³ë ç 
óñêëàäíåíèìè ô³çèêî-ìåõàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè [6]. Ïðàêòè÷íà ðîáîòà 
â ðàìêàõ íîâèõ ìîäåëåé âèìàãàëà ðîçâèíåííÿ íîâèõ ï³äõîä³â äî ïîáóäîâè 
ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷. Öèì çóìîâëåíî âåëèêèé ³íòåðåñ 
ßðîñëàâà Ñòåïàíîâè÷à äî ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì, ïåðø çà âñå, äî ïðîáëåì 
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Öÿ îáñòàâèíà ïåâíîþ ì³ðîþ âèçíà÷èëà òåìàòèêó ö³º¿ 
ñòàòò³. Àâòîðó, ÿêèé ìàâ ìîæëèâ³ñòü ñï³ëêóâàòèñÿ ç ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷åì ³ 
îáãîâîðþâàòè ïðîáëåìè ðîçâèòêó ìåõàí³êè, çäàºòüñÿ, ùî ðåàêö³ÿ ßðîñëàâà 
Ñòåïàíîâè÷à íà çì³ñò ñòàòò³ áóëà á òàêîþ: «Öå ö³êàâî». 

1. Ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³. Âèêëàä îñíîâíîãî 
çì³ñòó ñòàòò³ äîö³ëüíî ïîïåðåäèòè êîðîòêèì âèêëàäîì çì³ñòó âàæëèâîãî 
äëÿ ïîäàëüøîãî ïîíÿòòÿ. Çàãàëüíîâ³äîìî, ùî, íà â³äì³íó â³ä ãðàíè÷íèõ (ïî-
÷àòêîâèõ) çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ïîíÿòòÿ çàãàëü-
íîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ íå ìàº ñåíñó. Ðàçîì ç òèì, 
äëÿ øèðîêîãî êîëà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè äîñèòü çì³ñòîâ-
íèì º ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³. Ìîæëèâ³ñòü êîí-
ñòðóêòèâíîãî ï³äõîäó òóò âèçíà÷àºòüñÿ òèì, ùî ïðè ôîðìóëþâàíí³ ãðàíè÷-
íî¿ çàäà÷³, êð³ì îñíîâíèõ ð³âíÿíü, çàäàºòüñÿ ³ ôîðìà îáëàñò³. ßêùî äëÿ â³ä-
ïîâ³äíèõ ð³âíÿíü º ìîæëèâîþ ïîáóäîâà ïåâíèõ ÷àñòêîâèõ ðîçâ’ÿçê³â, òî äëÿ 
ðÿäó êàíîí³÷íèõ îáëàñòåé ìîæëèâî óòâîðèòè íàáîðè òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ 
çàäîâîëüíÿþòü äâ³ óìîâè. Ïî-ïåðøå, ñóïåðïîçèö³ÿ òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â ç ïåâ-
íèìè âàãîâèìè êîåô³ö³ºíòàìè äîçâîëÿº â ïåâíîìó ñåíñ³ òî÷íî âèêîíàòè ãðà-
íè÷í³ óìîâè çàäà÷³. Ïî-äðóãå, ïðè çì³í³ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ äàíî¿ îáëàñò³ â 
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ çì³íÿòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿ ÷èñëîâèõ êîåô³ö³ºíò³â. Ö³ äîñèòü 
çàãàëüí³ ôîðìóëþâàííÿ ñòàþòü çîâñ³ì ïðîçîðèìè, ÿêùî ¿õ äîïîâíèòè êîí-
êðåòíèì ïðèêëàäîì.  

Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñò³øó äâîâèì³ðíó ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ ð³âíÿííÿ 
Ëàïëàñà â êðóç³. Òðåáà çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( , )rϕ θ , ÿêà çàäîâîëüíÿº 

ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà â êðóç³ 0r r<  ³ ïðèéìàº íà ãðàíèö³ íàïåðåä çàäàí³ çíà-

÷åííÿ 0( , ) ( )rϕ θ = Φ θ . Äëÿ öüîãî âèïàäêó ìîæíà âêàçàòè ä³éñíî çàãàëüíèé 

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííîãî ðÿäó 
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äëÿ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ ( )Φ θ . Çàãàëüí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ðîçóì³ºòüñÿ â òîìó ñåíñ³, 
ùî ñòðóêòóðà òà ôóíêö³îíàëüíèé ñêëàä âèðàçó (1) íå çì³íþºòüñÿ ïðè çì³í³ 
çíà÷åííÿ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ íà ãðàíèö³ êðóãà. Òà îáñòàâèíà, ùî ïðè ïåâíèõ 
óìîâàõ äåÿê³ ³ç êîåô³ö³ºíò³â â (1) ìîæóòü áóòè íóëÿìè íå ñòàâèòü ï³ä ñóì-
í³â âèñëîâëåíå òâåðäæåííÿ.  

Ñïèðàþ÷èñü íà âëàñíèé äîñâ³ä, ÷èòà÷ ìîæå íàâåñòè äîñèòü áàãàòî ïðè-
êëàä³â ïîä³áíèõ çà ñâîºþ ñóòí³ñòþ ïðåäñòàâëåíü äëÿ ô³çè÷íèõ ïîë³â ð³çíî¿ 
ïðèðîäè. Ïðè öüîìó ìîâà, çâè÷àéíî, éäå ïðî òàê³ êàíîí³÷í³ ôîðìè îáëàñ-
òåé, ÿê ñôåðà, öèë³íäð, øàð, åë³ïñî¿ä òà ³í. Ôóíäàìåíòàëüíîþ îñíîâîþ äëÿ 
âèñíîâê³â ïðî çàãàëüí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â ãðàíè÷íèõ çàäà÷ â êîæíîìó êîíêðåò-
íîìó âèïàäêó º âëàñòèâîñò³ ïîâíîòè â³äïîâ³äíèõ ñèñòåì âëàñíèõ ôóíêö³é 
ãðàíè÷íèõ çàäà÷ Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ [7]. 

Âàæëèâèì ìîìåíòîì ïðè îáãîâîðåíí³ ³äå¿ ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî 
ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ º òà îáñòàâèíà, ùî òàêà ³äåÿ º äîñèòü êîíñòðóê-
òèâíîþ. ßêáè ìîâà éøëà ëèøå ïðî òàê³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê íàâåäåíèé äëÿ ïðè-
êëàäó âèùå, òî â³ä òàêîãî ïîíÿòòÿ áóëî á ìàëî êîðèñò³. Îäíàê âèÿâëÿºòüñÿ, 
ùî çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàí³ äëÿ äîñèòü 
øèðîêîãî êîëà íåêàíîí³÷íèõ îáëàñòåé â ð³çíèõ ðîçä³ëàõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³-
çèêè. Ïîäàëüøèé âèêëàä áóäå ïîâ’ÿçàíèé ç ³ëþñòðàö³ºþ òàêèõ ìîæëèâîñòåé 
³ ñïåöèô³÷íèõ ïðîáëåì, ùî âèíèêàþòü ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ êîíêðåòíèõ çàäà÷.  

2. Ïðèêëàä çàäà÷³ ç íåïîâí³ñòþ âèçíà÷åíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. 
Õàðàêòåð çàäà÷, ïðî ÿê³ éäå ìîâà â ñòàòò³, êðàùå âñüîãî ïîêàçàòè íà êîí-
êðåòíîìó ïðèêëàä³. Â ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³ äîáðå ðîçâèíåí³ ï³äõîäè äî ðîç-
â’ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ð³çíîãî ô³çè÷íîãî çì³ñòó äëÿ òàêèõ âèïàäê³â, êî-
ëè ãðàíè÷í³ óìîâè ôîðìóëþþòüñÿ íà ïàð³ öèë³íäð³â (ñôåð) àáî íà íàáîðàõ 
òàêèõ ïîâåðõîíü. Äëÿ òîãî ùîá â³ä³éòè â³ä íåîáõ³äíîñò³ îáãîâîðþâàòè îñîá-
ëèâîñò³ ôîðìóëþâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïîòåíö³àëó, ðîçãëÿíåìî äâîâè-
ì³ðíó çàäà÷ó ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ñèñòåìîþ äâîõ öèë³íäð³â ç äîâ³ëü-
íèì ðîçïîä³ëîì øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ çà êóòîâîþ êîîðäèíàòîþ. Ó öüîìó 
âèïàäêó øóêàíà ôóíêö³ÿ ïîòåíö³àëó øâèäêîñòåé ( , , )rϕ θ ω  çàäîâîëüíÿº ð³â-
íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà 
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îñÿìè öèë³íäð³â ìåíøà, í³æ ñóìà äîâæèí ¿õ ðàä³óñ³â. Ñàìå öåé âèïàäîê ìè 
ìàºìî îáãîâîðèòè äàë³.  

Íàâåäåíèé äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó ðîçâ’ÿçîê (3) äàº ìîæëèâ³ñòü çàäî-
âîëüíèòè äîâ³ëüí³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõíÿõ ðîçíåñåíèõ öèë³íäð³â. Ïðî-
öåäóðà âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ òåîðåì äîäà-
âàííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåññåëÿ [1]. Âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ïîâíîòè òà îð-
òîãîíàëüíîñò³ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é äëÿ ö³ëèõ m  òà n  íà ïîâåðõí³ 
öèë³íäð³â 10 2≤ θ ≤ π  òà 20 2≤ θ ≤ π  çâîäèòü çàäà÷ó â³äøóêàííÿ çíà÷åíü 

êîåô³ö³ºíò³â mA  òà mB  äî ðîçâ’ÿçàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àë-

ãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü [5].  
Äëÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ (3) âèêîíóþòüñÿ äâ³ âàæëèâ³ 

óìîâè: óìîâà âèïðîì³íþâàííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³ òà óìîâà ïåð³îäè÷íîñò³ 
ïîëÿ ïî áóäü-ÿê³é êðèâ³é, ùî îõîïëþº äâà öèë³íäðà. Ö³ äâ³ óìîâè ìàþòü 
âèêîíóâàòèñÿ ³ â òîìó âèïàäêó, êîëè âèïðîì³íþâàííÿ õâèëü çä³éñíþºòüñÿ ç 
ïîâåðõí³, ùî óòâîðåíà öèë³íäðàìè, ÿê³ ïåðåòèíàþòüñÿ (ðèñ. 1). Îäíàê òåïåð 
ãðàíè÷í³ óìîâè ìîæóòü áóòè çàäàí³ ëèøå íà ÷àñòèíàõ öèë³íäðè÷íèõ ïî-
âåðõîíü, ÿê³ ïîêàçàí³ ñóö³ëüíèìè äóãàìè íà ðèñ. 1. Ïîâí³ ñèñòåìè òðèãîíî-
ìåòðè÷íèõ ôóíêö³é íà öèõ ïîâåðõíÿõ ìîæóòü áóòè ëåãêî ïîáóäîâàí³ ïðè 
çàì³í³ ö³ëèõ ÷èñåë m  òà n  â (3) íà â³äïîâ³äí³ äðîáîâ³. Ïðè öüîìó âèðàç (3) 
çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà òà óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ. Îäíàê ïðè 
öüîìó íå âèêîíóþòüñÿ âêàçàí³ âèùå óìîâè ïåð³îäè÷íîñò³. Òàêèì ÷èíîì, ïðè 
ðîçãëÿä³ çàäà÷³ ç ãåîìåòð³ºþ âèïðîì³íþâà÷à, ïîêàçàíîþ íà ðèñ. 1, ìè ìàºìî 
âèêîðèñòîâóâàòè âèðàçè (3) ç ö³ëèìè m  òà n . Îäíàê ãðàíè÷í³ óìîâè íà 
øòðèõîâèõ ÷àñòèíàõ ïîâåðõîíü òåïåð íå çàäàí³. Ñàìå òàêó çàäà÷ó âèçíà÷à-
ºìî ÿê çàäà÷ó ç íåïîâí³ñòþ âèçíà÷åíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Äëÿ âèçíà-
÷åííÿ ìåòîäó ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ ïîâåðíåìîñÿ çíîâó äî ðîçãëÿäó äó-
æå ïðîñòî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïîòåíö³àëó. 

3. Çàäà÷à òåîð³¿ ïîòåíö³àëó äëÿ âíóòð³øíüî¿ îáëàñò³ ïðÿìîêóòíèêà. 
Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ ìîæëèâèõ øëÿõ³â âèêîðèñòàííÿ çàãàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ãðà-
íè÷íèõ çàäà÷ ó âèïàäêàõ, ïîä³áíèõ äî íàâåäåíîãî âèùå, ðîçãëÿíåìî äîñèòü 
ïðîñòó çàäà÷ó òåîð³¿ ïîòåíö³àëó. Òðåáà çíàéòè çíà÷åííÿ ãàðìîí³÷íî¿ ôóíê-
ö³¿ ( , )x yϕ  ó ïðÿìîêóòíèêó ,  x a y b≤ ≤ , ïîêàçàíîìó ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè íà 
ðèñ. 2. Ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ çàäàìî ð³âíîñòÿìè 

 ( , ) 0,           ( , ) cos
2
xa y x b
a

πϕ ± = ϕ ± = . (4) 

Î÷åâèäíî, ùî øóêàíà ôóíêö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ 

 
cosh

2( , ) cos
2 cosh

2

y
x ax y
a b

a

π
πϕ = ⋅

π
. (5) 

Äëÿ òîãî ùîá ïîâ’ÿçàòè ðîçãëÿäóâàíó çàäà÷ó ç îïèñàíîþ âèùå çàäà÷åþ äëÿ 
öèë³íäð³â, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, äåùî çì³íèìî ãåîìåòð³þ çàäàíîãî ïðÿìîêóò-
íèêà. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíó îáëàñòü ,  x b y b− ≤ ≤ − ≤ ≤  , ÿêà âêëþ÷àº 
â ñåáå ïî÷àòêîâî çàäàíèé ïðÿìîêóòíèê. Äëÿ ö³º¿ íîâî¿ îáëàñò³ ëåãêî ïîáó-
äóâàòè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïîòåíö³àëó. Îáìåæó-
þ÷èñü ñèìåòðè÷íèì â³äíîñíî îáîõ îñåé âèïàäêîì, òàêèé ðîçâ’ÿçîê ïîäàìî ó 
âèãëÿä³ 

 
0 0

cosh cosh
( , ) cos cos

cosh cosh
m k

m m k k
m km k

x y
x y B y A x

b

∞ ∞

= =

γ δ
ϕ = γ + δ

γ δ∑ ∑ . (6) 

Òóò ïðèéíÿòî ïîçíà÷åííÿ  

 
(2 1) (2 1)

,      
2 2m k

m k
b
+ π + πγ = δ =   . (7) 
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Âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ñòî-
ðîíàõ ïðÿìîêóòíèêà çâîäèòüñÿ, ïî ñóò³, 
äî çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º mB , 

kA . Îäíàê çãàäàºìî, ùî ïî÷àòêîâó ãðà-

íè÷íó çàäà÷ó ñôîðìóëüîâàíî äëÿ ïðÿ-
ìîêóòíèêà, ïîêàçàíîãî ñóö³ëüíèìè ë³í³-
ÿìè íà ðèñ. 2. Òîìó äåùî ìîäèô³êóºìî 
âèðàç (6) òàê, ùîá çáåðåãòè çàãàëüí³ñòü 
ðîçâ’ÿçêó ³ çàëèøèòè ñèòóàö³þ ïîä³áíîþ äî ñèòóàö³¿ ç äâîìà öèë³íäðàìè, 
ùî ïåðåòèíàþòüñÿ. Ââåäåìî â ðîçãëÿä çàì³ñòü (6) òàêèé âèðàç:  

 
0 0

cosh cosh
( , ) cos cos

cosh cosh
m k

m m k k
m km k

x y
x y B y A x

a b

∞ ∞

= =

γ δ
ϕ = γ + δ

γ δ∑ ∑ . (8) 

Öÿ ôóíêö³ÿ, î÷åâèäíî, º ãàðìîí³÷íîþ. Íà ñòîðîíàõ ïðÿìîêóòíèêà a x− ≤ ≤  

,  a b y b≤ − ≤ ≤  ìàºìî ïîâí³ ñèñòåìè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é. Îäíàê, 

ïîä³áíî äî çàäà÷³ äëÿ öèë³íäð³â, òóò òàêîæ ñèñòåìà ôóíêö³é cos kxδ  íå º 

îðòîãîíàëüíîþ íà â³äð³çêó a x a− ≤ ≤ , íà ÿêîìó çàäàíî ãðàíè÷í³ óìîâè. 
Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ âèðàçó äëÿ ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ (8) 
äëÿ âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ (4). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ãðàíè÷í³ óìîâè íà 
ñòîðîíàõ y b= ± . Ïðè òàêîìó âèáîð³ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ,m kγ δ  îäåðæóºìî 

ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ 

 0 0
0

cos cos ,      ,      
2k k

k

A x x a x a
a

∞

=

πδ = α α = − ≤ ≤∑ . (9) 

Ñèñòåìà òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é cos kxδ  íå º îðòîãîíàëüíîþ íà â³äð³çêó 

a x a− ≤ ≤ , àëå íàïåâíî º ïîâíîþ. Ìîæíà âêàçàòè äåê³ëüêà ñïîñîá³â çâå-
äåííÿ öüîãî ð³âíÿííÿ äî àëãåáðà¿÷íîãî. Îäíèì ³ç íèõ ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, 
ì³í³ì³çàö³ÿ ³íòåãðàëó ïî âêàçàíîìó ³íòåðâàëó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî â³äõè-
ëåííÿ çíà÷åííÿ íåñê³í÷åííîãî ðÿäó çë³âà â³ä çíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷íî¿ 
ôóíêö³¿ ñïðàâà â ð³âíÿíí³ (9). Ñàìå òàêà ïðîöåäóðà ïðèâîäèòü äî âèçíà÷åí-

íÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º â êëàñè÷íîìó âèïàäêó, êîëè 
(2 1)

2k
k

a
+ πδ = . Ïðè öüî-

ìó âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â ïðèâîäèòü äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè 
ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü.  

Ìàþ÷è íà óâàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³, 
çàïðîïîíóºìî ³íøèé ï³äõ³ä äî âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ó (9). Çàì³íèìî ôóíê-
ö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ (9) òàêèì: 

  0

0

cos , ,
cos

( ), .k k
k

x x a
A x

x a x

∞

=

α ≤
δ = 

ξ < ≤
∑ 

 (10) 

Òóò ( )xξ  – äîâ³ëüíà ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ. Òåïåð êîåô³ö³ºíòè kA  çíàõîäÿòüñÿ 

äóæå ïðîñòî: 

 0
2 2
0

2 cos

( )
k

k k
k

a
A

α δ
= + ξ

α − δ
, (11) 

äå  

 2 ( ) cosk k
a

x x dxξ = ξ δ∫


 .  (12) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ ã³ïåðáîë³÷íèõ ôóíêö³é ðÿäàìè Ôóð’º 

 
2 2

0

cosh 2( 1)
cos ,      0,1,2,

cosh ( )

m
k m

m
k m m k

y
y k

b b

∞

=

δ − γ
= γ =

δ γ + δ
∑  , (13) 

 

x

y

O



a
2b

 
Рис. 2 
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çíàõîäèìî ³ç ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ñòîðîíàõ x a= ±  çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â 

mB  ó âèðàç³ (6): 

 
2 2

0

2( 1)
cos

( )

m
m

m k k
k m k

B A a
b

∞

=

− γ
= − δ

γ + δ
∑ .  (14) 

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïîòåíö³àëó (4) 
îäåðæàíî äâà ðîçâ’ÿçêè (5) ³ (6). Îáèäâà âèðàçè çàäîâîëüíÿþòü ãàðìîí³÷íå 
ð³âíÿííÿ ³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ñòîðîíàõ ïðÿìîêóòíèêà. Îòæå, çã³äíî ç âëàñ-
òèâ³ñòþ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Ä³ð³õëå äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà ö³ äâà âè-
ðàçè (5) ³ (6) ìàþòü áóòè òîòîæíî ð³âíèìè äëÿ âñ³õ òî÷îê âñåðåäèí³ ïðÿìî-
êóòíèêà ,  a x a b y b− ≤ ≤ − ≤ ≤ . Òàêå òâåðäæåííÿ âèãëÿäàº äåùî äèâíèì, 
ÿêùî âðàõóâàòè, ùî âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â ó (6) âêëþ÷àþòü äî-
â³ëüí³ âåëè÷èíè kξ . Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à ö³êàâà òèì, ùî òàêå òâåðäæåí-

íÿ ìîæíà ïåðåâ³ðèòè äîñèòü çàãàëüíèì ñïîñîáîì. Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòàëè 
ðîçâèíåííÿ îáîõ âèðàç³â (5) ³ (6) ó ïîäâ³éíèé ðÿä Ôóð’º â ïðÿìîêóòíèêó 

,  a x a b y b− ≤ ≤ − ≤ ≤ . Ï³ñëÿ äîñèòü ãðîì³çäêèõ âèêëàäîê âñòàíîâëåíî òî-

òîæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ kξ . Ïðè ñïðîá³ ïî-

âòîðèòè âèêëàäêè ñë³ä çâåðíóòè îñîáëèâó óâàãó íà â³äîìó âëàñòèâ³ñòü ðÿä³â 
Ôóð’º: ó òî÷ö³ ðîçðèâó ôóíêö³¿ ðÿä Ôóð’º äàº ïîëîâèíó ð³çíèö³ çíà÷åííÿ 
ôóíêö³¿ çë³âà òà ñïðàâà â³ä òî÷êè ðîçðèâó. 

4. Çàäà÷à âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó äâîìà öèë³íäðàìè, ùî ïåðåòèíà-
þòüñÿ. Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿº ç îïòèì³çìîì ïîâåðíóòèñÿ äî çàäà÷³ 
âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó äâîìà öèë³íäðàìè, ÿêà áóëà ñôîðìóëüîâàíà âèùå. 
Ïîâåðõíÿ âèïðîì³íþâà÷à óòâîðåíà ÷àñòèíàìè öèë³íäðè÷íèõ ïîâåðõîíü, ïî-
êàçàíèõ íà ðèñ. 1 ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè. Íà öèõ ïîâåðõíÿõ çàäàíî íîðìàëüí³ 
äî íèõ ñêëàäîâ³ âåêòîð³â øâèäêîñò³  

 (1) (1)1 1
1 1 0 1 0

1

( , )
( ),      2

a
F

r
∂ϕ θ

= θ θ ≤ θ ≤ π − θ
∂

, 

 (2) (2)2 2
2 2 0 2 0

2

( , )
( ),      

a
F

r
∂ϕ θ

= θ θ ≤ θ ≤ θ − π
∂

.  (15) 

Ïðè ïîáóäîâ³ âèðàçó (3) âðàõîâàíî ïðèïóùåííÿ 

 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ),         ( ) ( )F F F Fθ = −θ θ = −θ .  

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ïðåäñòàâëåíî âèðàçîì (3). Ó 
âèïàäêó âèïðîì³íþâà÷à, â ÿêîìó ïîâåðõí³ öèë³íäð³â íå ïåðåòèíàþòüñÿ, íå-
ñê³í÷åíí³ àëãåáðà¿÷í³ ñèñòåìè äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â mA  ³ nB  ôîð-

ìóþòüñÿ áåçïîñåðåäíüî íà îñíîâ³ òåîðåì äîäàâàííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåññåëÿ [4, 
5]. Äëÿ ãåîìåòð³¿, ïîäàíî¿ íà ðèñ. 1, äëÿ ïåðåõîäó â³ä êîîðäèíàò 1 1( , )r θ  äî 

êîîðäèíàò 2 2( , )r θ  ìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 (1) (1)
1 1 2 2 1 2( ) cos ( 1) ( ) ( ) cos ,    q

m m q q
q

H kr m H kd J kr q d O O
∞

+
=−∞

θ = − θ =∑ . (16) 

Îäíàê ïðè ïðÿìîìó âèêîðèñòàíí³ òåîðåì äîäàâàííÿ â ðîçãëÿäóâàíîìó âè-
ïàäêó öèë³íäð³â, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ñòèêàºìîñÿ ç ñèòóàö³ºþ, ÿêà ïîä³áíà äî 
îïèñàíî¿ ó âèïàäêó ïðÿìîêóòíèêà. Âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïîðîäæóº 
ïàðó ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó (9), êîëè ïðàâà ÷àñòèíà çàäàíà íå íà 
ïîâíîìó ³íòåðâàë³ îðòîãîíàëüíîñò³ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é. 

Áàçóþ÷èñü íà ðåçóëüòàòàõ äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà ìîæ-
íà âèñëîâèòè ïðèïóùåííÿ, ùî ãðàíè÷í³ óìîâè (15) ìîæóòü áóòè äîïîâíåí³ 
äîâ³ëüíèìè ñèìåòðè÷íèìè çíà÷åííÿìè íà øòðèõîâèõ ä³ëÿíêàõ öèë³íä-
ðè÷íèõ ïîâåðõîíü íà ðèñ. 1. Òåïåð ãðàíè÷í³ óìîâè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
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(1) (1)

 1 1 0 1 01 1
(1) (1)

1 1 1 0 1 0

( ),     2 ,( , )

( ),   ,

Fa
r

 θ θ ≤ θ ≤ π − θ∂ϕ θ = ∂ ξ θ − θ ≤ θ ≤ θ
 

 
(2) (2)

2 2 0 2 02 2
(1) (1)

2 1 2 0 2 0

( ),     ,( , )

( ), .

Fa
r

 θ θ ≤ θ ≤ θ − π∂ϕ θ = ∂ ξ θ π − θ ≤ θ ≤ π + θ
 (17) 

Òóò 1 1( )ξ θ  òà 2 2( )ξ θ  – äîâ³ëüí³ ³íòåãðîâí³ ôóíêö³¿.  
Ç âèêîðèñòàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ (17) çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê (3) ïîðîä-

æóº íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ç ïåâíèìè äîâ³ëü-
íèìè ñêëàäîâèìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Çàãàëüí³ ì³ðêóâàííÿ ñòîñîâíî ºäèíîñò³ 
ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ òà íàâåäåíèé âèùå êîíêðåòíèé ïðèêëàä äàþòü 
ï³äñòàâè ñïîä³âàòèñÿ íà îäåðæàííÿ ê³ëüê³ñíèõ îö³íîê õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ, 
íåçàëåæíèõ â³ä âèáîðó ââåäåíèõ äîâ³ëüíèõ ôóíêö³é. Îäíàê çðîçóì³ëî, ùî 
åôåêòèâí³ñòü îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîöåäóð áóäå çàëåæàòè â³ä êîíêðåòíîãî 
âèãëÿäó öèõ ôóíêö³é. ²ç çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ðÿä³â Ôóð’º â³äîìî, ùî 
ïîÿâà ðîçðèâó â ôóíêö³¿, ùî ðîçêëàäàºòüñÿ â ðÿä, ïðèçâîäèòü äî óïîâ³ëü-
íåííÿ çá³æíîñò³ ðîçêëàäó. Òîìó ïåâí³ àñïåêòè ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ 
ìåòîäèêè ñë³ä ðîçãëÿíóòè íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.  

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó äâîìà öèë³íäðàìè ç îäíàêî-
âèìè õâèëüîâèìè ðîçì³ðàìè 1 2 1.2, 2 .a a kλ = λ = λ = π  Â³äíîñíà â³äñòàíü 

ì³æ îñÿìè öèë³íäð³â äîð³âíþº 1.8.d λ =  Ïðè öüîìó (1)
0 41/4θ = °. Íà âèïðî-

ì³íþþ÷èõ ïîâåðõíÿõ çàäàíî ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ íîðìàëüí³ øâèäêîñò³ 

1 1 2 2 0( ) ( ) .F F Fθ = θ =  Ó ïîäàëüøîìó âèêëàä³ M  òà N  ïîçíà÷àþòü ÷èñëî íåâ³-

äîìèõ â àëãåáðà¿÷íèõ ñèñòåìàõ, ÿê³ óòðèìóþòüñÿ ïðè ðåäóêö³¿ íåñê³í÷åí-
íèõ ñèñòåì. Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ äâîõ âèïàäê³â, êîëè íà øòðèõîâèõ 
÷àñòèíàõ ãðàíèö³ çàäàþòüñÿ íóëüîâ³ çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ àáî ò³ æ ñàì³ çíà-
÷åííÿ, ùî é íà âèïðîì³íþþ÷èõ ïîâåðõíÿõ (íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ ãðà-
íè÷íèõ óìîâ).  

Íà ðèñ. 3 ³ 4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äëÿ íîðìîâàíèõ âåëè÷èí 
øâèäêîñò³ (ä³éñíà, Re v , òà óÿâíà, Im v , ÷àñòèíè) â³äïîâ³äíî äëÿ íåïåðåðâ-
íîãî òà ðîçðèâíîãî ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà íåô³çè÷í³ (øòðèõîâ³) 
÷àñòèíè ãðàíèö³ âèïðîì³íþâà÷à. Îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî ïðè 20.M N= =  
Çíà÷åííÿ òèñêó íîðìîâàí³ íà âåëè÷èíó 0cFρ . Òóò ρ  – ãóñòèíà ð³äèíè, c  – 

øâèäê³ñòü çâóêó â í³é.  
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 Рис. 3 Рис. 4 

ßê âèäíî ç íàâåäåíèõ äàíèõ, ïðè âèáðàí³é ê³ëüêîñò³ êîåô³ö³ºíò³â â íå-
ñê³í÷åííèõ ðÿäàõ (3) ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ 
îäåðæàíî ïðàêòè÷íî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Ðîçðèâ ó ãðàíè÷íèõ óìîâàõ 
ïðè âèáðàíèõ çíà÷åííÿõ 20M N= =  çóìîâëþº ïåâíó «õâèëÿñò³ñòü» (â³ä-
õèëåííÿ â³ä îäèíèö³) â ðîçïîä³ë³ øâèäêîñò³ íà ðèñ. 4 òà ÷³òêî âèðàæåí³ íà-
ñë³äêè åôåêòó Ã³ááñà ïîáëèçó òî÷îê ðîçðèâó. Îäíàê ç ðîñòîì ïîðÿäêó ñê³í-
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÷åííî¿ ñèñòåìè ïðè ðåäóêö³¿ íåñê³í÷åííî¿ âêàçàíà «õâèëÿñò³ñòü» øâèäêî 
çíèêàº. Ñë³ä òàêîæ â³äì³òèòè, ùî çíà÷åííÿ òèñêó íà âèïðîì³íþþ÷³é ïî-
âåðõí³ äëÿ äâîõ âèïàäê³â ïðàêòè÷íî íå â³äð³çíÿþòüñÿ.  

Äîäàòêîâ³ äàí³ ïðî âïëèâ ñïîñîáó ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà íå-
ô³çè÷í³ ÷àñòèíè ãðàíèö³ ìîæíà îòðèìàòè ïðè àíàë³ç³ ê³ëüê³ñíèõ îö³íîê 

åíåðã³¿ âèïðîì³íþâàííÿ. Íèæ÷å íàâåäåíî íîðìîâàí³ íà âåëè÷èíó 2
0ñF aρ  

îö³íêè çàãàëüíî¿ åíåðã³¿ âèïðîì³íþâàííÿ. Çðîçóì³ëî, ùî ê³ëüê³ñí³ îö³íêè â 
öèõ âèïàäêàõ áóäóòü ôóíêö³ÿìè õàðàêòåðó ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ³ 
ê³ëüêîñò³ êîåô³ö³ºíò³â, óòðèìàíèõ ïðè ðåäóêö³¿ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì. Îá÷èñ-
ëåííÿ äëÿ ð³çíîãî ïîðÿäêó ñê³í÷åííèõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóþòü õàðàêòåð 
çá³æíîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â.  

Äëÿ âèïàäêó íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ìàºìî òàê³ 
îö³íêè âåëè÷èí âèïðîì³íåíî¿ åíåðã³¿, îá÷èñëåíî¿ ç óòðèìàííÿì ï’ÿòíàäöÿòè 
³ äâàäöÿòè ÷ëåí³â ðÿä³â â (3): (15,15) 115.3; (20,20) 115.4W W= = . ßê áà÷èìî, 
çíà÷åííÿ ïðàêòè÷íî ñï³âïàäàþòü. Ïðè âèêîðèñòàíí³ ðîçðèâíîãî ïðîäîâæåí-
íÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ çíàõîäèìî òàê³ îö³íêè: (10,10) 109.2; (15,15) 111.1;W W= =  

(20,20) 112.0W = . Âèäíî, ùî âèêîðèñòàííÿ ðîçðèâíèõ ïðîäîâæåíü âèìàãàº 
á³ëüøîãî îá’ºìó îá÷èñëåíü. Îäíî÷àñíî ñë³ä â³äì³òèòè äîñèòü íåçíà÷íó ð³ç-
íèöþ â îö³íêàõ, îäåðæàíèõ ó äâîõ ï³äõîäàõ. Çðîçóì³ëî, ùî ç ðîñòîì ÷èñëà 
îá÷èñëåíèõ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â ó (3) òàê³ îö³íêè áóäóòü çáëèæóâàòèñÿ, ï³ä-
òâåðäæóþ÷è âèñíîâîê ïðî ìîæëèâ³ñòü äîâ³ëüíîãî ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ 
óìîâ íà íåô³çè÷íó ÷àñòèíó ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à.  

5. Âèñíîâêè. Ï³äñóìîâóþ÷è âèêëàä ìàòåð³àëó ñòàòò³ ñë³ä â³äçíà÷èòè, ùî 
âèá³ð ìàòåð³àëó òà õàðàêòåð âèêëàäó âèçíà÷àëèñÿ áàæàííÿì ïðî³ëþñò-
ðóâàòè äâà âàæëèâèõ àñïåêòè çàãàëüíî¿ ïðîáëåìè ðîçâèòêó àíàë³òè÷íèõ 
ìåòîä³â ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Ïåðø çà âñå, 
õîò³ëîñÿ çâåðíóòè óâàãó íà êîíñòðóêòèâí³ñòü ââåäåíîãî ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî 
ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³. Âèêîðèñòàííÿ çàêëàäåíî¿ â íüîìó ³äå¿ äàº ìîæ-
ëèâ³ñòü ñóòòºâî ðîçøèðèòè êîëî çàäà÷, äëÿ ÿêèõ òàê³ àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè 
ìîæíà ïîáóäóâàòè. Ïåâíå óÿâëåííÿ ïðî ìîæëèâîñò³ ï³äõîäó ìîæíà ñêëàñòè 
íà îñíîâ³ ÷èñëåííèõ ïðèêëàä³â, íàâåäåíèõ ó [2, 3]. Ç äðóãîãî áîêó, ïðàêòè÷-
íå âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ çàãàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â êàíîí³÷íèõ çà-
äà÷ ïðè ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ íåêàíîí³÷íèõ, ïðèçâåëî äî íåîáõ³äíîñò³ 
ðîçãëÿíóòè äîñèòü ñïåöèô³÷íó ïðîáëåìó äîâèçíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà 
ïåâíèõ íåô³çè÷íèõ ïîâåðõíÿõ äëÿ îäåðæàííÿ á³ëüø ïðîñòèõ ñï³ââ³äíîøåíü 
äëÿ øóêàíèõ âåëè÷èí. Ó ðîáîò³ ïîêàçàíî ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ äåùî 
íåòðàäèö³éíîãî ï³äõîäó äî ö³º¿ ïðîáëåìè. Îäåðæàí³ ïðè öüîìó ðåçóëüòàòè 
äîñèòü ö³êàâ³ òàêîæ ç òî÷êè çîðó ³ëþñòðàö³¿ ìîæëèâîñò³ ïîáóäîâè ºäèíèõ, 
ïî ñóò³, ðîçâ’ÿçê³â ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ó ð³çíèõ ôîðìàõ.  
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ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ С НЕПОЛНОСТЬЮ 
ОПРЕДЕЛЕННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
 
Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè äëÿ íåêàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé âàæíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìûõ ïî-
ëåé. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü øèðî-
êèé êðóã ïðîáëåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé 
çàäà÷è. Îäíàêî ïðè ýòîì ìîãóò âîçíèêàòü òðóäíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèò-
ìîâ ðàñ÷åòà, ñâÿçàííûå ñ íåïîëíîé îïðåäåëåííîñòüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà èí-
òåðâàëàõ îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â îáùåå ðåøåíèå. Â ðàáîòå äàíû 
ïðèìåðû çàäà÷, â êîòîðûõ òàêèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò, èññëåäóåòñÿ èõ ïðèðîäà 
è ìåòîäû ïðåîäîëåíèÿ. Ïðèâåäåíû êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè òî÷íîñòè ïîñòðîåí-
íûõ ðåøåíèé.  
 
PROBLEMS OF MATHEMATICAL PHYSICS WITH BOUNDARY 
CONDITIONS INCOMPLETELY DEFINED  
 
Possibility of constructing the analytical solutions to the boundary-value problems of 
mathematical physics for non-classical regions is important from the point of view of 
efficient algorithms development to estimate quantitatively the characteristics of the 
fields studied. The use of superposition method permits to analyze a wide class of con-
crete problems applying the introduced notion of general solution to the boundary-value 
problem. However, in so doing the difficulties may arise when constructing the algo-
rithms of calculation, connected with boundary conditions incompletely defined on the 
intervals of functions’ orthogonality contained in the general solution. The examples of 
the problems where such difficulties arise are presented, their nature and methods of 
overcoming are studied. The quantitative estimates of exactness of constructed solutions 
are given.  
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