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ÓÄÊ 539.3 
 
Л. В. Курпа 
 
НЕЛИНЕЙНЫЕ СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ  
МНОГОСЛОЙНЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК СИММЕТРИЧНОГО 
СТРОЕНИЯ СО СЛОЖНОЙ ФОРМОЙ ПЛАНА 
 

Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ìíîãîñëîé-
íûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñî ñëîæíîé ôîðìîé ïëàíà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è âûïîëíåíà â ðàìêàõ óòî÷íåííîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà òèïà òå-
îðèè Òèìîøåíêî. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíå-
íèå òåîðèè R -ôóíêöèé è âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàåìûõ â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Âûïîëíåíî òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è 
ðåøåíû íîâûå çàäà÷è, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñ-
òîòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñî ñëîæíîé ôîðìîé ïëàíà. 

  
Ìíîãîñëîéíûå ïëàñòèíû è îáîëî÷êè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå 

ðàñ÷åòíûõ ñõåì ìíîãèõ ýëåìåíòîâ ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé. Èìååòñÿ îá-
øèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ âîïðîñàì ðàñ÷åòà êîìïîçèòíûõ ìíîãî-
ñëîéíûõ îáîëî÷åê, â òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì èõ íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. 
Äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ïî èññëåäîâàíèÿì, âûïîëíåííûì â äàííîì íà-
ïðàâëåíèè, ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ êàê îòå÷åñòâåííûõ ó÷åíûõ [3, 4], òàê è 
çàðóáåæíûõ [9, 11]. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî è ñåãîäíÿ äàííàÿ ïðîáëåìà, â 
÷àñòíîñòè èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ìíîãîñëîéíûõ îáîëî÷åê, 
ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ ó÷åíûõ [8, 10, 12]. Àíàëèç èìåþùèõñÿ èññëå-
äîâàíèé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðàêòè÷åñêîì îòñóòñòâèè ðàáîò, â êîòî-
ðûõ áû èññëåäîâàëèñü ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ìíîãîñëîéíûõ 
ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñî ñëîæíîé ôîðìîé ïëàíà. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñëîæíîñòüþ ïî-
äîáíîãî òèïà çàäà÷ è íåäîñòàòî÷íîé ðàçðàáîòêîé ìåòîäîâ äëÿ èõ ðåøåíèÿ. 
Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ êàê ñòàòè÷åñêèõ, 
òàê è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìíîãîñëîéíûõ îáîëî÷åê, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).  
 Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä 
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëîãèõ 
ìíîãîñëîéíûõ îáîëî÷åê îòêðûòîãî òèïà. Â îñíîâó ìåòîäà ïîëîæåíà òåîðèÿ 
R -ôóíêöèé è âàðèàöèîííûå ìåòîäû. 

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà. Çàäà÷à î ñâîáîäíûõ ãåîìåòðè÷åñêè íå-
ëèíåéíûõ êîëåáàíèÿõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé 
ñâîäèòñÿ ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1, 2] 
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Æåñòêîñòíûå êîýôôèöèåíòû , ,ij ij ijC K D  è êîýôôèöèåíòû ,km  1,2k = , 

îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ 

 
1

( ) 2

1

( ,  ,  ) (1,  ,  ) ,    , 1,2,6
m

m

hn
m

ij ij ij ij
m h

C K D B z z dz i j
+

=

= =∑ ∫ , 

 
1

2 ( )

1

,                 , 4, 5
m

m

hn
m

ij i ij
m h

C k B dz i j
+

=

= =∑ ∫ , 

 
1 1

1 2
1 1

,           
m m

m m

h hn n

m m
m mh h

m dz m z dz
+ +

= =

= ρ = ρ∑ ∑∫ ∫ . 

Êîýôôèöèåíòû ñäâèãà îáîçíà÷åíû êàê ik , 4,5i = . Âåëè÷èíó 
2
ik , 4,5i = , 

÷àùå âñåãî ïðèíèìàþò ðàâíîé 5/6. 
Ìåòîä ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è, ïðåæäå âñåãî, íàé-

äåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáîëî÷êè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ 
ïîìîùüþ òåîðèè R -ôóíêöèé è âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ, ò. å. ñ ïîìîùüþ 
ìåòîäà RFM [5, 6].  
 Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ëèíåéíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ 
ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà 

 max maxI U K= − , (2) 

ò. å. ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ 

 0I∂ = , 

ãäå maxU  è maxK  – ìàêñèìàëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè. 
Äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê âûðàæåíèÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîé ïî-

òåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé îïðåäåëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñ ïîìî-
ùüþ íèæå ïðåäñòàâëåííûõ âûðàæåíèé [1, 2]: 
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 2 2 2 2 2
max 1 2

1 ( ) ( )
2 x yT m u v w m dxdy

Ω

= + + + ψ + ψ∫∫( ) . 

Ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îòûñêèâàåòñÿ 
ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (2) ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè R -
ôóíêöèé. Ïðèìåðû íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé 
áóäóò ïðèâåäåíû íèæå ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. 
 Ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíîé çàäà÷è îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîëîãèõ 
îáîëî÷åê ñèììåòðè÷íîãî ñòðîåíèÿ, ïðåíåáðåãàÿ ïðè ýòîì ñèëàìè èíåðöèè â 
ñðåäèííîé ïëîñêîñòè. Ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðèâåäåííûå æåñòêîñòíûå êî-
ýôôèöèåíòû ijK  áóäóò ðàâíû íóëþ. Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ, 

çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) â îïåðàòîðíîé ôîðìå  
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Íåëèíåéíûå îïåðàòîðû ( )iN w , 1,2,3i = , èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 
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Çíàÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà ( , , , , )
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  

 
2 2 2

66 26 222 2
2j j ji

w w ww
C C C

y x yx y

∂ ∂ ∂∂  + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 
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 Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5), äîïîëíåííàÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè 
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñîâïàäàåò ñ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé 
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè àíèçîòðîïíîé ïëàñòèíû. 
Ïðè ýòîì ïðàâûå ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû èãðàþò ðîëü ôèêòèâíûõ ìàññîâûõ 
ñèë. Ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåì òàêæå âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà RFM 
[5, 6]. Âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïðåäñòàâèì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèî-
íàëà Ëàãðàíæà 

 
2 2

11 22 12( , ) 2
ij ij ij ij

ij ij

u v u v
J u v C C C

x y x y
Ω

∂ ∂ ∂ ∂        = + + +        ∂ ∂ ∂ ∂       ∫∫  
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x y x x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

 (2)
26 12 2 ( , )ij ij ij

i j

v v u
C N w w

y x y

∂ ∂ ∂ + + − + ∂ ∂ ∂ 
(  

 (2) (0) ( ) (0) ( )
2 1 2( , ) 2 n n

i j ij ijN w w d F u F v ds
∂Ω

+ Ω − + ∫ ) ( ) ,  (6) 

ãäå 

 (0) 2 2
1 11 12 16

1 ( 2 )
2

ji
ww

F C C m C m
x x

∂∂= − + + + ∂ ∂
   

 2 2
12 22 26

1 ( 2 )
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ji
ww

C C m C m
y y

∂∂
+ + + +

∂ ∂
   
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16 26 66( 2 )
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w ww w

C C m C m
x y x y

∂ ∂∂ ∂  + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂  
  , 

 (0) 2 2
2 16 11 12

1 ( ) ( )
2

ji
ww

F C m C C m
x x

∂∂= − − − − + ∂ ∂
 ( )  

 2 2
26 22 12

1 ( ) ( )
2

ji
ww

C m C C m
y y

∂∂
+ − + − +

∂ ∂
 ( )  

 2 2
66 26 16( ) ( 2 )

j ji i
w ww w

C m C C m
x y x y

∂ ∂∂ ∂  + + − + −  ∂ ∂ ∂ ∂  
 ( ) , 

 ( ) ( ),          n n
ij ij ij ij ij iju u v m v u m v= + = − +  .  

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîðìàëè   è m  ê ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω  
ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ( , )x yω , åñëè óðàâ-

íåíèå ãðàíèöû îáëàñòè ( , ) 0x yω =  ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííûì [5, 6]. Â ýòîì 
ñëó÷àå  

 ,             m
x y

∂ω ∂ω= − = −
∂ ∂

 . 

 Ðåøåíèå çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ îáîëî÷êè è çàäà÷è òåîðèè 
óïðóãîñòè ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé ïîäãîòîâêîé äëÿ 
ñâåäåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ò. å. ê çàäà÷å Êîøè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ âûðà-
æåíèÿ (4) äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé , , , ,x yu v w ψ ψ  â òðåòüå èç óðàâíåíèé 

ñèñòåìû (3) è ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà, ïðèõîäèì ê íåëè-
íåéíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 
ôóíêöèé ( )my t  ñëåäóþùåãî âèäà: 



80 

 ( )

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

m
m m m ij i j

i j

y t y t y t y t
= =

′′ + α + β +∑∑  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0
n n n

m
i j kijk

i j k

y t y t y t
= = =

+ γ =∑∑ ∑ . (7) 

Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (7) îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì, ïðåä-
ñòàâëåííûì íèæå: 
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 Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (7) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìå-
òîäîâ, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ðóíãå – 
Êóòòà. Îäíàêî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îäíîìîäîâîé àïïðîêñèìàöèåé, ò. å. â ðÿ-
äàõ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé óäåðæèâàòü òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå 
îñíîâíîé ÷àñòîòå, òî, ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà ê ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ 

[2], ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ N

L

ω
ν =

ω
 íåëèíåéíîé 

÷àñòîòû ê ëèíåéíîé îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé A . Ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôîðìóëû: 

 28 31
3 4

A Aν = + β + γ
π

. 

×èñëåííûå ïðèìåðû. Çàäà÷à 1. Èññëåäóåì ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ïÿ-
òèñëîéíîé ïîëîãîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, îïèðàþùåéñÿ íà êâàäðàòíûé 
ïëàí, ñî ñëåäóþùåé óêëàäêîé ñëîåâ: 0 /90 / 0 /90 / 0° ° ° ° ° . Ñëîè ðàññìàòðè-
âàåìîé îáîëî÷êè èìåþò îäèíàêîâûå ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, íî ðàç-
ëè÷íóþ òîëùèíó. Òîëùèíà âíåøíèõ è öåíòðàëüíîãî ñëîåâ ðàâíà 6h/ . Ñëîè, 

ïîâåðíóòûå íà 90° , èìåþò òîëùèíó 4h/ . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ó÷àñòêàõ 

ãðàíèöû, ïàðàëëåëüíûõ îñè Ox , îáîëî÷êà æåñòêî çàùåìëåíà, à íà ñòîðî-
íàõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè Oy , øàðíèðíî îïåðòà (SCSC). Ãåîìåòðè÷åñêèå è 
ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû:  

 1 2 1 2/ 1,           ,      / 30,a b R R R E E= = = =  

 23 2 12 2 12/ 0.5,     / 0.6,     0.25G E G E= = ν = . 

Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñäâèãà ïðèíèìàëèñü òàêèìè 

æå, êàê è â ðàáîòå [13], 2 2
4 50.87323,  0.59139k k= = .  

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîãî ÷àñòîòíîãî 
ïàðàìåòðà äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ÷àñòîò, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåí-
íîãî ìåòîäà, ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [13]. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåð-
æäàåò ïðàâèëüíîñòü ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà è êîððåêòíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåãî åìó ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. 

Таблица 1. Значения безразмерного частотного параметра 
2

2
i i

a
h E

ρ
Λ = λ   

для пятислойной сферической оболочки 

/h a  /R a  Ìåòîä 1Λ  2Λ  3Λ  4Λ  

 RFM 41.635 60.053 68.943 86.015 
10 

 [13] 42.048 62.256 67.540 82.949 

 RFM 29.704 58.161 62.293 84.872 
0.01 

20 
 [13] 29.885 59.916 60.711 81.525 

 RFM 18.016 31.197 36.473 47.458 
10 

 [13] 17.788 32.948 36.981 46.368 

 RFM 17.761 31.178 36.351 47.456 
0.1 

20 
 [13] 17.545 32.933 36.870 46.798 
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Çàäà÷à 2. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà áûëà ðåøåíà çàäà÷à 
î ñâîáîäíûõ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèÿõ ïÿòèñëîéíîé ïîëîãîé 
ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè (ðèñ. 1à), îïèðàþùåéñÿ íà ïëàí, ïðåäñòàâëåííûé 
íà ðèñ. 1á.  

 

y z 

x 

)a

 

 
á) 

d 

a c O 

b 

−a 

−b 

x 

y 

 
Рис. 1 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáîëî÷êà èçãîòîâëåíà èç ìàòåðèàëà ñî ñëåäóþùè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè: 1 2 23 2 12 13 2 1225 ,  0.2 ,  0.5 ,  0.25E E G E G G E= = = = ν = . 

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ñäâèãà ïðèíèìàëèñü ðàâíûìè: 2 2
4 5 5/6k k= = .  

Ðàññìàòðèâàëîñü òðè ñïîñîáà óêëàäêè ñëîåâ: I  – (0 /90 /0 /90 /0 )° ° ° ° ° , 
II  – (30 / 30 /30 / 30 /30 )° − ° ° − ° ° , III  – (45 / 45 /45 / 45 /45 )° − ° ° − ° ° .  

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû îáîëî÷êè: 

1 2/ 1,   /(2 ) /(2 ),   /(2 ) /(2 ) 10,   /(2 ) 0.01a b c a d a R a R a h a= = = = = . 

Êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèìè (êëàñ-
ñè÷åñêèé øàðíèð): 

 ( )0          ( , ) ,        0      ( , ) u
xw x y u x y= ∀ ∈ ∂Ω = ψ = ∀ ∈ ∂Ω , 

 ( )0    ( , ) v
yv x y= ψ = ∀ ∈ ∂Ω . 

Çäåñü ÷åðåç ∂Ω  îáîçíà÷åíà âñÿ ãðàíèöà îáëàñòè, ÷åðåç ( ) ( ),u v∂Ω ∂Ω  – 

ó÷àñòêè ãðàíèöû, ïàðàëëåëüíûå ñîîòâåòñòâåííî îñÿì ,Oy Ox . Óðàâíåíèÿ 

âñåé ãðàíèöû îáëàñòè ( , ) 0x yω =  è åå îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ ( ) 0uω =  è ( )vω =  

0=  ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ R -ôóíêöèé. 
Îäíèì èç âàðèàíòîâ òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: 

 1 0 2 0 3 0 4( , ) ( ) ( )x y f f f fω = ∧ ∧ ∨ ,  

 ( )
1 0 3 0 4 0 5( , ) ( )u x y f f f fω = ∧ ∨ ∨ , 

 ( )
2 0 3 0 4 0 6( , ) ( )v x y f f f fω = ∧ ∨ ∨ . 

Çäåñü ôóíêöèè ,  1, ,6if i =  , îïðåäåëÿþòñÿ êàê 

 2 2 2 2
1 2/(2 ) 0,                  /(2 ) 0f b y b f a x a= − ≥ = − ≥( ) ( ) , 

 3 4( ) 0,                           ( ) 0f c x f d y= − ≥ = − ≥ , 

 2 2 2 2 2 2
5 1 0 1 6 2 0 2( ) /(2 ) 0,      ( ) /(2 ) 0f r x c y r f r x y d r= − − − ≥ = − − − ≥( ) ( ) , 

  0 0 1 2( )/2,      ( )/2,      ( )/2,      ( )/2x a c y d b r b d r a c= + = + = − = − . 

Âûðàæåíèÿ äëÿ R -îïåðàöèé 0 0,∧ ∨ îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî [5]. Ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñòðóêòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, 
çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4 5,     ,     ,     ,     u v u v

x yu P v P w P P P= ω = ω = ω ψ = ω ψ = ω . 



83 

Çäåñü ,  1,2,3, 4,5iP i = , – íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ïîñòðîåííûõ ñòðóê-
òóð ðåøåíèÿ [5, 6], êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû ïî êàêîé-ëèáî ïîëíîé 
ñèñòåìå ôóíêöèé (â äàííîé ðàáîòå – ïî ñòåïåííûì ïîëèíîìàì), à êîýôôè-
öèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ñîîòâåòñò-
âóþùåãî ôóíêöèîíàëà. 

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà îñíîâíîé ÷àñ-
òîòû äëÿ èññëåäóåìûõ ïÿòèñëîéíûõ îáîëî÷åê â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà óê-
ëàäêè ñëîåâ è ãëóáèíû âðåçà â îáîëî÷êó, îïðåäåëÿåìîãî çíà÷åíèÿìè ïàðà-
ìåòðîâ /(2 ) /(2 )c a d a= . 

Таблица 2. Значения безразмерного частного параметра 
2

1 1
2

(2 )a
h E

ρ
Λ = λ  для 

пятислойных сферических оболочек симметричного строения (рис. 1) 

Ñïîñîá óêëàäêè ñëîåâ 0.5
2
c
a

=  0.4
2
c
a

=  0.25
2
c
a

=  0
2
c
a

=  

I – (0 /90 /0 /90 /0 )° ° ° ° °  20.391 21.395 25.623 46.318 

II – (30 / 30 /30 / 30 /30 )° − ° ° − ° °  30.173 31.213 35.822 53.242 

III – (45 / 45 /45 / 45 /45 )° − ° ° − ° °  40.875 41.388 42.756 55.231 

Íà ðèñ. 2–5 ïðåäñòàâëåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ èñ-
ñëåäóåìûõ ïÿòèñëîéíûõ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ òðåõ 
ñïîñîáàõ óêëàäêè ñëîåâ äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà /2 0.5, 0.4, 0.25, 0.0c a = . 
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Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î õàðàêòåðå 
ïîâåäåíèÿ ñêåëåòíûõ êðèâûõ. Òîëüêî ñêåëåòíûå êðèâûå äëÿ îðòîãîíàëüíî 
àðìèðîâàííîé îáîëî÷êè ïðè ãëóáèíå âðåçà, ðàâíîé ÷åòâåðòè îò âñåé îáëàñ-
òè, èìåþò æåñòêèé õàðàêòåð. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ äàííîé òîë-
ùèíû õàðàêòåð ñêåëåòíûõ êðèâûõ èìååò ìÿãêèé òèï. Ïðè ýòîì ñòåïåíü 
ìÿãêîñòè çàâèñèò îò ãëóáèíû âðåçà â ïëàñòèíó. Ñêåëåòíûå êðèâûå èìåþò 
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ïðàêòè÷åñêè æåñòêèé õàðàêòåð ïðè ñóùåñòâåííîì âðåçå â îáîëî÷êó. Áîëü-
øîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð ñêåëåòíûõ êðèâûõ îêàçûâàåò òàêæå ñïîñîá 
óêëàäêè ñëîåâ. Íàèáîëåå ìÿãêèìè îêàçûâàþòñÿ êðèâûå äëÿ ïåðåêðåñòíî 
àðìèðîâàííûõ îáîëî÷åê ñ óãëîì óêëàäêè ñëîåâ 30θ = ° . Â çàêëþ÷åíèå çà-
ìåòèì, ÷òî òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ áûëî âûïîëíåíî íà ìíîãèõ ïðèìåðàõ îáîëî÷åê êàê 
èçîòðîïíûõ, òàê è îðòîòðîïíûõ, îïèðàþùèõñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûé ïëàí. 
Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè, èìåþùèìèñÿ â ëèòå-
ðàòóðå, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè è äîñòîâåðíîñòè ïðåä-
ëîæåííîãî ïîäõîäà. 

 Çàêëþ÷åíèå. Äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñèììåòðè÷íîãî ñòðî-
åíèÿ â ðàìêàõ óòî÷íåííîé òåîðèè, ó÷èòûâàþùåé ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè, 
ïðåäëîæåí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü àìïëè-
òóäíî-÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ îáîëî÷åê, îïèðàþùèõñÿ íà ïëàí ñëîæíîé 
ôîðìû è èìåþùèõ ðàçëè÷íûå âèäû çàêðåïëåíèÿ êðàÿ. Â îñíîâó ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà ïîëîæåíà òåîðèÿ R -ôóíêöèé è âàðèàöèîííûå ìåòîäû. 
Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïåðåõîäà îò íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû àìïëè-
òóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïÿòèñëîéíûõ øàðíèðíî îïåðòûõ ñôå-
ðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ ðàçëè÷íûì ñïîñîáîì óêëàäêè ñëîåâ è îïèðàþùèõñÿ íà 
ïëàí ñëîæíîé ôîðìû. 

Ïðåäñòàâëåííûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè îäíîìîäîâîé 
àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû «POLE-RL» [7]. 
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НЕЛІНІЙНІ ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ БАГАТОШАРОВИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 
СИМЕТРИЧНОЇ СТРУКТУРИ ЗІ СКЛАДНОЮ ФОРМОЮ ПЛАНУ 
 
Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä äîñë³äæåííÿ â³ëüíèõ íåë³í³éíèõ êîëèâàíü áàãàòîøàðîâèõ 
ïîëîãèõ îáîëîíîê ç³ ñêëàäíîþ ôîðìîþ ïëàíó. Ìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ 
âèêîíàíî â ðàìêàõ óòî÷íåíî¿ òåîð³¿ ïåðøîãî ïîðÿäêó òèïó òåîð³¿ Òèìîøåíêà. 
Îñîáëèâ³ñòþ ðîáîòè º çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ R -ôóíêö³é ³ âàð³àö³éíèõ ìåòîä³â äëÿ 
çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ôóíêö³é, ÿê³ ïðèéìàþòüñÿ â íåë³í³éí³é çàäà÷³ ÿê áàçèñí³ 
ôóíêö³¿. Çà äîïîìîãîþ ñòâîðåíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ âèêîíàíî òåñòóâàííÿ 
çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó òà ðîçâ’ÿçàíî íîâ³ çàäà÷³, âíàñë³äîê ÿêèõ ïîáóäîâàíî àì-
ïë³òóäíî-÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ äëÿ ñôåðè÷íèõ îáîëîíîê, ÿê³ îïèðàþòüñÿ íà ïëàí 
ñêëàäíî¿ ôîðìè.  
 
NONLINEAR FREE VIBRATIONS OF SYMMETRICALLY LAMINATED 
SHALLOW SHELLS WITH COMPLEX PLAN-FORM 
 
To investigate nonlinear free vibrations of the laminated shallow shells with complex 
plan form a new method is proposed. The mathematical statement is carried out by 
first-order shear deformation theory like Timoshenko theory. The distinctive feature of 
this approach is application of the R -functions theory and variational methods for 
finding eigenfunctions. These functions are used as basis functions for solving a nonli-
near problem. To check the validity of the proposed method some test problems have 
been solved. New numerical results have been obtained for spherical shallow shells with 
complex plan form as the backbone curves.  
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