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ÓÄÊ 539.3 
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ДО ПИТАННЯ ПРО ВИЗНАЧЕННЯ КОНЦЕНТРАЦІЇ НАПРУЖЕНЬ 
У РОЗТЯГНУТІЙ ПЛАСТИНІ З ДВОМА ОТВОРАМИ 
 

Íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä äîñë³äæåíü ïðóæíî¿ âçàºìîä³¿ äâîõ îòâîð³â ó ðîç-
òÿãíóò³é ïëàñòèí³. Îñîáëèâó óâàãó ïðèä³ëåíî âèâ÷åííþ êîíöåíòðàö³¿ íàïðó-
æåíü íà êîíòóðàõ áëèçüêî ðîçì³ùåíèõ îòâîð³â. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè îòðè-
ìàíî ìåòîäîì ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ äâîõ îäíàêîâèõ åë³ï-
òè÷íèõ îòâîð³â. Çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó çíàéäåíî êîåô³ö³ºíòè 
êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü ó âåðøèíàõ íàï³âíåñê³í÷åííèõ ïàðàáîë³÷íèõ âèð³ç³â. 
Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ÷èñëîâèõ äàíèõ ç â³äîìèìè àíàë³òè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè 
äëÿ äâîõ êðóãîâèõ îòâîð³â ³ êîë³íåàðíèõ òð³ùèí. 

 
 Äîñë³äæåííÿ êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü á³ëÿ îòâîð³â â åëåìåíòàõ êîíñò-
ðóêö³é ðîçïî÷àâ ùå â 1898 ðîö³ ¥. Ê³ðø. Ó Ëüâîâ³ òàê³ äîñë³äæåííÿ çàïî-
÷àòêóâàâ Ã. Ì. Ñàâ³í óïðîäîâæ 1945–1952 ðð. Íàóêîâ³ çäîáóòêè Ëüâ³âñüêî¿ 
øêîëè ìåõàí³ê³â ñèíòåçîâàíî òà óçàãàëüíåíî â ìîíîãðàô³ÿõ Ã. Ì. Ñàâ³íà [10, 
11]. Ó öèõ ìîíîãðàô³ÿõ â îñíîâíîìó áóëî ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ êîíöåíòðàö³¿ 
íàïðóæåíü á³ëÿ îäíîãî êðèâîë³í³éíîãî îòâîðó ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó Êî-
ëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ [2] òà ïîáóäîâè ôóíêö³é êîíôîðìíèõ â³äîáðàæåíü ó 
âèãëÿä³ ðÿä³â. Ïëîñêó çàäà÷ó ïðî êîíöåíòðàö³þ íàïðóæåíü íàâêîëî äâîõ 
îäíàêîâèõ êðóãîâèõ îòâîð³â ó íåñê³í÷åíí³é ïðóæí³é ³çîòðîïí³é ïëîùèí³ 
ðîçãëÿíóâ ×. Ë³íã [24] (äèâ. òàêîæ [10]). Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îòðèìàíî ó âèãëÿä³ 
ðÿä³â Ôóð’º çà äîïîìîãîþ á³ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò. Äëÿ äâîõ íåð³âíèõ êðóãî-
âèõ îòâîð³â âïåðøå òàêèé ðîçâ’ÿçîê ïîáóäóâàâ ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷ [6, 9] (äèâ. 
òàêîæ [7]). Äîñë³äæåííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè ñòàëî òåìîþ éîãî êàíäèäàòñüêî¿ äè-
ñåðòàö³¿ [8], ÿêó â³í âèêîíàâ ï³ä êåð³âíèöòâîì àêàä. Ã. Ì. Ñàâ³íà. Íà òîé ÷àñ 
öå áóëî çíà÷íèì äîñÿãíåííÿì ó ö³é ãàëóç³ íàóêè. 
 Íèæ÷å ìåòîäîì ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó 
ïðî âçàºìîä³þ äâîõ åë³ïòè÷íèõ îòâîð³â ó ïðóæí³é ³çîòðîïí³é ïëîùèí³. Îñ-
íîâíó óâàãó çîñåðåäæåíî íà âèâ÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü, êîëè â³ä-
äàëü ì³æ êîíòóðàìè îòâîð³â º ìàëîþ. Ó öüîìó âèïàäêó ìàêñèìàëüí³ íàïðó-
æåííÿ íà êîíòóð³ îòâîð³â ñòàþòü íåñê³í÷åííî âåëèêèìè. Ó çâ’ÿçêó ç òèì âè-
íèêàþòü çíà÷í³ òðóäíîù³ îá÷èñëþâàëüíîãî õàðàêòåðó ïðè äîñë³äæåíí³ êîí-
öåíòðàö³¿ íàïðóæåíü á³ëÿ áëèçüêî ðîçòàøîâàíèõ îòâîð³â. Àñèìïòîòè÷íó ïî-
âåä³íêó íàïðóæåíü ïðè çáëèæåíí³ îòâîð³â àíàë³òè÷íèìè ìåòîäàìè óäàºòüñÿ 
äîñë³äèòè ëèøå ó âèïàäêó äâîõ îäíàêîâèõ êðóãîâèõ îòâîð³â ³ êîë³íåàðíèõ 
òð³ùèí. Ñó÷àñí³ êîìï’þòåðè òà íîâ³ ÷èñëîâ³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü äàþòü çìîãó ÷èñëîâèì øëÿõîì âèçíà÷èòè ïîðÿäîê îñîáëè-
âîñò³ ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü ³ çíàéòè ÷èñëîâèé êîåô³ö³ºíò ïðè ö³é îñîá-
ëèâîñò³ äëÿ îòâîð³â ð³çíî¿ êîíô³ãóðàö³¿. Çíàííÿ îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíü ìàº 
âàæëèâå çíà÷åííÿ ïðè ðîçðîáö³ ïðÿìèõ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ïîä³áíèõ çàäà÷. Òàê³ äîñë³äæåííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè òàêîæ äëÿ îòðèìàííÿ 
÷èñëîâèõ ðîçâ’ÿçê³â íîâèõ çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó. Ñàìå 
òàêèì øëÿõîì íèæ÷å çíàéäåíî êîåô³ö³ºíòè êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü ó âåð-
øèíàõ íàï³âíåñê³í÷åííèõ ïàðàáîë³÷íèõ âèð³ç³â.  
 Äâà êðóãîâ³ îòâîðè. Ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî êîíöåíòðàö³þ íà-
ïðóæåíü á³ëÿ äâîõ íåð³âíèõ êðóãîâèõ îòâîð³â, ïîáóäîâàíèé ß. Ñ. Ï³äñòðèãà-
÷åì [6, 9]. Íåõàé ïðóæíà ³çîòðîïíà ïëàñòèíà ïîñëàáëåíà äâîìà íåð³âíèìè 
êðóãîâèìè îòâîðàìè 1L  ³ 2L  ç ðàä³óñàìè 1R  ³ 2R . Öåíòðè îòâîð³â ëåæàòü 

íà îñ³ Ox  â òî÷êàõ 2( ,0)d−  ³ 1(0, )d (ðèñ. 1). Ââåäåìî á³ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè 
,ξ η  çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü 

 
sh sin

,             
ch cos ch cos

a a
x y

η ξ
= =

η − ξ η − ξ
 

,  (1) 

äå a  – ñòàëèé ïàðàìåòð ðîçì³ðíîñò³ äîâæèíè. 
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Ðîçãëÿíåìî êîîðäèíàòíó ë³í³þ 
η = α . Âèëó÷èâøè ïàðàìåòð ξ  ç ð³â-
íîñòåé (1), çíàéäåìî, ùî êðèâà η = α  
º êîëîì 

 2 2 2
2
1( cth )

sh
x a y a− α + =

α
   

ç öåíòðîì ó òî÷ö³ ( cth , 0)a α  íà îñ³ 

Ox  ³ ðàä³óñîì 

 1
sh

R a=
α

 . (2) 

Òàêèì ÷èíîì, íàëåæíèì âèáîðîì âåëè÷èí iα  ìîæíà äîáèòèñÿ, ùîá êî-

îðäèíàòí³ ë³í³¿ ,  1,2i iη = α = , çá³ãàëèñÿ ç êîíòóðàìè îòâîð³â ,  1,2iL i = . 

Òàê³ çíà÷åííÿ iα  âèçíà÷àþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 1 2 1
1 2 0 0

0 0 1 2 2
sh ,      sh ,      ,      

2 2
d d RM M m

m R R R
+

α = α = − λ = =
λ λ +

  , 

 0 0
2 2 2 4

0 0( 1)( 1) 2 ( 1)M m m= + λ − + λ − . 

Ïàðàìåòð a  òåïåð ìîæíà çíàéòè ç ð³âíîñò³ (2), ïîêëàâøè 1 1,  R R= η = α . 

Á³ãàðìîí³÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü U  ó á³ïîëÿðíèõ êîîð-
äèíàòàõ (1) çâåäåíî äî ë³í³éíîãî äèôåðåíö³éíîãî ð³âíÿííÿ ç³ ñòàëèìè êîåô³-
ö³ºíòàìè äëÿ ôóíêö³¿ gU  [19] 

 
4 4 4 2 2

4 2 2 4 2 2
2 2 2 1 ( ) 0gU∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + − + + = 

 ∂η ∂η ∂ξ ∂ξ ∂η ∂ξ
,  (3) 

äå (ch cos )g a= η − ξ / . 

Óâàæàòèìåìî, ùî íà êîíòóðàõ îòâîð³â ,  1,2iL i = , çàäàíî íîðìàëüí³ 
( )i
ησ  òà äîòè÷í³ ( )i

ξητ  íàïðóæåííÿ, ÿê³ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ òðèãîíîìåòðè÷-

íèõ ðÿä³â 

 ( ) ( ) ( ) ( )

0 1

cos ,           sini i i i
n n

n n

n n
∞ ∞

η ξη
= =

σ = σ ξ τ = τ ξ∑ ∑ ,  (4) 

à íà íåñê³í÷åííîñò³ íàïðóæåííÿ â³äñóòí³, òîáòî 

 ( ) 0gU ∞ = .  (5) 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3) ìîæíà çíàéòè ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ. 
Çàäîâîëüíèâøè óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ çì³ùåíü, â³çüìåìî éîãî ó âèãëÿä³ 

 1
1

1 ch (ch cos ) ln (ch cos ) ( ) cosn
n

gU D K f n
a

∞

=
= η η + η − ξ η − ξ + η ξ∑ , 

äå 
 ( ) ch ( 1) ch ( 1) sh ( 1) sh ( 1)n n n n nf A n B n C n D nη = + η + − η + + η + − η , 

 1 1 1 1 1( ) ch2 sh2 ,           1f A B C D nη = η + + η − η > . 

 Äîâ³ëüí³ ñòàë³ , , ,n n n nA B C D  òðåáà âèáðàòè òàê, ùîá çàäîâîëüíèòè 

êðàéîâ³ óìîâè (4). Ñòàëà K  âèçíà÷àºòüñÿ ç óìîâè íà íåñê³í÷åííîñò³ (5), ÿêà 
çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ 
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êîëè âðàõóâàòè, ùî íåñê³í÷åííî â³ääàëåíà òî÷êà ïëîùèíè ìàº êîîðäèíàòè 
0ξ = η = . 
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 Óðàõóâàâøè â³äîì³ [19] âèðàçè íîðìàëüíèõ ησ  ³ äîòè÷íèõ ξητ  íàïðó-

æåíü ó á³ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ÷åðåç ôóíêö³þ ,gU  ç êðàéîâèõ óìîâ (4) îò-
ðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ 
ñòàëèõ. Ó êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ âäàºòüñÿ àíàë³-

òè÷íî âèðàçèòè øóêàí³ ñòàë³ , , ,n n n nA B C D  ÷åðåç â³äîì³ êîåô³ö³ºíòè ( )i
nσ  ³ 

( ) .i
nτ  ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷åì ïîáóäîâàíî òàê³ ðîçâ’ÿçêè, êîëè íà êðàÿõ îòâîð³â 

ä³þòü ñòàë³ òèñêè, ð³çí³ íà ð³çíèõ êîíòóðàõ, à òàêîæ ó âèïàäêó âñåá³÷íîãî 
ðîçòÿãó ïëàñòèíè çà â³äñóòíîñò³ íàâàíòàæåííÿ íà êîíòóðàõ îòâîð³â.  

Çàóâàæèìî, ùî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ ðÿä³â Ôó-
ð’º ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ ìåòîäîì Ìóñõåë³øâ³ë³, âèêîðèñòàâøè êîíôîðì-
íå â³äîáðàæåííÿ ïðóæíî¿ îáëàñò³ íà êðóãîâå ê³ëüöå. Ñàìå òàêèì øëÿõîì 
Ãåääîí [22] ïîáóäóâàâ ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ çà îäíîâ³ñíîãî ðîçòÿãó íà íå-
ñê³í÷åííîñò³ ï³ä äîâ³ëüíèì êóòîì äî ë³í³¿ öåíòð³â îòâîð³â. 
  Çóïèíèìîñÿ íà âèïàäêó äâîâ³ñíîãî ðîçòÿãó íà íåñê³í÷åííîñò³ çóñèëëÿ-

ìè y p∞σ =  ³ x q∞σ =  ïðóæíî¿ ïëîùèíè ç äâîìà â³ëüíèìè â³ä íàïðóæåíü ð³â-

íèìè îòâîðàìè ( 1 2 1 2 1 2,  ,  R R R d d d= = = = α = α = α  ). Âèêîðèñòîâóþ÷è 
á³ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè (1), ×. Ë³íã [24] ïîáóäóâàâ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ó âèãëÿä³ 
ðÿä³â Ôóð’º. Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîëîâèõ íàïðóæåíü ξσ  íà êîíòóðàõ îòâîð³â 

íèì îòðèìàíî ôîðìóëó 

 
n 1

sh cos2 (ch cos ) sh 1 4
sh2 sh2

n nT K
n n

∞

ξ
=

α α σ = α − ξ α +  α + α  ∑   

 
1

( sh sh ch ch ) cos
2

sh2 sh2
n

n n n n n
n n

∞

=

α α − α α ξ 
α + α 

∑ , (6) 

äå 

 

2

n 1

2
2

n 2

1 1 2sh
2 2 sh2 sh2

sh sh ( sh ch )1 th sh 4
2 ( - 1)(sh2 sh2 )

n

n
n n

K
e n n n n

n n n n

∞

=
− α∞

=

± α α + α
=

α + α α + α
+ α α −

α + α

∑

∑



. (7) 

Òóò âåðõí³ çíàêè â³äïîâ³äàþòü ïîçäîâæíüîìó ðîçòÿãó çóñèëëÿìè (T q q= ≠   

0, 0p≠ = ), à íèæí³ – ïîïåðå÷íîìó ðîçòÿãó çóñèëëÿìè T p=  ( 0, 0)p q≠ = . 
Íàâåäåíèé ðîçâ’ÿçîê íååôåêòèâíèé äëÿ çíà÷åíü áåçðîçì³ðíîãî ïàðà-

ìåòðà 1 1d
R

γ = − < . Íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó (6) Þ. À. Óñòèíîâ [17, 18] îòðèìàâ 

íàáëèæåí³ ôîðìóëè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü ,A Bk k  â 

òî÷êàõ A  ³ B  (ðèñ. 1) íà êîíòóðàõ îòâîð³â äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà γ : 

 2
1 22

2 ch 12 sh ( ) 1 ch ,     0 1
sh2 2

A
Ak K mK m

p
σ ε + = = ε + + − ε < ε ≤  ε + εε

     
, 

 2 23.87 1.49 1.23 (0.981 0173 0018 )B
Bk m

p
σ

= = − ε + ε − − ε − ε     , 

 0 0.3≤ ε ≤ , (8) 

äå 2ln 1 2 ,  
p

m
q

ε = + γ + γ + γ = ( ) . 

 Ñòàë³ 1K  (ïîïåðå÷íèé ðîçòÿã) ³ 2K  (ïîçäîâæí³é ðîçòÿã) âèçíà÷àþòü ç 
ð³âíÿíü 
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4 2

2
2

2sh 1 1 sh0.716 0.0393 ( 1) ( 1)
2 2 sh2 2(sh2 2 )

s s
sK ε ε − ε + = + − + − −  ε + ε ε ε + ε

     
 

 
2

2 4
2

sh( 1) (0.769 0.179 0.341 ),      1,2s sε− − − ε + ε =
ε

  


. (9) 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 1 22.22Ak −→ γ /  ( 0q = ) ³ 1 21.97Ak −→ γ /  ( q p= ), 

êîëè 0γ → . Ó ôîðìóëàõ (7) ³ (9) âèïðàâëåíî äåÿê³ íåòî÷íîñò³, äîïóùåí³ 
Þ. À. Óñòèíîâèì [18]. 

Çàóâàæèìî, ùî ìåòîä á³ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò äàº çìîãó íå ò³ëüêè ðîç-
ãëÿíóòè ãðàíè÷íèé âèïàäîê, êîëè ïàðàìåòð 0γ → , àëå òàêîæ îòðèìàòè 
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷, êîëè êîíòóðè äâîõ êîëîâèõ îòâîð³â ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî 
äëÿ êðèâîë³í³éíîãî îòâîðó ç íåãëàäêèì êðàºì, óòâîðåíîãî äâîìà äóãàìè îä-
íàêîâîãî [5, 10, 11, 19, 25] ÷è ð³çíèõ ðàä³óñ³â [19]. Çîêðåìà, íà ï³äñòàâ³ öèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ó çàìêíåíîìó âèãëÿä³ (÷åðåç ³íòåãðàë Ôóð’º) îòðèìàíî êîåô³ö³-
ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó êóòîâ³é âåðøèí³ ñèìåòðè÷íîãî ëóíêîïîä³á-
íîãî îòâîðó [1]. 

Äâ³ êîë³íåàðí³ òð³ùèíè îäíàêîâî¿ äîâæèíè [4]. Íåõàé ðîçòÿãíåíà íà 
íåñê³í÷åííîñò³ ïëàñòèíà ïîñëàáëåíà äâî-
ìà êîë³íåàðíèìè òð³ùèíàìè îäíàêîâî¿ 
äîâæèíè 2  (ðèñ. 2). Â³äîìèé òî÷íèé ðîç-
â’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³. Âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºí-
ò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó áëèæí³õ 

( IK− ) òà â³ääàëåíèõ ( IK+ ) âåðøèíàõ òð³-
ùèí ìàþòü âèãëÿä 

 I
( )

1
( )1

p E
K

K
± π λ = ± ± λ − λ λ ± λ


, (10) 

äå ( ), ( )K Eλ λ  – ïîâí³ åë³ïòè÷í³ ³íòåãðàëè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó â³äïîâ³ä-

íî; dλ = / ; 2d  – â³ääàëü ì³æ öåíòðàìè òð³ùèí. 

Âðàõîâóþ÷è ðîçâèíåííÿ â³äíîøåííÿ ( ) ( )E Kλ λ/  äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïà-

ðàìåòðà λ : 

 2 4 6( ) 1 11 ( )
( ) 2 16

E
O

K
λ = − λ − λ + λ
λ

 

òà éîãî àñèìïòîòèêó ïðè 1λ →  

 
( ) 1
( ) ln 1

E
K

λ ≈ −
λ − λ

, 

çàïèøåìî çàìêíåíèé íàáëèæåíèé âèðàç äëÿ öüîãî â³äíîøåííÿ 

 
( ) 1 (1 ) ln 1
( ) 1 ln 1

E
K

λ − − λ − λ=
λ − − λ

, 

ÿêèé óçãîäæóºòüñÿ ç òî÷íèì çíà÷åííÿì (10), êîëè 0λ →  òà 1λ → . 
Íàáëèæåí³ ôîðìóëè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (10) íà-

áóäóòü âèãëÿäó 

 I
(1 2 ln 1 )

1 (1 ln 1 )

p
K + π − − λ

=
+ λ − − λ


, 

 I 
1 (1 ln 1 )

p
K − π

=
− λ − − λ


. (11) 

Â³äíîñí³ ïîõèáêè öèõ ôîðìóë íå ïåðåâèùóþòü 0.3% (äëÿ IK+ ) òà 1.1% (äëÿ 

IK− ) â óñüîìó ä³àïàçîí³ çì³íè ïàðàìåòðà λ . 

 p

p

xO

y

2

d d

2

 
Рис. 2 
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Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (11) âèïëèâàþòü òàê³ àñèìïòîòèêè äëÿ 1λ → : 

 I I2 ,           
1 ln 1

p
K p K+ − π

→ π → −
− λ − λ

 .  (12) 

Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íèé ðîçòÿã ïðóæ-
íî¿ ïëîùèíè ç äâîìà íàï³âíåñê³í÷åííèìè 
òð³ùèíàìè, â³ääàëü ì³æ âåðøèíàìè ÿêèõ 
äîð³âíþº 2a , çîñåðåäæåíèìè ñèëàìè P , 
ùî ïðèêëàäåí³ â òî÷êàõ (0, )b  òà (0, )b− íà 

îñ³ Oy  (ðèñ. 3). 
Êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó 

âåðøèí³ òð³ùèíè 

 
2

I 2 22 2

21
(1 )( )

Pb aK
a ba a b

 = − + + π + æ
, (13) 

äå 3 4= − νæ  – äëÿ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ òà (3 ) (1 )= − ν + ν/æ  – äëÿ ïëîñêîãî 
íàïðóæåíîãî ñòàíó; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 
 Ñïðÿìóâàâøè ïàðàìåòð b  äî íåñê³í÷åííîñò³, îòðèìàºìî ðîçâ’ÿçîê çà-
äà÷³ 

 I
PK
a

=
π

, 

êîëè íà íåñê³í÷åííîñò³ çàäàíî ðîçòÿãóâàëüíå íàâàíòàæåííÿ, ãîëîâíèé âåê-
òîð ÿêîãî äîð³âíþº .P  

Äâà åë³ïòè÷í³ îòâîðè. Ðîçãëÿíåìî äâîâ³ñíèé ðîçòÿã çóñèëëÿìè p  ³ q  
íåñê³í÷åííî¿ ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ç 
äâîìà îäíàêîâèìè åë³ïòè÷íèìè îòâî-
ðàìè ,  1,2kL k = , êîíòóðè ÿêèõ â³ëü-

í³ â³ä íàâàíòàæåííÿ. Â³äíåñåìî êîæ-
íèé êîíòóð kL  äî ëîêàëüíî¿ ñèñòåìè 

êîîðäèíàò k k kx O y . Â îñíîâí³é äåêàð-

òîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò xOy  òî÷êè 

kO  âèçíà÷àþòüñÿ êîìïëåêñíèìè êîîð-

äèíàòàìè 0
1z d=  ³ 0

2z d= − , à îñ³ k kO x  

óòâîðþþòü êóòè 1 0α =  ³ 2α = π  ç â³ññþ Ox  (ðèñ. 4, 0P = ).  
 Ïåðøó îñíîâíó çàäà÷ó ïëîñêî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííîãî ò³ëà 
ç ãëàäêèìè êðèâîë³í³éíèìè îòâîðàìè, êîíòóðè ÿêèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ðîç-
â’ÿçóâàòèìåìî ìåòîäîì ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [12]. Êîìïëåêñí³ 
ïîòåíö³àëè íàïðóæåíü òàêî¿ çàäà÷³ ìàþòü âèãëÿä 

 
2

0
0

1

( ) exp ( )1( ) ( ) ,      exp ( )
2

k

k k k
k k k k k

kk L

g t i
z z dt T t i z

T z
=

′ α
Φ = Φ + = α +

π −∑ ∫ , 

 
2

0 0 2
1

1( ) ( )
2 ( )

k

k k

M
z z

i z z=

Ψ = Ψ + +
π −

∑  

 
2

2
1

( )exp ( ) ( )exp( )1
2 ( )

k

k k k k k k k
k k

kk kL

g t i T g t i
dt dt

T z T z=

 ′ ′− α α
+ − 

π − −  
∑ ∫ , 

äå ( )k kg t′  – øóêàíà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ íà êîíòóðàõ îòâîð³â; ïîòåíö³àëè 

0 ( )zΦ  ³ 0 ( )zΨ , ÿê³ âèçíà÷àþòü îñíîâíèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó 

ñóö³ëüí³é ïëîùèí³ áåç îòâîð³â, äîð³âíþþòü 

 
P

x

y

a− a
2b−

b

P

 
Рис. 3 
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 0 0( ) 4,                ( ) 2z p q z p qΦ = + Ψ = −/ / , 

à 

 ( ) exp ( ) ( ) exp ( )

k

k k k k k k k k k k k
L

M i T g t i dt T g t i dt′ ′= α − − α∫ [ ] . 

Ñèñòåìà äâîõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü çàäà÷³ ìàº âèãëÿä [12] 

 
2

1

( , ) ( ) ( , ) ( )

k

nk k n k k k nk k n n k k
k L

t t g t dt t t t t dt
=

 ′ ′ ′ ′+ −
 ∑ ∫ K L  

 
2

0 2
1

exp ( 2 )1 ( ),    1,2
2

k n n n
n n n

n nk n k

M i dt ds
a p t n

i dt dtT z=

′ ′− α ′− + = π =′ ′′ −
∑

( )
, (14) 

äå ns′  – äóãîâà àáñöèñà òî÷êè n nt L′ ∈ ; 0exp ( )n n n nT t i z′ ′= α + ; 

 
exp ( ) exp ( 2 )1( , )

2
k k n

nk k n
k n nk n

i i dt
t t

T T dtT T

 ′α − α′ = + ′ ′− ′−  
K , 

 
2

exp ( ) 1( , ) exp ( 2 )
2

k k n n
nk k n k

nk n k n

i T T dt
t t i

dtT T T T

′ ′ − α −′ = − − α ′′ ′− − 
L

( )
, 

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )n
n n n n n n n

n

dt
p t T T T T T

dt

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − Φ + Φ + Φ + Ψ ′ 
[ ] . 

Äî ë³âî¿ ÷àñòèíè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (14) äîäàíî íóëüîâ³ ôóíêö³îíàëè 

 ( ) ,          1,2

n

n n n n
L

a g t dt n′= =∫ , 

ÿê³ çàáåçïå÷óþòü áåçóìîâíó ðîçâ’ÿçí³ñòü ³ ºäèí³ñòü ¿õ ðîçâ’ÿçêó. 
Âèáðàâøè ëîêàëüí³ ñèñòåìè êîîðäèíàò ñèìåòðè÷íèìè â³äíîñíî ïî÷àòêó 

êîîðäèíàò ³ âðàõóâàâøè òàêîãî æ òèïó ñèìåòð³þ ïðóæíî¿ îáëàñò³ òà çîâ-
í³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ, îòðèìàºìî 
 1 2 1( ) ( ) ( ),        g t g t g t t L L′ ′ ′= = ∈ = . 

Îñòàíí³ óìîâè äàþòü çìîãó çâåñòè êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè íàïðóæåíü 
äî âèãëÿäó 

 0 2 2

( )1( ) ( ) ,            
L

Tg t
z z dt T t d

T z

′
Φ = Φ + = +

π −∫ , 

 
2 2

0 2 2 2 2 2

( )1( ) ( ) ( ) ( )
( )L

T T zTz z g t dt g t dt
T z T z

+ ′ ′Ψ = Ψ + − + π − − ∫  

 
2 2

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) L L

z d t g t dt tg t dt id g t dt g t dt
z d

 + ′ ′ ′ ′+ − − + 
π −  ∫ ∫[ ] [ ] . (15) 

Ñèñòåìó äâîõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (14) çâåäåìî ïðè öüîìó äî îäíîãî 
ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),          
L

t t g t dt t t g t dt p t t L′ ′ ′ ′ ′ ′+ = π ∈∫ K L{ } , (16) 

äå 

 
2 2

2 2 2 2 2 2 2

( )
( , ) ,       

( )

T T aT T dt dst t T t d
dt dtT T T T T a

 ′ ′ ′+′ ′ ′= + − + = +  ′ ′′ ′ ′− − − 
K , 

 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 ( ) ( )
( , )

( ) ( )

T TT T T T T T aT dtt t
dtT T T T T a

 ′ ′ ′ ′ ′− + +′ = + +  ′′ ′ ′− − −  
L . 

Òóò s′  – äóãîâà àáñöèñà òî÷êè t L′ ∈ . 
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Çàïèøåìî ïàðàìåòðè÷íå ð³âíÿííÿ åë³ïòè÷íîãî êîíòóðó îòâîðó ó âè-
ãëÿä³ 

 ( ) (cos sin ),          0 2t im= ω ξ = ξ + ξ ≤ ξ ≤ π  , (17) 

äå m c= / ;   ³ c  – âåëèêà ³ ìàëà ï³âîñ³ åë³ïñà. 
 Çðîáèâøè çàì³íó  
 ( ),      0 2 ,          ( ),      0 2t t′= ω ξ ≤ ξ ≤ π = ω η ≤ η ≤ π  , 
çàïèøåìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (16) ó êàíîí³÷íîìó âèãëÿä³ 

 
2

0

1 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),        0 2M u N u d p
π

ξ η ξ + ξ η ξ ξ = η ≤ η ≤ π
π ∫ [ ] , 

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 

 ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ),         M Nξη = ξ η ξη = ξ ηω ω ω ωK L  ( ) ( ) , 

 ( ) ( ) ( ),              ( ) ( )u g p p′ξ = ξ ξ η = η′ω ω ω( ) ( ) . 

 Øóêàíà 2π -ïåð³îäè÷íà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )u ξ  ìàº êâàç³îñîáëèâîñò³ 

ó âåðøèíàõ êîíòóðó L  íà âåëèê³é îñ³ åë³ïñà äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 
ε , ùî óñêëàäíþº îòðèìàííÿ äîñòàòíüî òî÷íèõ ÷èñëîâèõ ðîçâ’ÿçê³â ó öüîìó 
âèïàäêó. Îñòàíí³ì ÷àñîì ç ìåòîþ ïîêðàùåííÿ òî÷íîñò³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêî-
ãî òèïó ð³âíÿíü âèêîðèñòîâóþòü ð³çíîãî òèïó íåë³í³éí³ ïåðåòâîðåííÿ çì³í-
íî¿ ³íòåãðóâàííÿ, ùî çóìîâëþº çãóùåííÿ êâàäðàòóðíèõ âóçë³â ³ âóçë³â êî-
ëîêàö³¿ â îêîë³ âåðøèíè êîíòóðó. Òàê³ ïåðåòâîðåííÿ, ïî ñóò³, ïðèçâîäÿòü äî 
çì³íè ïàðàìåòðè÷íèõ ð³âíÿíü êðèâîë³í³éíîãî êîíòóðó, ÿê³ äàþòü çìîãó îò-
ðèìàòè òî÷í³ø³ ÷èñëîâ³ ðîçâ’ÿçêè. Çàóâàæèìî, ùî ïàðàìåòðè÷íå ð³âíÿííÿ 
åë³ïòè÷íîãî êîíòóðó ó âèãëÿä³ (17) ç öüîãî ïîãëÿäó íå º åôåêòèâíèì, îñ-
ê³ëüêè ïðèçâîäèòü äî çãóùåííÿ êâàäðàòóðíèõ âóçë³â íà ä³ëÿíêàõ êîíòóðó ç 
ì³í³ìàëüíîþ êðèâèíîþ. 
 Ó öüîìó âèïàäêó âèêîðèñòàíî çàì³íó çì³ííèõ [23] 

 /( ) (1 2) sin ,    0 ,      ( ),    02 2 2G Gξ = τ = τ − τ ≤ τ ≤ π η = θ ≤ θ ≤ π . 

Ôóíêö³ÿ ( )G τ  îäíîçíà÷íî â³äîáðàæàº â³äð³çîê [ ]0,2τ ∈ π  ó â³äð³çîê [0,2 ]ξ∈ π . 
Ó ðåçóëüòàò³ ïðèõîäèìî äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 
2

0

1 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ),     0 2M u N u G d p
π

∗ ∗ ∗  ′ξ η τ + ξ η τ τ τ = θ ≤ θ ≤ π
 π ∫ , 

äå ( ) ( )( )u u G∗ τ = τ , ( ) ( )( )p p G∗ τ = θ . 

Äèñêðåòíèì àíàëîãîì ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ º ñèñòåìà 2n  ë³í³éíèõ 
àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü 

 
2

1

1 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
n

k m k k m k k m
k

M u N u G p∗ ∗ ∗

=

  ′ξ η τ + ξ η τ τ = θ
 π ∑ , 

  1, ,2m n=  , (18) 
äå 

 
(2 1)

( ),      ,      1, ,2
2k k k
k

G k n
n

π −ξ = τ τ = =  , 

 
2 ( 1)

( ),    ,     1, ,2
2m m m
m

G m n
n

π −η = θ θ = =  . 

Ïîðÿäîê ñèñòåìè (18) ìîæíà çìåíøèòè âäâîº, ÿêùî âðàõóâàòè ñèìåò-
ð³þ çàäà÷³ â³äíîñíî îñ³ Ox .  

 Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü çà ôîðìóëàìè (18) 
çíàõîäÿòü êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè íàïðóæåíü, çà ÿêèìè ìîæíà âèçíà÷èòè 
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó âñ³é ïðóæí³é îáëàñò³. Ó âèïàäêó, êîëè 
êîíòóðè îòâîð³â â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ íà êîíòóð³ 

îòâîðó ìîæíà çíàéòè áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç ôóíêö³þ ( )u∗ τ  [16] 



119 

 0 0( ) 4Re ( ) ( ) 4Re ( ) 4 Im ( )s t t t t g t+ ′σ = Φ + Φ = Φ − =[ ]  

 0 0
( ) ( )

4Re ( ) 4 Im 4Re ( ) 4 Im ,    
( ) ( )

u u
t t t L

∗

′ ′ω ω
ξ τ   = Φ − = Φ − ∈

   ξ ξ
. 

 ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè îòðèìàíî äëÿ íàïðóæåíü ( )s tσ  ó âåðøèíàõ îòâîðó 

A  ³ B  ( Aσ  ³ Bσ ) â çàëåæíîñò³ â³ä â³äíîñíî¿ â³ääàë³ ì³æ îòâîðàìè 1 − λ  

( )dλ = /  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà m , òîáòî ð³çíèõ â³äíîøåíü ìàëî¿ 
òà âåëèêî¿ ï³âîñåé åë³ïñà. Íà ðèñ. 5 íàâåäåíî òàê³ çàëåæíîñò³ äëÿ çíà÷åííÿ 

1m =  (êðóãîâ³ îòâîðè) çà ïîïåðå÷íîãî ðîçòÿãó. Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó, êî-
ëè â³ääàëü ì³æ îòâîðàìè ïðÿìóº äî íóëÿ, â³äíîñíå íàïðóæåííÿ B pσ /  íà-

áëèæàºòüñÿ äî çíà÷åííÿ 3.861B pσ =/ , ùî äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç äàíèìè 

×. Ë³íãà [24] ( 3.869)B pσ =/  òà ðîçâ’ÿçêîì (8), à íàïðóæåííÿ Aσ  ïðÿìóº äî 
íåñê³í÷åííîñò³.  
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 Рис. 5 Рис. 6 

Äëÿ ìàëèõ â³ääàëåé ì³æ îòâîðàìè (ðèñ. 6) ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè äîáðå 

àïðîêñèñóþòüñÿ êðèâîþ 2.008 2.199 1A pσ = − + − λ/ /  (ñóö³ëüíà ë³í³ÿ), ïîáó-
äîâàíîþ ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàò³â. Çâ³äñè åêñòðàïîëÿö³ºþ îòðèìóºìî 
êîåô³ö³ºíò ïðè îñîáëèâîñò³ ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü íà êîíòóð³ êðóãîâîãî 

îòâîðó 1 2.199A pσ − λ =/ , ÿêèé áëèçüêèé äî çíà÷åííÿ 2.22, ùî âèïëèâàº ç 
ðîçâ’ÿçêó (8). 
 Ïîâåä³íêó ìàêñèìàëüíèõ íàïðó-
æåíü íà êîíòóðàõ êðóãîâèõ îòâîð³â 
ïðè ¿õ çáëèæåíí³ äîñë³äæóâàëè òà-
êîæ ÷èñëîâèì ñïîñîáîì çà äîïîìî-
ãîþ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [21]. Ïîð³â-
íÿííÿ äàíèõ ðîáîòè [21] (êâàäðàòè-
êè) ç îá÷èñëåíèìè òóò (ñóö³ëüíà êðè-
âà) íàâåäåíî íà ðèñ. 7. Àâòîðè ïðàö³ 
[21] äëÿ êîåô³ö³ºíòà ïðè îñîáëèâîñò³ 
ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü íà êîíòóð³ 
êðóãîâîãî îòâîðó îòðèìàëè øëÿõîì 
åêñòðàïîëÿö³¿ äåùî ìåíøå çíà÷åííÿ: 

1 2.13A pσ − λ =/ . 
 Çíàþ÷è êîåô³ö³ºíò ïðè îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíü, ìîæíà ïîáóäóâàòè äëÿ 
íàïðóæåíü Aσ  àïðîêñèìóâàëüí³ çàëåæíîñò³, ÿê³ âèêîíóþòüñÿ ó âñüîìó ä³à-
ïàçîí³ çì³íè â³äíîñíî¿ â³ääàë³ ì³æ îòâîðàìè. Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó îä-
íîâ³ñíîãî ðîçòÿãó îòðèìàíî íàáëèæåíó ôîðìóëó 

 
23 (0.916 1.931 ), 0 0.7,

2.199 1 1.949 2.438 1 , 0.7 1,
A

p

 − λ − λ ≤ λ <σ = 
− λ − + − λ ≤ λ ≤ /

 

â³äíîñíà ïîõèáêà ÿêî¿ íå ïåðåâèùóº 1% äëÿ âñ³õ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ , 
0 1≤ λ ≤ . 
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 Çàëåæíîñò³ êîíòóðíèõ íàïðó-
æåíü ó âåðøèí³ A  åë³ïòè÷íîãî îòâî-
ðó â³ä â³äíîñíî¿ â³ääàë³ ì³æ îòâîðàìè 
íàâåäåíî íà ðèñ. 8 äëÿ îäíîâ³ñíîãî 
ðîçòÿãó äëÿ ð³çíèõ â³äíîøåíü ï³âîñåé 
åë³ïñà c/ . Àïðîêñèìàö³ÿ çà äî-
ïîìîãîþ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðà-
ò³â ÷èñëîâèõ äàíèõ ïîêàçàëà, ùî ³ 
äëÿ åë³ïòè÷íèõ îòâîð³â çàëèøàºòüñÿ 
òàêà æ ñàìà îñîáëèâ³ñòü íàïðóæåíü 

Aσ  ïðè ¿õ çáëèæåíí³ (òèïó êâàäðàò-
íîãî êîðåíÿ), ÿê ³ ó âèïàäêó êðóãîâèõ 
îòâîð³â. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºí-
ò³â ïðè ö³é îñîáëèâîñò³ íà ðèñ. 9 (îäíîâ³ñíèé ðîçòÿã) òà ðèñ. 10 (âñåá³÷íèé 

ðîçòÿã) íàâåäåíî çàëåæíîñò³ ôóíêö³¿ 1A pσ − λ/  â³ä ïàðàìåòðà 1 − λ  äëÿ 

ð³çíèõ çíà÷åíü 2 2cε = ρ =/ /   (ρ  – ðàä³óñ êðèâèíè ó âåðøèí³ A ), îòðèìàí³ 
÷èñëîâèì øëÿõîì (ñóö³ëüí³ ë³í³¿) òà çà äîïîìîãîþ åêñòðàïîëÿö³¿ ôóíêö³ÿìè 

òèïó 1 21 1A p a aσ − λ = + − λ/  äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü â³äíîñíèõ â³ääàëåé ì³æ 

îòâîðàìè (øòðèõîâ³ ë³í³¿). Òóò 0 (1 2 )p q pσ = − + ε/ /  – íàïðóæåííÿ ó âåð-

øèí³ A  äëÿ îäíîãî åë³ïòè÷íîãî îòâîðó ( 0λ = ). 
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 Рис. 9 Рис. 10 

 ×èñëîâ³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ïðè îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíü Aσ  íàâåäå-
íî â òàáë. 1. Çàóâàæèìî, ùî ç³ çìåíøåííÿì â³äíîøåííÿ ï³âîñåé åë³ïñà öåé 
êîåô³ö³ºíò çðîñòàº. Òàêå çðîñòàííÿ ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî ó âèïàäêó, êî-
ëè åë³ïòè÷íèé îòâ³ð ïåðåõîäèòü ó òð³ùèíó ( 0ε → ), çì³íþºòüñÿ òèï îñîáëè-
âîñò³ â³ä ñòåïåíåâîãî äî ñòåïåíåâî-ëîãàðèôì³÷íîãî, ÿê öå âèïëèâàº ç àñèìï-
òîòèêè (12). 
 Таблиця 1 

1 /A p− λ σ  /B pσ  
c/  

0q =  q p=  0q =  q p=  

1  2.20 1.94 3.86 3.83 2.89 2.83 

1/2  3.93 3.70 6.66 6.66 5.70 5.66 

1/4  7.44 7.23 12.26 12.32 11.34 11.32 

1/8  14.5 14.3 23.53 23.63 22.6 22.63 

1/16  28.6 28.3 45.87 46.25 45.2 45.25 
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 Çàëåæíîñò³ â³äíîñíèõ êîíòóðíèõ íàïðóæåíü 0Bσ σ/  ó âåðøèí³ B  åë³ï-

òè÷íîãî îòâîðó â³ä â³äíîñíî¿ â³ääàë³ ì³æ îòâîðàìè íàâåäåíî íà ðèñ. 11 (îä-
íîâ³ñíèé ðîçòÿã) òà ðèñ. 12 (äâîâ³ñíèé ðîçòÿã).  
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 Рис. 11 Рис. 12 

Ïðè çáëèæåíí³ îòâîð³â ( 1λ → ) íàïðóæåííÿ Bσ  íàáëèæàþòüñÿ äî ñê³í-
÷åííîãî çíà÷åííÿ, áëèçüêîãî äî ðåçóëüòàòó, ÿêèé îòðèìóºìî çà ôîðìóëîþ 
äëÿ åêâ³âàëåíòíîãî åë³ïñà [5], òîáòî äëÿ åë³ïòè÷íîãî îòâîðó ç òàêèì æå ðà-
ä³óñîì êðèâèíè ρ  ó âåðøèí³ A  ³ âäâ³÷³ á³ëüøîþ âåëèêîþ ï³ââ³ññþ 2 : 

 (1 2 2 )e p q pσ = − + ε/ / . 

Îá÷èñëåí³ çà ö³ºþ ôîðìóëîþ çíà÷åííÿ íàâåäåíî ó òàáë. 1 ñïðàâà â³ä øòðè-
õîâî¿ âåðòèêàë³. 
 Äâà íàï³âíåñê³í÷åíí³ ïàðàáîë³÷í³ âèð³çè. Ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííó 
ïðóæíó ïëîùèíó, ïîñëàáëåíó äâîìà ñèìåòðè÷íèìè íàï³âíåñê³í÷åííèìè ïà-
ðàáîë³÷íèìè âèð³çàìè ç îñÿìè ñèìåòð³¿ íà îñ³ Ox ³ â³ääàëþ 2a  ì³æ âåðøè-
íàìè.  Êðàéîâà çàäà÷à ïëîñêî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ òàêî¿ îáëàñò³, çà âèçíà-
÷åííÿì Ã. Ï. ×åðåïàíîâà [20], â³äíîñèòüñÿ äî ñèíãóëÿðíèõ çàäà÷, ðîçâ’ÿçêè 
ÿêèõ íåìîæëèâî îòðèìàòè, êîëè íà íåñê³í÷åííîñò³ çàäàíå ñòàëå íàâàíòà-
æåííÿ. Òîìó ââàæàòèìåìî, ùî íà íåñê³í÷åííîñò³ íàïðóæåííÿ â³äñóòí³, à 
ïëàñòèíà ðîçòÿãóºòüñÿ çîñåðåäæåíèìè ñèëàìè P , ïðèêëàäåíèìè â òî÷êàõ 
(0, )b òà (0, )b− íà îñ³ .Oy  Ïîïðîáóºìî îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ çà äî-
ïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ç â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ äëÿ äâîõ åë³ïòè÷íèõ îò-
âîð³â (ðèñ. 4, 0p q= = ), êîëè â³ääàëü ì³æ áëèæí³ìè âåðøèíàìè º ñòàëîþ ³ äî-

ð³âíþº 2a , à âåëèêà ï³ââ³ñü åë³ïñà   íåñê³í÷åííî çðîñòàº. Ïðè öüîìó çàäà÷ó äëÿ 
äâîõ åë³ïòè÷íèõ îòâîð³â íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè äëÿ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ, 
ùî âèçíà÷àºòüñÿ êîìïëåêñíèìè ïîòåíö³àëàìè 

 0 2 2
1( )

(1 )
bPz

z b
Φ =

π + +æ
, 

 
2 2

0 2 2 2 2 2
1( )

(1 ) (1 ) ( )
bP bP z bz

z b z b
−Ψ = +

π + π ++ +
æ

æ æ
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 Êîëè â³äíîñíèé ðàä³óñ êðèâèíè aρ/  ó âåðøèí³ âèð³çó ìàëèé, òî íàáëè-
æåíå çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü ó ö³é âåðøèí³ ìîæíà âèçíà÷èòè 
çà ôîðìóëîþ [13] 

 max I2Kσ = πρ/ , 

äå IK  – êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü äëÿ äâîõ íàï³âíåñê³í÷åííèõ 

òð³ùèí (13). Äëÿ â³äíîøåííÿ 1aρ =/  ó òàáë. 2 íàâåäåíî àïðîêñèìóâàëüí³ 

ôîðìóëè äëÿ â³äíîñíèõ íàïðóæåíü A nσ σ/  ( 2n P aσ = / ) ó âåðøèí³ A  åë³ï-

òè÷íîãî îòâîðó, îòðèìàí³ äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ρ/  ( 50 10−≤ ρ ≤/ ) 

÷èñëîâèì øëÿõîì ( 0.3ν = , ïëîñêèé íàïðóæåíèé ñòàí). Ïåðø³ äîäàíêè ó 
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öèõ ôîðìóëàõ º íàáëèæåíèìè çíà÷åííÿìè êîåô³ö³ºíò³â êîíöåíòðàö³¿ íà-
ïðóæåíü ó âåðøèí³ ïàðàáîë³÷íîãî âèð³çó. Íà îñíîâ³ öèõ äàíèõ äëÿ ïàðàáî-
ë³÷íèõ âèð³ç³â ïîáóäîâàíî àïðîêñèìóâàëüíó çàëåæí³ñòü â³äíîñíèõ íàïðó-
æåíü A nσ σ/ : 

 
2

2 1.1

/

/

1.87 2.89( )
,     0.1 1

1 ( )
A

n

b

b

a a
ba

σ +
= ≤ ≤

σ +[ ]
. 

 ßêùî åêñòðàïîëþâàòè öþ çàëåæí³ñòü äëÿ 0a b = , òî îòðèìàºìî çíà-

÷åííÿ 1.87A nσ σ =/  äëÿ âèïàäêó, 

êîëè íà íåñê³í÷åííîñò³ çàäàíî 
ðîçòÿãóâàëüíå íàâàíòàæåííÿ, ãî-
ëîâíèé âåêòîð ÿêîãî äîð³âíþº .P  
Â³äïîâ³äíå çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà 
êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü äëÿ 
äâîõ ã³ïåðáîë³÷íèõ âèð³ç³â [3] 
áóäå 1.56A nσ σ =/ .  

 Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíèé 
âèùå ñïîñ³á çíàõîäæåííÿ ðîç-
â’ÿçêó çàäà÷³ äëÿ ïàðàáîë³÷íèõ 
âèð³ç³â íå º åôåêòèâíèì, îñê³ëü-
êè ïðè ÷èñëîâîìó ðîçâ’ÿçóâàíí³ 
íåîáõ³äíî âèêîðèñòîâóâàòè äâà 
ãðàíè÷í³ ïåðåõîäè. Òóò ëèøå 
ïðîäåìîíñòðîâàíî ìîæëèâ³ñòü ïîáóäîâè òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â. Íàáàãàòî åôåê-
òèâí³øå âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ö³º¿ ìåòè, íàïðèêëàä, çàäà÷ó ïðî ïåð³îäè÷íó 
ñèñòåìó îòâîð³â ó ïðóæí³é ïëîùèí³, ùî íå âèìàãàº ïîäâ³éíèõ ãðàíè÷íèõ 
ïåðåõîä³â. Ñàìå òàêèì øëÿõîì ïðè âèêîðèñòàíí³ ºäèíîãî ï³äõîäó äî ïðîá-
ëåìè êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü á³ëÿ êóòîâèõ ãîñòðèõ ³ çàêðóãëåíèõ âèð³ç³â 
[14, 15] áóäå îòðèìàíî êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ òà êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü 
äëÿ äâîõ òàêèõ âèð³ç³â. 

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ïîäÿêó äîêòîðîâ³ À. Êàçáåðóêó çà äîïîìîãó ó ï³äãîòîâö³ 
ö³º¿ ñòàòò³. 
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Таблиця 2 

/b a  Апроксимувальні  
формули 

1 0.2032.216 0.493( / )A nσ σ = − ρ   

2 0.2122.021 0.897( / )A nσ σ = − ρ   

5/2 0.2171.982 1.063( / )A nσ σ = − ρ   

10/3 0.2371.935 1.307( / )A nσ σ = − ρ   

5 0.2541.899 1.671( / )A nσ σ = − ρ   

 



123 

 13. Ñàâðóê Ì. Ï. Êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â òåëàõ ñ òðåùèíàìè 
// Ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ è ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëîâ/ Ñïðàâ. ïîñîáèå ïîä ðåä. Â. 
Â. Ïàíàñþêà – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1988. – 2. – 620 ñ. 

 14. Ñàâðóê Ì. Ï., Êàçáåðóê À. Åäèíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ î êîíöåíòðàöèè íà-
ïðÿæåíèé îêîëî îñòðûõ è çàêðóãëåííûõ óãëîâûõ âûðåçîâ // Ïðèêë. ìåõàíèêà. 
– 2007. – 43, ¹ 2. – Ñ. 70–87. 

 15. Ñàâðóê Ì. Ï., Êàçáåðóê À. Çâ’ÿçîê ì³æ êîåô³ö³ºíòàìè ³íòåíñèâíîñò³ òà êîíöåíò-
ðàö³¿ íàïðóæåíü äëÿ ãîñòðèõ ³ çàêðóãëåíèõ êóòîâèõ âèð³ç³â // Ô³ç.-õ³ì. ìåõàí³-
êà ìàòåð³àë³â. – 2006. – 42, ¹ 6. – Ñ. 17–26. 

 16. Ñàâðóê Ì. Ï., Îñèâ Ï. Í., Ïðîêîï÷óê È. Â. ×èñëåííûé àíàëèç â ïëîñêèõ çàäà-
÷àõ òåîðèè òðåùèí. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1989. – 248 ñ. 

 17. Óñòèíîâ Þ. À. Êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â ïîëóïëîñêîñòè è ïëîñêîñòè ñ êðó-
ãîâûìè îòâåðñòèÿìè ïðè ðàñòÿæåíèè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ìåõàíèêà. – 1965. – 
¹ 1. – Ñ. 145–148. 

 18. Óñòèíîâ Þ. À. Ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ äëÿ äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé ñî ñáëè-
æåííûìè êðóãîâûìè ãðàíèöàìè // Êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé. – Êèåâ: Íàóê. 
äóìêà, 1965. – 1. – Ñ. 270–275. 

 19. Óôëÿíä ß. Ñ. Áèïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â òåîðèè óïðóãîñòè. – Ìîñêâà: Ãîñòåõèç-
äàò, 1950. – 232 ñ. 

 20. ×åðåïàíîâ Ã. Ï. Ìåõàíèêà õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1974. – 640 ñ. 
 21. Duan Z. P., Kienzler R., Herrmann G. An integral equation method and its applica-

tion to defect mechanics // J. Mech. Phys. Solids. – 1986. – 34, No. 6. – P. 539–561. 
 22. Haddon R. A. Stresses in an infinite plate with two unequal circular holes // Qu-

art. J. Mech. Appl. Math. – 1967. – 20. – P. 277–291. 
 23. Johnston P. R. Application of sigmoidal transformations to weakly singular and ne-

ar-singular boundary element integrals // Int. J. Numer. Meth. Eng. – 1999. – 45. 
– P. 1333–1348.  

 24. Ling C.-B. On the stresses in a plate containing two circular holes // J. Appl. Phys. 
– 1948. – 19, No. 1. – P. 77–82. 

 25. Ling C.-B. The stresses in a plate containing an overlapped circular hole // J. 
Appl. Phys. – 1948. – 19, No. 4. – P. 405–411. 

 
К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ 
В РАСТЯНУТОЙ ПЛАСТИНЕ С ДВУМЯ ОТВЕРСТИЯМИ 
 
Èçëîæåí êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îòâåðñòèé â 
ðàñòÿíóòîé ïëàñòèíå. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî èçó÷åíèþ êîíöåíòðàöèè íàïðÿ-
æåíèé íà êîíòóðàõ áëèçêî ðàçìåùåííûõ îòâåðñòèé. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî-
ëó÷åíû íà îñíîâå ìåòîäà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ îäèíà-
êîâûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îòâåðñòèé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, îïðåäå-
ëåíû êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ âûðåçîâ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ äàííûõ ñ èçâåñòíûìè àíà-
ëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè äëÿ äâóõ êðóãîâûõ îòâåðñòèé è êîëëèíåàðíûõ òðåùèí. 
 
TO QUESTION OF DETERMINATION OF STRESS CONCENTRATION 
IN THE STRETCHED PLATE WITH TWO HOLES 
 
A short review of investigations of elastic interaction of two holes in the stretched plate 
is presented. Special attention is paid to study of stress concentration on the contours of 
closely located holes. Numerical results are obtained by the method of singular integral 
equations for two identical elliptic holes. By passing to the limit, the stress intensity 
factors are found at the vertices of half-infinite parabolic notches. Comparison of nu-
merical data is made with the known analytical solutions for two circular holes and 
collinear cracks. 
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