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ÓÄÊ 539.3 
 
А. Ф. Улітко1, В. І. Острик2 
 
НЕСУПЕРЕЧЛИВИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ПРО ОДНОСТОРОННІЙ 
РОЗТЯГ ПРУЖНОЇ ПЛОЩИНИ З АСТРОЇДАЛЬНИМ ОТВОРОМ 
 

Ðîçãëÿíóòî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïðóæíî¿ ïëîùèíè ç îòâîðîì ó 
ôîðì³ àñòðî¿äè çà óìîâè îäíîñòîðîííüîãî ðîçòÿãó. Âðàõîâàíî êîíòàêò áå-
ðåã³â îòâîðó ïîáëèçó äâîõ ïðîòèëåæíèõ âåðøèí àñòðî¿äè, çàâäÿêè ÷îìó çíÿ-
òî ñóïåðå÷í³ñòü ó êëàñè÷íîìó ðîçâ’ÿçêó ùîäî âçàºìíîãî ïåðåêðèòòÿ áåðåã³â 
îòâîðó. Çíàéäåíî äîâæèíó îáëàñòåé êîíòàêòíîãî òèñêó òà ðîçïîä³ë êîí-
òàêòíèõ íàïðóæåíü. Äëÿ äâîõ â³ëüíèõ â³ä êîíòàêòó âåðøèí îòâîðó âèçíà-
÷åíî êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. 

 
 Ïðè âèâ÷åíí³ ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü ó ïðóæíèõ ò³ëàõ çíà÷íèé ³íòåðåñ 
âèêëèêàº äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â îêîëàõ îñîáëèâèõ 
òî÷îê êîíòóðó îòâîðó, â ÿêèõ ïîðóøóºòüñÿ ãëàäê³ñòü êîíòóðó. Äî òàêèõ òî-
÷îê â³äíîñÿòü êóòîâ³ òî÷êè, â ÿêèõ êóò íàõèëó äîòè÷íî¿ äî êîíòóðó îòâîðó 
çì³íþºòüñÿ ñòðèáêîì, òàê ùî â îêîë³ òàêî¿ òî÷êè óòâîðþºòüñÿ êëèíîïîä³á-
íèé âèð³ç, ³ òî÷êè çâîðîòó, â ÿêèõ ñòðèáîê êóòà äîòè÷íî¿ äîð³âíþº π , à 
êîíòóð îòâîðó â îêîë³ êîæíî¿ òàêî¿ òî÷êè ïåðåõîäèòü ó áåðåãè ðîçð³çó. Íà-
ïðóæåííÿ â îäíîð³äíîìó ïðóæíîìó ò³ë³ â îêîëàõ îñîáëèâèõ òî÷îê ïðè â³ä-
ïîâ³äíîìó íàâàíòàæåíí³ ñòàþòü íåîáìåæåíèìè ç³ ñòåïåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ, 
ïîêàçíèê ÿêî¿ ìåíøèé í³æ 1 2/ , ó âèïàäêó êóòîâî¿ òî÷êè ç êóòîì âèð³çó, 
ìåíøèì í³æ π , ³ êîðåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ ó âèïàäêó òî÷êè çâîðîòó, òàê ñàìî, 
ÿê ³ ïîáëèçó âåðøèí òð³ùèíè. 

 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ïðóæíó ïëîùèíó ç îòâîðîì ó ôîðì³ 
àñòðî¿äè 

 3 3cos ,      sin ,       0,      0 2x a y a a= ϑ = ϑ > ≤ ϑ < π , (1) 

ÿêà ìàº ÷îòèðè òî÷êè çâîðîòó ( , 0)a± , (0, )a± , ùî ñï³âïàäàþòü ç ¿¿ âåðøè-

íàìè (ðèñ. 1). Êîíòóð L  àñòðî¿äàëüíîãî îò-
âîðó â³ëüíèé â³ä çîâí³øí³õ çóñèëü, à íà íå-
ñê³í÷åííîñò³ ïðèêëàäåí³ ðîçòÿãóâàëüí³ íà-

ïðóæåííÿ y
∞σ  ( 0,  0x xy

∞ ∞σ = τ = ). 

Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ ó ïîòåíö³àëàõ Êî-
ëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ øëÿõîì êîíôîðì-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ çîâí³øíîñò³ àñòðî¿äè íà 
ï³âïëîùèíó îòðèìàíî â [1]. Ó ðîáîò³ [4] íà-
âåäåíî äåòàëüíèé àíàë³ç òàêîãî ðîçâ’ÿçêó, 
çã³äíî ç ÿêèì â óìîâàõ ðîçòÿãó ïðóæíî¿ 
ïëîùèíè äîòè÷í³ äî êîíòóðó L  ó òî÷êàõ 
( , 0)a± , òàê ñàìî, ÿê ³ ó âèïàäêó òð³ùèíè, 

ïîâåðòàþòüñÿ íà êóò 2π/ , òàê ùî äåôîðìî-

âàíèé êîíòóð îòâîðó â òî÷êàõ ( , 0)a±  «ðîç-

êðèâàºòüñÿ» ³ ñòàº ãëàäêèì ç äîòè÷íîþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî îñ³ Ox . Äî-
òè÷í³ äî êîíòóðó îòâîðó ó äâîõ ³íøèõ òî÷êàõ çâîðîòó (0, )a±  òåæ ïîâåð-

òàþòüñÿ íà êóò 2π/ , àëå òàêèì ÷èíîì, ùî áåðåãè êîíòóðó ïîáëèçó öèõ òî-
÷îê âçàºìíî ïåðåêðèâàþòüñÿ. Íà ðèñ. 1 äåôîðìîâàíèé êîíòóð îòâîðó ïîêà-
çàíî ïóíêòèðíîþ ë³í³ºþ. Äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³ ó ìîíîãðàô³ÿõ [7, 9] íà-
âåäåíî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü íîðìàëüíîãî â³äðè-
âó, ÿê³ âèÿâèëèñÿ äîäàòíèìè ó âåðøèíàõ ( , 0)a±  ³ â³ä’ºìíèìè – ó âåðøèíàõ 

(0, )a± , ùî âêàçóº íà íåîáìåæåíèé ñòèñê â îêîë³ òî÷îê (0, )a± . 
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Îòæå, çà â³äñóòíîñò³ íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà êîíòóð³ 
àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó ïðèõîäèìî äî ô³çè÷íî íåêîðåêòíîãî ðîçâ’ÿçêó. Ó ðî-
áîò³ [4], çîêðåìà, çàçíà÷àºòüñÿ, ùî «âèÿâëåíå ÿâèùå íàêëàäàííÿ áåðåã³â, 
âçàãàë³ êàæó÷è, íåïðèïóñòèìå ³ âêàçóº íà íåîáõ³äí³ñòü äîäàòêîâîãî àíàë³çó 
ïðè ïîñòàíîâö³ òàêîãî ðîäó çàäà÷». 

Àíàëîã³÷íà ñèòóàö³ÿ ó ë³í³éí³é òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè 
äîñë³äæåíí³ ð³âíîâàãè ïðóæíèõ êóñêîâî-îäíîð³äíèõ ò³ë ç òð³ùèíàìè íà ìå-
æ³ ðîçä³ëó ð³çíîð³äíèõ ìàòåð³àë³â. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ çà óìîâè, ùî íà áåðåãàõ 
ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè íàïðóæåííÿ â³äñóòí³, òåæ º ô³çè÷íî íåïðèéíÿòíèì, îñ-
ê³ëüêè ïîáëèçó âåðøèí òð³ùèíè ïåðåì³ùåííÿ òà íàïðóæåííÿ âèÿâëÿþòüñÿ 
îñöèëþþ÷èìè, ùî ïðèâîäèòü äî âçàºìíîãî 
ïåðåêðèòòÿ ¿¿ áåðåã³â [10]. Ô³çè÷íî êîðåêòíà 
ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ïðî ì³æôàçíó òð³ùèíó 
íàëåæèòü Ì. Êîìí³íîó ³ ïîëÿãàº ó ââåäåíí³ 
îáëàñòåé êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèíè ïîáëèçó 
âåðøèí [2]. 

Òàê ñàìî, ÿê ³ ó çàäà÷àõ ïðî ì³æôàçí³ 
òð³ùèíè, áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðè îäíîñòî-
ðîííüîìó ðîçòÿç³ ïðóæíî¿ ïëîùèíè ç 
àñòðî¿äàëüíèì îòâîðîì ïîáëèçó äâîõ ïðî-
òèëåæíèõ âåðøèí àñòðî¿äè (0, )a  ³ (0, )a−  

âèíèêàþòü îáëàñò³ a d y a− ≤ ≤  ³ a y− ≤ ≤  

a d≤ − +  êîíòàêòíîãî òèñêó áåðåã³â îòâîðó, 

ðîçì³ð d  ÿêèõ çàçäàëåã³äü íåâ³äîìèé ³ ìàº 
áóòè âèçíà÷åíèé çà ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (ðèñ. 2). 
 Çì³øàí³ êðàéîâ³ óìîâè íà êîíòóð³ L  îòâîðó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 
( t x iy L= + ∈ ) 

 0,        0 ,        0,      0n nsy a d y aσ = < < − τ = < < , (2) 

 ,      xu x a d y a= − − ≤ ≤ , (3) 

äå (cos , sin )= α αn  − îäèíè÷íèé âåêòîð çîâí³øíüî¿ íîðìàë³; s  − äóãîâà êî-

îðäèíàòà êîíòóðó L  ( 0s =  â³äïîâ³äàº âåðøèí³ ( , 0a )). 

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ïëîùèíè ç àñòðî¿äàëüíèì 
îòâîðîì. Çä³éñíèìî êîíôîðìíå â³äîáðàæåííÿ îáëàñò³ D , ÿêà ëåæèòü ïîçà 
àñòðî¿äîþ, íà çîâí³øí³ñòü îäèíè÷íîãî êðóãà 1ζ > : 

 
3

13( ) ,       ,       
4 3

iaz z x iy e ϑ = ω ζ = ζ + = + ζ = ρ 
 ζ

. (4) 

 Íàïðóæåííÿ, ïåðåì³ùåííÿ òà ïîõ³äí³ â³ä ôóíêö³¿ Åð³ ( , )U x y , xσ =  
2

2
U

y
∂=
∂

, 
2

xy
U

x y
∂τ = −

∂ ∂
, 

2

2y
U

x
∂σ =
∂

, ïîäàìî ÷åðåç êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè Êî-

ëîñîâà − Ìóñõåë³øâ³ë³ [5]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

iϑ ρϑ
ζ  ′ ′σ − τ = Φ ζ + Φ ζ + ω ζ Φ ζ + ω ζ Ψ ζ′  ζω ζ

, 

 
( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ),           3 4
( )

x yG u iu
ω ζ ′+ = ϕ ζ − ϕ ζ − ψ ζ = − ν

′ω ζ
æ æ , 

 
( )

( ) ( ) ( )
( )

U Ui
x y

ω ζ∂ ∂ ′+ = ϕ ζ + ϕ ζ + ψ ζ
∂ ∂ ′ω ζ

,  (5) 
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äå G  − ìîäóëü çñóâó; ν  − êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. Ïîòåíö³àëè 
( )

( )
( )

′ϕ ζ
Φ ζ = ′ω ζ

, 

( )
( )

( )

′ψ ζ
Ψ ζ = ′ω ζ

 – ôóíêö³¿, àíàë³òè÷í³ â îáëàñò³ 1ζ > , ïðè÷îìó íà íåñê³í÷åí-

íîñò³ ìàþòü ì³ñöå ðîçâèíåííÿ 

 1 2 1
0 02

3 3( ) ,      ( )
16 8y y

a a aa aa a∞ ∞ ′
′ϕ ζ = σ ζ + + + + ψ ζ = σ ζ + + +

ζ ζζ
  . (6) 

 Ââåäåìî íåâ³äîìó ôóíêö³þ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ( )σ ϑ , 2π − ε ≤ ϑ ≤/  

2≤ π/  ³ ïîäàìî íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ íà êîíòóð³ îòâîðó ó âèãëÿä³ 

 

( ), 2 2,
( ), 2 2 ,
( ), 2 2 ,
( ), 2 2,

0, 0 2 ,  2 .

n

σ ϑ π − ε ≤ ϑ ≤ π
 σ π − ϑ π < ϑ ≤ π + ε
 σ − ϑ − π ≤ ϑ ≤ − π + εσ = 
 σ ϑ + π − π − ε ≤ ϑ < − π
 ≤ ϑ < π − ε π + ε < ϑ ≤ π

/ /
/ /

/ /
/ /

/ /

 (7) 

Òóò çíà÷åííÿ 2ϑ = π ε/  â³äïîâ³äàþòü ãðàíè÷íèì òî÷êàì îáëàñò³ êîíòàêòó 

( y a d= − ) á³ëÿ âåðøèíè àñòðî¿äè (0, )a , òîáòî ( 2 )Im ( )ie a dπ εω = −/ , 1ρ = . 

Çàïèøåìî òàêîæ äåêàðòîâ³ êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåíü íà êîíòóð³ L  
( 0nsτ = ): 

 cos ,          sinn n n nX Y= σ α = σ α . (8) 

 ²íòåãðóâàííÿ íàïðóæåíü íà êîíòóð³ L  çà äóãîâîþ êîîðäèíàòîþ ç âèêî-
ðèñòàííÿì îñòàííüî¿ ôîðìóëè ç (5) ïðèâîäèòü äî êðàéîâî¿ óìîâè äëÿ 
âèçíà÷åííÿ àíàë³òè÷íèõ â îáëàñò³ D  ôóíêö³é ( )ϕ ζ  ³ ( )ψ ζ : 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,            
( )

f C
ω τ ′ϕ τ + ϕ τ + ψ τ = τ + τ ∈ γ

′ω τ
, (9) 

 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,        ( )
t

n n
a

f f if i X iY ds t Lτ = τ + τ = + = ω τ ∈∫ , 

äå γ  − êîëî 1ζ = ; C  − äîâ³ëüíà ñòàëà.  

 Ùîá âèçíà÷èòè ôóíêö³þ ( )ϕ ζ , ïîìíîæèìî êðàéîâó óìîâó (9) íà 

1 1
2 iπ τ − ζ

, äå 1ζ > , ³ ç³íòåãðóâàâøè îòðèìàíó ð³âí³ñòü óçäîâæ γ  çà τ , 

îäåðæèìî 

 
( )1 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,       1

2 ( )

df C
i

γ

ω τ τ ′ϕ τ + ϕ τ + ψ τ − τ − = ζ > π τ − ζ ′ ω τ∫ . (10) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà Êîø³, òåîðåìó Êîø³ ïðî ëèøêè, 

ðîçâèíåííÿ (6) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 1τ =
τ

, ìàºìî 

 0
( )1 3 ( )

2 16 y
d a a

i
∞

γ

ϕ τ τ = σ ζ + − ϕ ζ
π τ − ζ∫ , 

 
( )1 ( )

2 ( )

d
i

γ

ω τ τ′ϕ τ =
π τ − ζ′ω τ∫  

 

4

3 4

1
( )1 1 1 3 1

2 2 (1 )1
d d

i i
γ γ

τ +ω τ τ τ   ′ ′= ϕ = ϕ   π τ τ − ζ π τ τ − ζ     τ − τ′ω  τ 

∫ ∫ , 
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( )1 1 1 3 1

2 2 8 y

d d a
i i

∞

γ γ

ψ τ τ τ = ψ = − σ π τ − ζ π τ τ − ζ ζ ∫ ∫ , 

 1 0,        1
2

d
i

γ

τ = ζ >
π τ − ζ∫ . (11) 

Ó äðóãîìó ³íòåãðàë³ ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ìàº ïðîñò³ ïîëþñè 1τ = ± , 

iτ = ±  íà êîíòóð³ γ . Òîìó ïîäàëüøå îá÷èñëåííÿ öüîãî ³íòåãðàëà ïðèâîäèòü 

äî íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ( 1)′ϕ ± , ( )i′ϕ ± . 
  Îáåðåìî á³ëüø ïðîñòèé øëÿõ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó. Àñòðî¿äó ðîçãëÿíå-
ìî ÿê ãðàíè÷íèé âèïàäîê (ïðè 1k → ) ã³ïîòðîõî¿äè ç â³äïîâ³äíîþ ôóíêö³ºþ 
êîíôîðìíîãî â³äîáðàæåííÿ 

 13
3( ) ,        0 1,        ( ) ( )
4 3k

kaz k = ω ζ = ζ + < < ω ζ ≡ ω ζ 
 ζ

. 

Òîä³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó ó ïëîùèí³ îòðèìàºìî 
ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì (ïðè 1k → ) ³ç ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ äëÿ ã³ïîòðîõî¿äàëüíî-
ãî îòâîðó. 
 Äëÿ äðóãîãî ³íòåãðàëà ç (11) ìàºìî 

 

4

3 4

( )1 1 3 1( )
2 2 (1 )( )

k

k

k
d d

i i kγ γ

τ +ω τ τ τ ′ ′ϕ τ = ϕ = π τ − ζ π τ τ − ζ′  τ − τω τ∫ ∫  

 1
3

3 1 ,          1
3 16 y

ak a ∞ = − σ ζ > ζ ζ
. (12) 

 ²ç ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ (10) ç âèêîðèñòàííÿì çíà÷åíü ³íòåãðàë³â ³ç 
(11) ³ (12) ïðè 1k →  çíàõîäèìî 

 1
0 3

( )3 3 1 1 1( )
16 3 8 16 2y y y

a f da a aa
i

∞ ∞ ∞

γ

τ τ ϕ ζ = σ ζ + + − σ − σ −  ζ π τ − ζ  ζ ∫ . (13) 

Ñòàëà 0a  çàëèøàºòüñÿ íåâèçíà÷åíîþ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ 1a  ç óðàõóâàííÿì (6) 

ìàºìî ð³âí³ñòü 

 1
1

3 1 ( )
3 8 2y

a aa f d
i

∞

γ

= − σ + τ τ
π ∫ , 

ç ÿêî¿ çíàõîäèìî 

 1 1
9 3 ( ) ,              Im 0
16 4y
aa f d a

i
∞

γ

= − σ + τ τ =
π ∫ .  (14) 

Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî òîòîæí³ ð³âíîñò³ 

 1 1 2 2 2( ) ( ),          ( ) ( ) ( )f f f f fτ ≡ τ τ ≡ − τ ≡ − −τ .  (15) 

Íà ï³äñòàâ³ âëàñòèâîñòåé (15) ³íòåãðàë ³ç (14) ïðèéìàº óÿâí³ çíà÷åííÿ, òîìó 
ñòàëà 1a  º ä³éñíîþ. 
 Ùîá âèçíà÷èòè ôóíêö³þ ( )ψ ζ , ïîìíîæèìî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíó êðà-

éîâó óìîâó (9) íà 1 1
2 iπ τ − ζ

 ïðè 1ζ >  ³ ç³íòåãðóºìî ¿¿ çà τ  óçäîâæ êîëà γ : 

 
( )1 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,        1

2 ( )
df C

i
γ

ω τ τ ′ϕ τ + ϕ τ + ψ τ − τ − = ζ > ′π τ − ζω τ ∫ .  (16) 

Àíàëîã³÷íî äî (11), (12) çíàõîäèìî 
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( )1 1 1 3 1

2 2 16 y

d d a
i i

∞

γ γ

ϕ τ τ τ = ϕ = − σ π τ − ζ π τ τ − ζ ζ ∫ ∫ , 

 

3 4

4

1 1( ) ( ) ( ) ( )31 1 1
2 2 2( ) ( )

k
k

k

k
d d d

i i i kγ γ γ

   ω τ + τ   ′ ′ ′ω τ ϕ τ τ ϕ τ τ ϕ τ ττ   = = =′ ′π τ − ζ π τ − ζ π τ − ζω τ ω τ τ −∫ ∫ ∫  

 

3 4

3
1 2 4

1
33 2 ( )

3 16 y

k
k a a a

k
∞

 ζ + ζ 
   ′= σ ζ − ζ − − ϕ ζ 

  ζ −
, 

 0
( )1 3 ( ),          1

2 8 y
d a a

i
∞

γ

ψ τ τ ′= σ ζ + − ψ ζ ζ >
π τ − ζ∫ .  (17) 

Ïðè îá÷èñëåíí³ äðóãîãî ³íòåãðàëà âèêîðèñòàíî àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó 

 

3 4

3
1 24

1
3 3 1( ) 2 ,       

3 16 y

k
k a a a O

k
∞

 ζ + ζ 
     ′ϕ ζ = σ ζ − ζ − + ζ → ∞   ζ   ζ −

,  

ÿêà âèïëèâàº ç ïåðøîãî ðîçâèíåííÿ (6). 
 Çà äîïîìîãîþ çíàéäåíèõ ó (17) çíà÷åíü ³íòåãðàë³â ïðè 1k →  ³ç ôóíê-
ö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ (16) îòðèìóºìî 

 3
0 1 2

3 3 1 1 3( ) 2
8 16 3 16y y y
a a aa a a∞ ∞ ∞ ′ψ ζ = σ ζ + + σ + σ ζ − ζ − − ζ  

 

 

3 4

4

11
( )3 1( )

21

f d
i

γ

 ζ + ζ  τ τ  ′− ϕ ζ −
π τ − ζζ − ∫ . (18) 

Ñòàëà 0a′  ïðèéìàº äîâ³ëüí³ êîìïëåêñí³ çíà÷åííÿ, à äëÿ ñòàëî¿ 2a  îòðèìóº-

ìî ä³éñíå çíà÷åííÿ 

 2
1 ( )

2
a f d

i
γ

= − τ τ τ
π ∫ . (19) 

Ôîðìóëè (5), (13), (18) âèçíà÷àþòü ðîçâ’ÿçîê ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
äëÿ ïðóæíî¿ ïëîùèíè ç àñòðî¿äàëüíèì (ã³ïîòðîõî¿äàëüíèì) îòâîðîì. Ó âè-
ïàäêó â³äñóòíîñò³ íàïðóæåíü íà êîíòóð³ îòâîðó ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê 
ñï³âïàäàº ç â³äîìèì äëÿ àñòðî¿äàëüíîãî [1] ³ ã³ïîòðîõî¿äàëüíîãî [3] îòâîð³â. 

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³. Âèçíà÷èìî òåïåð ôóíêö³þ ( )f τ , ïî-

â’ÿçàíó ç ôóíêö³ºþ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ( )σ ϑ  ð³âíÿííÿìè (7)−(9). Ç êðà-
éîâî¿ óìîâè (3) çà äîïîìîãîþ äðóãîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (5) ³ ç óðàõóâàííÿì (4) 
³ (9) îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ 

 Re 4(1 ) ( ) ( ) 2 ( ) 0,       f G C ε− ν ϕ τ − τ + ω τ − = τ ∈ γ[ ] ,  (20) 

äå + −
ε ε εγ = γ γ , à +

εγ  ³ −
εγ  − äóãè êîëà 1ζ = , äëÿ ÿêèõ 2 2π − ε ≤ ϑ ≤ π + ε/ /  

³ 2 2− π − ε ≤ ϑ ≤ − π + ε/ / , â³äïîâ³äíî. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç (13) äëÿ ( )ϕ ζ , 
ð³âíÿííÿ (20) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1
0

( )1 3 3 1Re
2 4 4(1 ) 3 2

af d a C ap a p
i

εγ

 λ λ  − τ − + − − +  π λ − τ − ν τ 
∫  

 
3

( ) 0,           
2(1 )4

ap G
ε


+ + ω τ = τ ∈ γ− ντ 

, (21) 

òóò 1
4 yp ∞= σ . 
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 Ç îãëÿäó íà ìàë³ñòü îáëàñòåé êîíòàêòó ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿí-
íÿ (21) äîïóñêàº àñèìïòîòè÷íå ñïðîùåííÿ ïðè 0ε → . Íåõòóþ÷è âçàºìî-
âïëèâîì îáëàñòåé êîíòàêòó, ³íòåãðàë óçäîâæ εγ  ó (21) çàì³íèìî â³äïîâ³äíèì 

³íòåãðàëîì óçäîâæ äóãè +
εγ , ÿêà ïåðåõîäèòü ó ïðÿìîë³í³éíèé â³äð³çîê äîâ-

æèíè 2ε . Ïðè öüîìó , +
ετ λ ∈ γ  òàê, ùî 

 ,      ,       ,i iτ = ξ + λ = η + − ε ≤ ξ η ≤ ε . 

Âåêòîð íîðìàë³ n  äî êîíòóðó L  â îáëàñò³ êîíòàêòó a d y a− ≤ ≤  ñòàº êîë³-

íåàðíèì äî îñ³ Ox . Òîä³ ç (8) ³ (9) ìàºìî 

 2 1sgn ,    0,     ( ) ( ) ,    ( ) 0
t

n n n n
a

X Y f if i X ds f= − ξ ⋅ σ = τ = τ = τ ≡∫ .  (22) 

Òàêèì ÷èíîì, ïðè 0ε →  ³ç (21) äëÿ íîâî¿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ 

 2
1( ) ( ),         

2
g f i

G
ξ = ξ + − ε ≤ ξ ≤ ε ,  (23) 

îòðèìóºìî ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ ç ÿäðîì Êîø³: 

 
( )

( ),          
g d

h
ε

−ε

η η
= π ξ − ε < ξ < ε

η − ξ∫ , (24) 

 30( ) ( 3 ) 2
4(1 ) 2(1 )

aC ah g aq aq
G G ∗

 ξ = − + + ξ − − ξ − ν − ν 
, 

äå 

 1 1( ) ,             
2 8 y
p

g g d q
G G

ε
∞

∗
−ε

= ξ ξ = = σ
π ∫ . (25) 

 Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (24), îáìåæåíèé íà ê³íöÿõ â³äð³çêà −ε ≤ ξ ≤ ε , ìàº 
âèãëÿä [6] 

 2 2

2 2

( )1( )
( )

h d
g

ε

−ε

η η
ξ = − ε − ξ

π ε − η η − ξ
∫  (26) 

çà äîäàòêîâî¿ óìîâè 

 
2 2

( )
0

h dε

−ε

η η
=

ε − η
∫ , 

ÿêà âèêîíóºòüñÿ, ÿêùî 04(1 ) 0C a− − ν = . Îá÷èñëþþ÷è ³íòåãðàë ³ç (26), çíà-

õîäèìî 

 2 2 2 23 1( ) ( 2 )
2 4(1 )

g g aq a q∗
  ξ = − ε − ξ + − − ε + ξ  − ν  

. (27) 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëî¿ g∗  çã³äíî ç (25) ç³íòåãðóºìî (27) çà ξ  ó ìåæàõ â³ä 
− ε  äî ε , âíàñë³äîê ÷îãî ìàºìî 

 
2

2
2

3 1
4(1 )2(2 )

ag q q∗
  ε= − ε −  − ν + ε  

. (28) 

 Ç óìîâè îáìåæåíîñò³ (ïåðåòâîðåííÿ ó íóëü) êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ó 
ê³íöåâèõ òî÷êàõ îáëàñò³ êîíòàêòó 

 ( ) 0g′ ε = , 

îòðèìóºìî 
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 213
4(1 ) 2

q
g a q∗

  = − ε −  − ν  
, (29) 

 2 2 31( ) 2 ( )
4(1 )

g a q ξ = − − ε − ξ − ν 
. (30) 

 Äîâæèíà îáëàñòåé êîíòàêòó. ²ç ð³âíîñòåé (28), (29) çíàõîäèìî ïàðà-

ìåòð äîâæèíè 2 31 (1 )d a= − − ε( )  îáëàñòåé êîíòàêòó: 

 2 2(1 )
2 1 1

1 4(1 )
q

q
− ν ε = + − − − ν 

. 

 Îö³íèìî âåëè÷èíó q  ³ç (25). ßê çàçíà÷åíî ó [8], â³äíîñíå âèäîâæåííÿ 

y
y E

σ
ε =  (äå 2 (1 )E G= + ν  − ìîäóëü ïðóæíîñò³ ïðè ðîçòÿç³) º äóæå ìàëîþ 

âåëè÷èíîþ (íàïðèêëàä, äëÿ êîíñòðóêö³éíèõ ñòàëåé âîíî çàçâè÷àé ìåíøå 
â³ä 0.001 ). Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî 

 31 1 10
4 4

y
q

E

∞
−σ+ ν + ν= ≤ ⋅ . (31) 

Íàïðèêëàä, ÿêùî 0.3ν = , òî 33.25 10q −≤ ⋅ , 2 44.2 10−ε ≤ ⋅ , 0.020ε ≤ , d ≤  
46.3 10 a−≤ ⋅ . Òàêèì ÷èíîì, çàâäÿêè îö³íö³ (31) ïîõèáêà ïðè àñèìïòîòè÷íîìó 

ñïðîùåíí³ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (21) º äóæå ìàëîþ âåëè÷èíîþ (ïîðÿäêó 
2ε ), à òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó (30) º äîñòàòíüî âèñîêîþ. 

 Îñòàòî÷íî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ε  âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì 

 2(1 )qε = − ν , 

à äîâæèíà êîæíî¿ ³ç îáëàñòåé êîíòàêòó º òàêîþ: 

 23 13(1 ) ,          
2 8 yd a qa q

G
∞= ε = − ν = σ . 

 Ïîð³âíÿºìî äîâæèíó d  îáëàñòåé êîíòàêòó ç äîâæèíîþ çîí ïåðåêðèòòÿ 
áåðåã³â àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó çà óìîâè íåõòóâàííÿ êîíòàêòîì. ²ç (13), (14) 
ïðè ( ) 0f τ ≡  ìàºìî 

 0 3
3 3 1( ) ,        2
4 3
aa p p Gq ϕ ζ = + ζ − − = ζ ζ

. 

Àáñöèñó 3cosx a∗ ∗= ϑ  òî÷êè ( , )x y∗ ∗  ïåðåòèíó áåðåã³â àñòðî¿äè ïîáëèçó 

âåðøèíè (0, )a  âèçíà÷àºìî ç óìîâè 

344(1 )Re ( ) 3 (1 )
3x L

u a q x∗ ∗ ∗
 = − ν ϕ τ = − − ν ξ + ξ = − 
 

, 

0cos ,         0a∗ ∗ξ = ϑ = , 

çâ³äêè 

 23 9cos 3(1 ) ,    (1 ) cos (1 )
2 2

q d a y a qa∗ ∗ ∗ ∗ϑ = − ν = − = ϑ = − ν . 

Òîáòî çîíà ïåðåêðèòòÿ áåðåã³â àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó (çà ôîðìàëüíèì ðîç-
â’ÿçêîì áåç óðàõóâàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â) ó ï³âòîðà ðàçè á³ëüøà â³ä ³ñòèí-
íî¿ îáëàñò³ êîíòàêòó. 

 Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ. Âèçíà÷èìî ðîçïîä³ë íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü 
â îáëàñò³ êîíòàêòó á³ëÿ âåðøèíè (0, )a  àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó. ²ç (22), (23) 
ìàºìî 

 1 ( ) sgn ( ) sin
2 n g
G

′ ′σ ω τ = − ξ ⋅ ξ ϑ . (32) 
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Âðàõîâóþ÷è, ùî 

 4 ( 2 )
4

3 1 3( ) 1 1 3
4 4 2

ia a e aiπ −ϑ π   ′ω τ = − = − = − − ϑ   
   τ

/( ) ,  

 2( ) 3 ,    sin 1,     cos sgn 13
y

a x
a

 ′ω τ = ξ ϑ = ξ = ϑ = ⋅ − 
 

, 

  2 2 ,          0π − ε ≤ ϑ ≤ π + ε ε →/ / , 

³ç (32) ³ (30) îòðèìóºìî ÿâíèé âèðàç äëÿ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü: 

 2 232 1 ,       131 2n
yG a y a
a

   σ = − ε − − − ε ≤ ≤   − ν    
. 

Ó âåðøèí³ (0, )a  àñòðî¿äè êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ïðèéìàþòü íàéá³ëüøå çà 
àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ çíà÷åííÿ 

 1
2 1n yy a

G∞
=σ = − σ

− ν
. 

Öå äîñòàòíüî âåëèêå (çà ìîäóëåì) çíà÷åííÿ ïîð³âíÿíî ³ç çàäàíèì íà-

ïðóæåííÿì y
∞σ . Òàê, ïðè 0.3ν =  ³ 31 10y E

∞ −σ ⋅ = , ìàºìî 8n y a
y
∞= σ

σ ⋅ ≈1 . Ç³ 

çìåíøåííÿì y
∞σ  çàçíà÷åíå â³äíîøåííÿ íàïðóæåíü çá³ëüøóºòüñÿ ïðîïîðö³é-

íî äî y

G

∞σ
. 

 Êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. Â îêîëàõ â³ëüíèõ â³ä êîíòàêòó 
âåðøèí ( , 0)a±  àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó âèçíà÷èìî ñèíãóëÿðíå ïîëå íàïðó-

æåíü. Íåõòóþ÷è âïëèâîì îáëàñòåé êîíòàêòíîãî òèñêó ( ( ) 0f τ ≡ ) ïðè âåðøè-

íàõ (0, )a± , ç ïåðøîãî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (5) ç óðàõóâàííÿì (13), (14), (18) 
çíàõîäèìî 

 
2

2
4 2 20

5 31 2 5 1
3 21 3( 1)y yy

∞
=

 ξ + σ = σ ξ + − +   ξ − ξ + 
. (33) 

Íà ï³äñòàâ³ àñèìïòîòè÷íî¿ ôîðìóëè 

 21 1 ,             0
3

x x a
a

 ξ − − → + 
 

 ,  

³ç (33) ä³ñòàºìî ïîâåä³íêó ðîçðèâíèõ íàïðóæåíü â îêîë³ âåðøèíè ( , 0)a  àñò-
ðî¿äè: 

 
1/2

0

5 3 1 ,          0
8 2y yy

x x a
a

−
∞

=
 σ σ − → + 
 

 ,  (34) 

òà âèçíà÷àºìî êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 

 I 00

5lim 2 ( ) 3
8y yyx a

K x a a∞
=→ +

= π − σ = σ π , (35) 

çíà÷åííÿ ÿêîãî ñï³âïàäàº ç íàâåäåíèì ó [7, 9]. 
Îö³íèìî âïëèâ îáëàñòåé êîíòàêòíîãî òèñêó áåðåã³â îòâîðó á³ëÿ âåðøèí 

(0, )a±  íà ñèíãóëÿðíå ïîëå íàïðóæåíü ïîáëèçó âåðøèí ( , 0)a± . ßêùî 
ôóíêö³þ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü (22), (23), (30) ï³äñòàâèòè ó ôîðìóëè (13), 
(14), (18), (19), òî ç (5) çíàéäåìî ïîïðàâêó ó ðîçïîä³ë³ íàïðóæåíü (33), ÿêà 

ìàº ïîðÿäîê âåëè÷èíè 2ε  ³ ðåãóëÿðíà ó òî÷êàõ 1ξ = ± , x a= ± . Îòæå, âðà-
õóâàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó íå çì³íþº çíà÷åííÿ êîåô³-
ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (35). 
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Âèñíîâêè. Çàâäÿêè âðàõóâàííþ êîíòàêòó áåðåã³â àñòðî¿äàëüíîãî îòâîðó 
çíÿòî ñóïåðå÷í³ñòü ùîäî ïåðåêðèòòÿ áåðåã³â ó êëàñè÷íîìó ðîçâ’ÿçêó. Ïîêà-
çàíî, ùî â³ä’ºìíå çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó â³äïî-
â³äíèõ âåðøèíàõ àñòðî¿äè íå ìàº ì³ñöÿ, çàì³ñòü ÷îãî â çîíàõ êîíòàêòó ñòèñ-
êóâàëüí³ íàïðóæåííÿ îáìåæåí³, à äîäàòíå çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâ-
íîñò³ ðîçðèâíèõ íàïðóæåíü ó äâîõ ³íøèõ âåðøèíàõ àñòðî¿äè, îòðèìàíå ó 
êëàñè÷íîìó ðîçâ’ÿçêó, º ïðàâèëüíèì. 
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НЕПРОТИВОРЕЧИВОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ОДНОСТОРОННЕМ РАСТЯЖЕНИИ 
УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ С АСТРОИДАЛЬНЫМ ОТВЕРСТИЕМ 
 
Ðàññìîòðåíî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé ïëîñêîñòè ñ îò-
âåðñòèåì â ôîðìå àñòðîèäû â óñëîâèÿõ îäíîñòîðîííåãî ðàñòÿæåíèÿ. Ó÷òåí êîí-
òàêò áåðåãîâ îòâåðñòèÿ âáëèçè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí àñòðîèäû, áëàãî-
äàðÿ ÷åìó ñíÿòî ïðîòèâîðå÷èå â êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè îòíîñèòåëüíî âçàèìíîãî 
ïåðåêðûòèÿ áåðåãîâ îòâåðñòèÿ. Íàéäåíû äëèíà îáëàñòåé êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ 
è ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé. Äëÿ äâóõ ñâîáîäíûõ îò êîíòàêòà 
âåðøèí îòâåðñòèÿ îïðåäåëåí êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. 
 
CONSISTENT SOLUTION OF PROBLEM ABOUT ONE-SIDED TENSION 
OF ELASTIC PLANE WITH ASTROIDAL OPENING 
 
The stress-strain state of elastic plane with a hole in the form of astroid under one-
sided tension is studied. The hole edges contact near the opposite tips of astroid is 
considered. This permits to remove contradiction in the classical solution as to mutual 
overlapping of the hole edges. The size of the contact domains and the distribution of 
contact stresses are found. The stress intensity factor for two contact-free tips of the 
hole is determined. 
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