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НЕКОТОРЫЕ ПОДХОДЫ К ИССЛЕДОВАНИЮ 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ГИБКИХ ОБОЛОЧЕК 
 

Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè 
ãèáêèõ îáîëî÷åê, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â îáûêíî-
âåííûõ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå çàäà÷è äëÿ 
ñèñòåìû èç àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â äîêðèòè÷åñêîé è çàêðèòè-
÷åñêîé îáëàñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ è äâóìåðíûå çàäà÷è äëÿ îáîëî÷åê êàíîíè-
÷åñêîé è íåêàíîíè÷åñêîé ôîðìû. Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ íà 
îñíîâå ÷èñëåííûõ è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñ-
êðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè è äèñêðåòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå. 

 
Òîíêèå îáîëî÷êè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå êîíñòðóêòèâíûõ ýëå-

ìåíòîâ âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ñîâðåìåííîé òåõíèêè, â ÷àñòíîñòè, â ðàêåòíî-
êîñìè÷åñêîé îòðàñëè, àâèàñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè, ïðèáîðîñòðîåíèè è äð. 
[3, 5, 8]. 
 Èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêèõ ãèáêèõ 
îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âèäîâ íàãðóçîê ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñïî-
ñîáàõ çàêðåïëåíèÿ êîíòóðîâ ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ è ðåøåíèþ íåëè-
íåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è 
óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. 
 Ïðèìåíåíèå òîãî èëè èíîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ äîñòàòî÷íîé 
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõà-
íè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè çàäà-
÷è, âèäà íàãðóæåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ êîíòóðîâ. Òàêæå â çàäà÷àõ òåîðèè òîí-
êèõ îáîëî÷åê èìåþò ìåñòî ëîêàëüíûå è êðàåâûå ýôôåêòû, ÷òî ïðèâîäèò ê 
ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè êðàåâîé çàäà÷è, ñëåäñòâèåì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ íå-
óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. 
 Â ðÿäå ñâîèõ ðàáîò [12–14] àêàäåìèê ÍÀÍ Óêðàèíû ß. Ñ. Ïîäñòðèãà÷ 
óäåëÿë áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî 
ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷åê ïðè ñèëîâûõ è òåïëîâûõ íàãðóçêàõ. Â ìîíîãðàôèè [14] 
îòìå÷àåòñÿ, ÷òî «Öåëåñîîáðàçíîñòü ýòîãî, íàðÿäó ñ îáùåòåîðåòè÷åñêèì 
èíòåðåñîì, îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî îáîëî÷êè – âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûé 
ýëåìåíò ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ 
ýêñïëóàòàöèè, â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ íåðàâíîìåðíîãî íàãðåâà, îïðåäåëÿ-
þùåãî äîïîëíèòåëüíûå äåôîðìàöèè ýëåìåíòîâ è âîçíèêíîâåíèå â íèõ 
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèõ íà íåñóùóþ ñïî-
ñîáíîñòü êîíñòðóêöèé». 
 Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ íåëè-
íåéíûõ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãèáêèõ àíèçîòðîïíûõ 
è îðòîòðîïíûõ îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé ôîðìû è ñòðóêòóðû â äîêðèòè÷åñêîé è 
çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøå-
íèÿ çàäà÷. 

 1. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äåôîðìàöèþ ãèáêèõ îáîëî÷åê 
âðàùåíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîíêèå ãèáêèå îáîëî÷êè âðàùåíèÿ ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìû ìåðèäèàíà ïîä äåéñòâèåì íåîñåñèììåòðè÷íûõ íàãðóçîê. 
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà Êèðõãîôà – Ëÿâà è 
ïðèíèìàåòñÿ âàðèàíò ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê â 
êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè [2, 4, 6, 16]. Îñíîâíûå èñõîäíûå óðàâíåíèÿ çà-
ïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå. 
 Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: 

 1( ) cos 0s s s
s s

S H rrN N Q rq
s R Rθ

∂ ∂ ∂− ϕ + + + + =
∂ ∂θ ∂θ

, 
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 2 cos1 ( ) (sin ) sin 0
s

N
r S H H Q rq

r s s R
θ

θ θ
∂ ϕ∂ ∂+ + ϕ + + ϕ + =
∂θ ∂ ∂

, 

 ( ) sin 0s s
s

Q rrQ N N rq
s R

θ
θ γ

∂∂ + − − ϕ + =
∂ ∂θ

, 

 
sin

( ) cos 0s s s s
H rM M rQ r N M rS

s rθ θ θ
ϕ∂ ∂  + − ϕ − − − ϑ − ϑ = ∂θ ∂  

, 

 21 1( ) 0s s
s

M
r H rQ r N M rS

r s R
θ

θ θ θ
∂∂  + − − − ϑ − ϑ = ∂ ∂θ  

, (1) 

 
sin1 ,            s s s s s s

s
S N M N M H M M

R rθ θ θ θ θ θ
ϕ= − = − = = . 

 Âûðàæåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé: 

 2 2cos sin1 1 1,                
2 2s s

s

u w v u w
s R r r rθ θ

ϕ ϕ∂ ∂ε = + + ϑ ε = + + + ϑ
∂ ∂θ

, 

 21 1,     
2

s
s s s

s

u vr
r s r s Rθ θ θ

∂ϑ∂ ∂  ε = + + ϑ ϑ = − ϑ ∂θ ∂ ∂ 
æ , 

 2cos sin1
2s sr r r

θ
θ

∂ϑ ϕ ϕ
= + ϑ − ϑ

∂θ
æ , 

 
cos cos sin1 1 12 s

s
s

u vv
s r r R r r r s
θ

θ θ
∂ϑ ∂ϑ ϕ ϕ ϕ∂ ∂ = + + ϑ + + + ∂ ∂θ ∂θ ∂ 

æ , (2) 

ãäå 

 
sin1,            s

s

w u w v
s R r rθ

ϕ∂ ∂ϑ = − + ϑ = − +
∂ ∂θ

.  (3) 

Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè: 

 11 12 11 12s s sN C C K Kθ θ= ε + ε + +æ æ , 

 12 22 12 22s sN C C K Kθ θ θ= ε + ε + +æ æ , 

 66 662s sS C Kθ θ= ε + æ , 

 11 12 11 12s s sM K K D Dθ θ= ε + ε + +æ æ , 

 12 22 12 22s sM K K D Dθ θ θ= ε + ε + +æ æ , 

 66 662s sH K Dθ θ= ε + æ . (4) 

Êîýôôèöèåíòû ,ij ijC K  è ijD  îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì 

[4]. Â ñëó÷àå îäíîñëîéíûõ èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê èç (4) ïîëó÷àåì  

 11 22 12 11 662
,         ,         

2(1 )1
  Eh EhC C C C C= = = ν =

+ ν− ν
, 

 
3 3

11 22 12 11 662
    ,      ,     

24(1 )12(1 )
Eh EhD D D D D= = = ν =

+ ν− ν
,   (5) 

 16 26 16 26 11 12 22 16 26 66, , , , , , , , , 0C C D D K K K K K K = . 

 Â âûðàæåíèÿõ (1)–(5) ,s θ  – îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû, s  – äëèíà äó-

ãè ïî ìåðèäèàíó, θ  – öåíòðàëüíûé óãîë â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè; , ,s sN S Q  – 

óñèëèÿ; sM  – èçãèáàþùèé ìîìåíò; , ,u v w  – ïåðåìåùåíèÿ; sQ  – óãîë ïî-
âîðîòà íîðìàëè; ϕ  – óãîë, îáðàçîâàííûé íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè è îñüþ 

âðàùåíèÿ; h  – òîëùèíà; , ,sq q qθ γ  – êîìïîíåíòû íàãðóçêè; ,E ν  – ìîäóëü 

Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. 
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Ñîîòíîøåíèÿ (1)–(5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó íåëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëîâ, ñîäåðæàùèõñÿ 
â îáùåì èíòåãðàëå ýòîé ñèñòåìû, íåîáõîäèìî çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà 
êîíòóðàõ îáîëî÷êè. 

 2. Çàêðèòè÷åñêàÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ äåôîðìàöèÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ. 
Ó÷èòûâàÿ ÷òî ïðè îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè ìåõàíè÷åñêèå è ãåîìåòðè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èçìåíÿþòñÿ ëèøü âäîëü ìåðèäèàíà, èç îáùèõ óðàâ-
íåíèé (1)–(5) ìîæíî ïîëó÷èòü èñõîäíûå óðàâíåíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü 
àíèçîòðîïíûå îáîëî÷êè âðàùåíèÿ. Â ñëó÷àå äîêðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèè 
îáîëî÷åê ñèñòåìó ðàçðåøàþùèõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 ( ) ( ) ( )d A s s
ds

= + +N N N q , (6) 

ãäå 

 , , , , , , ,r z r r z sN N S M u u v= ϑN { } , 

  cos sin ,         sin ss sr s z sN N Q N N Q co= ϕ + ϕ = ϕ − ϕ , 

 cos sin ,         sin s   r zu u w u u wco= ϕ + ϕ = ϕ − ϕ .  (7)  

 Â óðàâíåíèè (6) ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñîäåðæèò ëèíåéíûå 

÷ëåíû, âòîðîå ñëàãàåìîå 1 2 8, , ,= ϕ ϕ ϕ { }  ñîäåðæèò íåëèíåéíûå ÷ëåíû, 

çàâèñÿùèå îò êîìïîíåíò âåêòîðà N , âåêòîð ( )sq  ñîäåðæèò êîìïîíåíòû íà-
ãðóçêè, ( )A s  – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. 
 Äîáàâëÿåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (6) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ îáî-
ëî÷êè (ðàññìàòðèâàåì çàìêíóòûå â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè îáîëî÷êè), â âè-
äå 
 1 0 2( ) 0,              ( ) 0Ns s= =N N ( ) ( ) ,  (8) 

ãäå ( )sN( ) , 1 ( )sN ( ) , 2 ( )sN ( ) – â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûå âåêòîð-
ôóíêöèè. 
 Òîãäà óðàâíåíèÿ (6) è (8) îáðàçóþò íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â äîêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñî-
âìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè [1, 7] è ìåòîäà äèñêðåòíîé îð-
òîãîíàëèçàöèè [3, 4], ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ñ âûñîêîé 
òî÷íîñòüþ.  
 Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè íóæíî 
ó÷åñòü, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó äëÿ íàãðóçêè âî-
çíèêàþò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, îáóñëîâëåííûå òåì, ÷òî íåêîòîðûå êîì-
ïîíåíòû èñêîìîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè íàãðóç-
êè. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííûõ òðóäíîñòåé êàê ïðèíöèïèàëüíîãî, òàê è 
âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñõåìû ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè [6]. 
 Ïðåîáðàçóåì êðàåâóþ çàäà÷ó (6), (8), äîïîëíèâ ñèñòåìó (6) óðàâíåíèåì  

 0
dq
dy

= , (9) 

ãäå q  – ïàðàìåòð íàãðóçêè â âåêòîðå ( )sq , è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå 
ñëåäóþùóþ âåêòîð-ôóíêöèþ: 

 
1 2 8 9, , , , , , , , , , ,r z s r z sN N S M u u v q z z z z= ϑ =Z { }{ }  , (10) 

ò. å. ðàññìàòðèâàåì ïàðàìåòð íàãðóçêè q  â êà÷åñòâå îäíîé èç ðàçðåøàþ-
ùèõ ôóíêöèé. 
 Òîãäà ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíîé è åå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå: 
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 ( ) ( )sd A
ds

∗ ∗= +Z Z Z . (11) 

 Òàê êàê ïîðÿäîê ñèñòåìû óæå ðàâåí äåâÿòè, òî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòà-
íîâêè äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü äîïîëíè-
òåëüíî åùå îäíî óñëîâèå íà îäíîì èç êîíöîâ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ, 
ïîñëå ÷åãî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 1 0 2( ) 0,           ( ) 0Ns s∗ ∗= =Z Z ( ) ( ) ,  (12) 

ãäå 1
∗  è 2

∗  – íåëèíåéíûå âåêòîðû ðàçìåðíîñòè m  è 9 m−  ñîîòâåòñòâåí-
íî. 
 Ïðè ôîðìóëèðîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (12) ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî 
ïåðâûå âîñåìü êîìïîíåíò iz  âåêòîðà ( )sZ  çàâèñÿò îò äåâÿòîé êîìïîíåíòû 

9z q= . Åñëè êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ iz , 1,2 ,8i =  ,  – îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè 

q  â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóçêè 0q , òî â êà÷åñòâå äîïîëíè-

òåëüíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò âûáðàòü óñëîâèå 

  9 0z q= . (13) 

Åñëè æå íåêîòîðûå êîìïîíåíòû iz , 1,2 ,8i =  , ÿâëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íûìè 

ôóíêöèÿìè 9z q= , òî îïðåäåëÿåì òó ñóùåñòâåííóþ êîìïîíåíòó ðåøåíèÿ 

èç ÷èñëà íå çàäàííûõ ïðè 0s s=  èëè Ns s= , äëÿ êîòîðîé îáðàòíàÿ ôóíê-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé. Ïóñòü, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, 5 0( ( ))q q z s=  ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ïåðåìåùåíèÿ 5 0( )ru z s= . Òîãäà â êà÷åñòâå 

äîïîëíèòåëüíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ âûáèðàåì 

 5 0 0( )z s u= . (14) 

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è (11), 
(12), ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.  
 Èñïîëüçóÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè, ñòðîèì èòåðàöèîííóþ âû÷èñëèòåëü-
íóþ ñõåìó 

 1
1 1( ) ( ) ( ) ( )k

k k k k k k

d
A s Ã Ã

ds
∗ ∗+

+ += + + −
Z

Z Z Z Z Z Z , 

 1 0 1 0 1 0 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kÃ s s s Ã s s∗
+ = − +Z Z Z Z Z( ) ( ) ( ) , 

 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )k N k N k N k N k NÃ s s s Ã s s∗
+ = − +Z Z Z Z Z( ) ( ) ( ) , 

 0 ,                0,1,2,k =Z  , (15) 

ãäå 1 0 2( ), ( ) , ( )k k k NÃ Ã s Ã sZ Z Z( ) ( )  – ìàòðèöû ßêîáè îò ∗ , 1  è 2 . 

 Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóçêè 0q q=  ïî ýòîé ñõå-

ìå ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè, è îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé íåëè-
íåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (11), (12). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ 0Z  

âûáèðàåòñÿ íóëåâîé âåêòîð. Çàòåì ïàðàìåòð íàãðóçêè q  èçìåíÿåòñÿ íà âå-

ëè÷èíó q∆  è íàõîäèòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ çíà÷åíèÿ 0q q q= + ∆  

ïî òîé æå ñõåìå. 
Ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàÿ êðàåâûå çàäà÷è (6), (7) ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå 

(15) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé 

 0 0 0 0,      ,      2 ,      ,  q q q q q q i q+ ∆ + ∆ + ∆  ,  (16) 

è èñïîëüçóÿ ïðè ðåøåíèè ïîñëåäóþùåé çàäà÷è â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðè-
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áëèæåíèÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îïðåäåëÿåì ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿ-
íèÿ îáîëî÷êè â äîêðèòè÷åñêîé îáëàñòè, ò. å. âïëîòü äî ïåðâîé ïðåäåëüíîé 
òî÷êè. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñ-
ëîâèé îäíîçíà÷íîñòè ïðèíèìàåì óñëîâèå 0 0( )q s q= . Ïðè ïîäõîäå ê ïðå-

äåëüíîé òî÷êå íà îñíîâå óêàçàííûõ ñîîáðàæåíèé çàìåíÿåì ýòî ãðàíè÷íîå 
óñëîâèå äðóãèì, íàïðèìåð, 0 0( )u s u= , è ïðîäîëæàåì âû÷èñëèòåëüíûé ïðî-

öåññ, èçìåíÿÿ âåëè÷èíó 0u  â ìåíüøóþ èëè áîëüøóþ ñòîðîíó. Ïîñëå ïðî-

õîæäåíèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè ìîæíî ñíîâà çàìåíèòü äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå íà ïðåæíåå è ïðîäîëæàòü îïèñàííûé ïðîöåññ, äàâàÿ ïðèðàùå-
íèå (ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå) ïðàâîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîãî ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ. Ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ áåç 
èçìåíåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü íàãðóçêà – çíà÷åíèå õà-
ðàêòåðíîé ôóíêöèè íà êîíòóðå è îïðåäåëèòü âñå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ 
îáîëî÷êè âî âñåé îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè. 
 Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå îäíîé èç ïåðâûõ âîñüìè êîìïîíåíò âåêòîðà 
Z  íà ëåâîì èëè ïðàâîì êîíöå îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà ïî-
ñòðîåíèÿ äèàãðàììû íàãðóçêà – çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà êîíòóðå, íå çà-
ìåíÿÿ åãî äðóãèì âî âñåé îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ êàê äîêðèòè÷åñêîé, òàê 
è çàêðèòè÷åñêîé, âêëþ÷àÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè. 
 Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ðåøåíà çàäà÷à î äåôîðìèðîâàíèè 
àíèçîòðîïíîé îáîëî÷å÷íîé ñèñòåìû ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè âíóòðåííåãî 
äàâëåíèÿ è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëû. Óïðóãàÿ ñèñòåìà îáðàçîâàíà èç êîíè-
÷åñêîé, ïàðàáîëè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷åê âðàùåíèÿ è íàõîäèòñÿ 
ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ 0q  è ñèëû 0P  (ðèñ. 1). Ãåîìåòðèÿ îáî-

ëî÷åê çàäàåòñÿ â âèäå: äëÿ êîíè÷åñêîãî ó÷àñòêà 0 1,  r Az B z z z− = + ≤ ≤ ; 

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ó÷àñòêà 2r b az− = − , 1 2z z z≤ ≤ ; äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî 

ó÷àñòêà 2 3,  r b z z z− = ≤ ≤ . Ïðè ýòîì 3.873A = ; 136.3B = ; 100b = ; a =  

0.097= ; 0 30z = − ; 2 0z = ; 1 25z = − ; 3 10z = . Òîëùèíà îáîëî÷êè èçìåíÿåòñÿ 

ïî çàêîíó 120h
r

= . Îáîëî÷å÷íàÿ ñèñòåìà èçãîòîâëåíà èç îðòîòðîïíîãî ìà-

òåðèàëà, ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ óïðóãîñòè êîòîðîãî íå ñîâïàäàþò ñ êîîðäè-
íàòíûìè ëèíèÿìè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì 
óïðóãîñòè äëÿ àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 
ñòåêëîâîëîêíà â ñèñòåìå êîîðäèíàò ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé óïðóãîñòè èìåþò 

çíà÷åíèÿ: 1 0 ,E E=  2 0
1
3

E E= , 12G =  

0
1
12

E= , 1 0.2ν = , 6
0 0.75 10E = ⋅ . Çäåñü 

ëèíåéíûå ðàçìåðû äàíû â ñì, óñèëèÿ 
– â êã ⋅ñ/ñì, ìîìåíòû – â êã ⋅ñ, ìîäóëè 
óïðóãîñòè, ìîäóëü ñäâèãà, íàïðÿæå-
íèÿ è íàãðóçêà – â êã/ñì2. Ïðè ýòîì 
ëèíåéíûå ðàçìåðû îòíåñåíû ê åäèíè-
öå äëèíû, à âåëè÷èíû íàïðÿæåíèé ê 
åäèíèöå äàâëåíèÿ. Òàê êàê ñòåêëîâî-
ëîêíî óêëàäûâàåòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì 
ëèíèÿì, òî sin /c rψ = , ãäå c  îïðåäå-
ëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óãëîì àðìèðîâàíèÿ 

0ψ  â ïîëþñå ïðè 0z z= . Ïðàâûé êîí-

òóð îáîëî÷êè æåñòêî çàêðåïëåí, à íà 
ëåâîì êîíòóðå ðàâíû íóëþ ðàäèàëü-

0

40

80

120

-2 -1 0 1 uz
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Рис. 1 
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íîå óñèëèå è èçãèáàþùèé ìîìåíò. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñè-

ìîñòè ïåðåìåùåíèÿ ëåâîãî êîíòóðà zu  îò îñåâîé ñèëû 0
0

1
2

P
rπ

, ïðè ôèêñè-

ðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ 0 0.5, 1.0, 1.5, 2.0q = . Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè 

îáîçíà÷åíû êðèâûå ïðè 0 6ψ = π , à øòðèõïóíêòèðíûìè – ïðè 0 2ψ = π . 

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû õàðàêòåðèçóþò âçàèìîâëèÿíèå âíóòðåííåãî äàâ-
ëåíèÿ 0q  è îñåâîé ñæèìàþùåé ñèëû 0P  íà äåôîðìèðîâàíèå îáîëî÷å÷íîé 

ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íåêîòîðûõ ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé 0q  è 0P  ëåâûé 

êîíòóð íå ñìåùàåòñÿ, ò. å. 0zu = . 

 3. Ðåøåíèå äâóìåðíûõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáîëî÷åê 
âðàùåíèÿ. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ïðèíèìàåì óðàâíåíèÿ (1)–(5). Òîãäà ðàçðå-
øàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé çàïèøåì â âèäå  

 
2 3 4

2 3 4
, , , , , ,s

s
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = θ ∂ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ
N N N N NF N , (17) 

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 1 0 2( , ) 0,              ( , ) 0Ns sθ = θ =g N g N( ) ( ) ,  (18) 

ãäå 

  
1 2 8, , , , , , , ,          , , ,ss s sN S Q M u v w f f f= ϑ =N F { }{ }  ,  (19) 

1g  è 2g  – íåëèíåéíûå âåêòîð-ôóíêöèè. 
Íåîñåñèììåòðè÷íàÿ äåôîðìàöèÿ ãèáêèõ ñëîèñòûõ îðòîòðîïíûõ îáîëî-

÷åê âðàùåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóìåðíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è 
äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (17) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè 
(18). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äàííîãî êëàññà ïðèìåíèì ñëåäóþùèé ïîäõîä, îñíî-
âàííûé íà ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè òðåõ ìåòîäîâ: ïðÿìûõ, ëèíåàðèçàöèè 
è äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðÿìûõ, ïðèìåíåííîãî â 
îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, äâóìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé. 
Îäíîìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ëèíåà-
ðèçàöèè çàìåíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷, êîòî-
ðûå èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííî óñòîé÷èâûì ìåòîäîì äèñêðåòíîé îðòîãîíàëè-
çàöèè. 
 Èòàê, íà ïåðâîì ýòàïå äâóìåðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (17), (18) ìåòîäîì 
ïðÿìûõ ïðèâåäåì ê îäíîìåðíîé. Ïðè ýòîì öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü ìåòîä 
ïðÿìûõ â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû θ , òàê êàê êîîðäèíàòíàÿ ïîâåðõíîñòü 
îáîëî÷êè çàìêíóòà â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, è ïîýòîìó èñêîìîå ðåøåíèå 
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïî θ  ñ ïåðèîäîì 2π . ×èñëåííîå èíòåã-
ðèðîâàíèå áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî êîîðäèíàòå s . 
 Ïðîâåäåì íà êîîðäèíàòíîé ïîâåðõ-
íîñòè   êîîðäèíàòíûõ ëèíèé iθ = θ , ãäå 

( 1)2i iθ = − π  , 1,2, ,i =   , (ðèñ. 2). Ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (17), 
(18) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì â 
îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, àïïðîêñèìèðóåì 
åãî ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé âäîëü ýòèõ   ëè-
íèé, ò. å. èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (17), 
(18) ïðèáëèæåííî çàìåíÿåì ñëåäóþùåé: 

 
( , )is
s

∂ θ
=

∂
N

 

 
2 3 4

2 3 4

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
, , ( , ) , , ,i i i i

i i

s s s s
s s

∂ θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ = θ θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ

N N N N
F N , (20) 

 

θ = θ 

θ = θi

θ = θ1

θ = θ2

θ = θ3

 
Рис. 2 
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 1 0 2( , ) 0,            ( , ) 0,        1,2, ,i N is s iθ = θ = =g N g N ( ) ( )  , (21) 

ãäå ( , )is θN  – âåêòîð-ôóíêöèÿ íà i -é ëèíèè. 
 Ñîäåðæàùèåñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (20) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çà-
ìåíèì ïðèáëèæåííî ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ðåøåíèé íà ëèíèÿõ iθ = θ : 

 
2

2
1 1

( , ) ( , )
( , ),              ( , )j j

ij j ij j
j j

s s
a s b s

= =

∂ θ ∂ θ
= θ = θ

∂θ ∂θ
∑ ∑

N N
N N

 
,  

 
3 4

3 4
1 1

( , ) ( , )
( , ),             ( , )j j

ij j ij j
j j

s s
c s d s

= =

∂ θ ∂ θ
= θ = θ

∂θ ∂θ
∑ ∑

N N
N N

 
. (22) 

Êîýôôèöèåíòû , , ,ij ij ij ija b c d , çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ÷èñëåííîãî 

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå 

 1 1
1

( , )
2

i i i
i

s + −∂ϕ θ ϕ − ϕ
= = ∇ ϕ

∂θ δ
, 

 
2

1 1
22 2

( , ) 2i i i i
i

s + −∂ ϕ θ ϕ − ϕ + ϕ
= = ∇ ϕ

∂θ δ
, 

 
3

2 1 1 2
33 3

( , ) 3 3

2
i i i i i

i

s + + − −∂ ϕ θ ϕ − ϕ + ϕ − ϕ
= = ∇ ϕ

∂θ δ
, 

 
4

2 1 1 1 2
44 4

( , ) 4 6 4i i i i i i
i

s + + − − +∂ ϕ θ ϕ − ϕ + ϕ − ϕ − ϕ
= = ∇ ϕ

∂θ δ
, (23) 

ãäå 1 ,i i+δ = θ − θ  ( , )i isϕ = ϕ θ , 1 1( , )i is+ +ϕ = ϕ θ . 

 Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (22) â ñèñòåìó (20) è ââåäåì îáîçíà÷åíèå ( )i s =N  

( , )is= θN , òîãäà èñõîäíàÿ äâóìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (17), (18) 
ñâåäåòñÿ ê îäíîìåðíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà 
âèäà 

 
1 1 1 1

, , , , , ,i
i i ij j ij j ij j ij j

j j j j

d
s a b c d

ds = = = =

 = θ 
 ∑ ∑ ∑ ∑

N
F N N N N N

   
, (24) 

 1 0 2( ) 0,           ( ) 0,      1,2, ,i i Ns s i= = =g N g N ( ) ( )  . (25) 

Âåêòîðû 1 2( ), ( ), , ( )s s sN N N   – ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è íà âû-

áðàííûõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèÿõ iθ = θ  êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. 
 Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ 

  
11 2 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , ,s s s sN S Q M u v w∗= = ϑR N N N { } { , 

 
1, , , , , , , ,s s s sN S Q M u v w∗ ϑ }     

 , 

òî ïîëó÷åííóþ îäíîìåðíóþ íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó çàïèøåì â âèäå 

 ( , , )d s
ds

=R R  , (26) 

 1 0 2( ) 0,            ( ) 0Ns s∗ ∗= =g R g R( ) ( ) . (27) 

Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è áóäóò ëèíåé-
íûìè, îíè ïðåîáðàçóþòñÿ â ñëåäóþùèå: 

 1 1 2 2( ) ,            ( )N NC s C s= =R c R c , (28) 

ãäå ìàòðèöû 1C  è 2C  èìåþò äèàãîíàëüíî-êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó ñ ìàòðèöà-
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ìè 1( )iA θ  è 2 ( )iA θ  íà äèàãîíàëÿõ ñîîòâåòñòâåííî, à êîìïîíåíòû âåêòîðîâ 

1c  è 2c  ôîðìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïîíåíò âåêòîðà 1( )iθa  è 2 ( ),  1i iθ =a , 

2, ,  . Ñèñòåìà (26) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêà 8l.  
 Ïðèìåíÿÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (26), (27) ìåòîä ëèíå-
àðèçàöèè, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â âèäå 
ñëåäóþùåé èòåðàöèîííîé ñõåìû: 

 1
1( , , ) ( , )( )k

k k k k

d
s Ã

ds
+

+= + −
R

R R R R  , (29) 

 1 0 1 0 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0k k k ks Ã s s s∗ ∗
++ − =g R R R R( ) ( )( ) , 

 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0k N k N k N k Ns Ã s s s∗ ∗
++ − =g R R R R( ) ( )( ) , (30) 

ãäå 1 2, ,Ã Ã Ã∗ ∗  – ìàòðèöû ßêîáè ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (26) è ëåâûõ ÷àñòåé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (27). 
 Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíû, â èòåðàöèîííîé ñõåìå îíè 
ïðèíèìàþò âèä 

 1 1 0 1 2 1 2( ) ,          ( )k k NC s C s+ += =R c R c .  (31) 

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ (29) è (30) â ñëåäóþùåì âèäå: 

 1
1( , , , )k

k k

d
s

ds
+

+=
R

G R R  , (32) 

 1 0 1 0 1 0( ), ( ) ( ),k k kB s s s+ =R R b R( ) ( )  , 

 2 1 2 0( ), ( ) ( ), ,     ,    0,1,2,k N k N k NB s s s k+ = =R R b R R ( ) ( )  , (33) 

ãäå 11 21 81 12 22 1 2 8, , , , , , , , , ,g g g g g g g g=G   { }   . 

 Êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé (32) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èñêîìûõ ôóíê-
öèé â ( 1)k + -ì ïðèáëèæåíèè, êîòîðûå çàâèñÿò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõà-
íè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, äåéñòâóþùèõ íà îáîëî÷êó íàãðóçîê è çíà÷åíèé ôàê-
òîðîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â k -ì ïðèáëèæåíèè. Èõ 
êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè [6]. Ìàòðèöû 1B  è 2B  

èìåþò ðàçìåðíîñòè 4l× 8l, à âåêòîðû 1b  è 2b  – 4 . Ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ðå-
øàåì óñòîé÷èâûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì 
äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè.  

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà 
ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è î äåôîðìèðî-
âàíèè òîðîèäàëüíîé îáîëî÷êè ýëëèïòè-
÷åñêîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ïîäâåð-
æåííîé äåéñòâèþ ïîâåðõíîñòíîãî äàâ-
ëåíèÿ. Ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè 
îáðàçîâàíà âðàùåíèåì ÷åòâåðòè ýëëèï-
ñà âîêðóã îñè Oz  (ðèñ. 3). Óðàâíåíèå 
îáðàçóþùåé çàïèøåì â ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé ôîðìå: cosr R a t= + , sinz b t= , 

0 Nt t t≤ ≤ . Òîëùèíà îáîëî÷êè èçìåíÿ-

åòñÿ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ñèììåò-
ðè÷íî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü 
âðàùåíèÿ è ñå÷åíèå 0θ = , ïî çàêîíó 
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Рис. 3 
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0 (1.5 cos )h h k= + α θ . Ïîýòîìó ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è áóäåì îïðåäåëÿòü 

íà èíòåðâàëå 0 ≤ θ ≤ π . Ìàòåðèàë îáîëî÷êè èçîòðîïíûé ñ ìîäóëåì óïðó-
ãîñòè E  è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν . Îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì 
âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ q , êîíòóðû îáîëî÷êè æåñòêî çàêðåïëåíû. 

Çàäà÷à ðåøåíà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: 18R = ; 9a = ; 

6b = ; 0 0t = ; 2Nt = π ; 0 0.1h = ; 1β = π ; 62.1 10E = ⋅ ; 0.3ν = ; 0, 0.5α = − ; 

1, 2,3, 4k = ; 13.5q = − .  
Íà ðèñ. 3, 4 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà ñîîòâåòñòâåííî ïî îáðà-

çóþùåé è ïî íàïðàâëÿþùåé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íîìåðà k  ïðè α =  
0.5= −  è 0a =  (îáîëî÷êà ïîñòîÿííîé òîëùèíû). Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ñ óâå-

ëè÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ èçìåíÿåìîñòè ïðîãèáû óìåíüøàþòñÿ. Ðàçëè÷èÿ ìåæ-
äó ðåøåíèÿìè ïî íåëèíåéíîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ëèíåéíîé (øòðèõîâàÿ 
ëèíèÿ) òåîðèÿì äëÿ 1,2,3,4k =  ñîîòâåòñòâåííî ñîñòàâëÿþò 35, 30, 26 , 24 %. 
Ïðè çàäàííîì óðîâíå ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè ìàêñèìàëüíûå ïðîãèáû â 
îáîëî÷êàõ ïåðåìåííîé òîëùèíû áîëüøå, ÷åì â îáîëî÷êå ïîñòîÿííîé òîë-
ùèíû îäèíàêîâîãî âåñà (îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à). Íàèáîëüøåå îòëè÷èå 
íàáëþäàåòñÿ â ñå÷åíèè 0θ = , ãäå îáîëî÷êà íàèáîëåå òîíêàÿ.  
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 Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî 
îêðóæíîé êîîðäèíàòå. Òàêèìè íàïðÿæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìåðèäèîíàëüíûå 
íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Äëÿ íàïðÿæåíèé ðàçëè÷èÿ ìåæäó 
çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿì, çíà÷èòåëüíî 
ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïðîãèáîâ, è ïðè 1,2,3,4k =  ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî 11, 
5, 1, 1%. Êàê è ïðîãèáû, íàïðÿæåíèÿ â îáîëî÷êàõ ïåðåìåííîé â îêðóæíîì 
íàïðàâëåíèè òîëùèíû áîëüøå, ÷åì â îáîëî÷êå ïîñòîÿííîé òîëùèíû ( 0)α = . 

Íàèáîëüøåå îòëè÷èå äîñòèãàåòñÿ ïðè 1k = . 

 4. Îïðåäåëåíèå íåîñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ ãèáêèõ êðóãî-
âûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè îñåñèììåòðè÷íûõ íàãðóçêàõ. Èç ôè-
çè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è îïûòíûõ äàííûõ èçâåñòíî, ÷òî ïðè äåôîðìàöèè 
êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â ñëó÷àå ïðèëîæåíèÿ îñåñèììåòðè÷-
íûõ íàãðóçîê íàðÿäó ñ îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìîé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è íå-
îñåñèììåòðè÷íûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ [15]. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ 
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ 
îñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêè èìååò íåîñåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåòâè íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ [15]. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè âåòâè áåðóò íà÷àëî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è, õîòÿ òàêæå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ 
âåòâè, íå âîçíèêàþùèå èç óêàçàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. 

Çäåñü èññëåäóåòñÿ äåôîðìàöèÿ ãèáêèõ êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáî-
ëî÷åê, ïîäâåðæåííûõ äåéñòâèþ îñåñèììåòðè÷íîãî íîðìàëüíîãî âíåøíåãî 
äàâëåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òî÷åê âåòâëåíèÿ è âåòâåé, ñî-
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îòâåòñòâóþùèõ íåîñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè îáîëî÷êè, îñíîâàííûé íà 
ñâåäåíèè äâóìåðíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ê îäíîìåðíîé è åå ÷èñëåí-
íîì ðåøåíèè â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè. 

Èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), ïîëîæèâ constr R= =  

è 1 0
sR

= , ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ñèñ-

òåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþ-
ùóþ äåôîðìàöèþ ãèáêîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, â âèäå 

 
2 3 4

2 3 4
, , , , , ,s

s s s s
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = θ ∂θ ∂ ∂ ∂ ∂
N N N N NF N , (34) 

ãäå 

 
1 2 8, , , , , , , , ,         , , ,s sN S Q M N u v w f f fθ θ θ= ϑ =N F { }{ }  , 

s  – ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, θ  – öåíòðàëüíûé óãîë â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. 
 Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòûå öèëèíäðè÷åñêèå îáîëî÷êè ñ øàðíèðíî 
îïåðòûìè òîðöàìè, ò. å. íà íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ: 
 0s sv w N M= = = = . (35) 
Íàãðóçêà îñåñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè îáîëî÷êè. 
 Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ðàçðåøàþùèõ 
ôóíêöèé è íàãðóçêè â ðÿäû Ôóðüå ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå è ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäà Âëàñîâà – Êàíòîðîâè÷à ïðèõîäèì ê îäíîìåðíîé íåëèíåéíîé 
êðàåâîé çàäà÷å 

 ( , )d
d

= θ
θ
Y Y . (36) 

Â ñèëó çàìêíóòîñòè îáîëî÷êè ïî îêðóæíîñòè íóæíî ó÷åñòü åùå óñëîâèÿ 
ïåðèîäè÷íîñòè èëè èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ñèììåòðèè. 
 Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (36) 
âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäèêîé èçëîæåííîé â ï. 2. 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåîñåñèììåòðè÷íîãî ïîâåäåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè, ïîäâåðæåííîé äåéñòâèþ îñåñèììåòðè÷íîé íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñò-
íîé íàãðóçêè 0 ( )q q p sζ = , ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íàãðóçêó ñ ìàëîé íåîñå-

ñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå ïðè äåôîðìàöèè ïëîñ-
êîñòè ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ è îáðàçóþùóþ 0θ = , 
ýòó íàãðóçêó íà èíòåðâàëå 0 ≤ θ ≤ π  áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå 

 0 ( )(1 sin )q q p sζ = + α θ  (37) 

èëè 
 0 ( )(1 cos )q q p s nζ = + β θ . (38) 

Òîãäà èç óñëîâèé ñèììåòðèè çàäà÷è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ ïðè 0θ =  è θ = π  â âèäå 

  0v S Qθθ= ϑ = = = . (39) 

Îñóùåñòâëÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ (36), 
(39) ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå θ , ñòðîèì êðèâóþ çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà íà-

ãðóçêè 0q  îò ïðîãèáà 0w  îáîëî÷êè â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè , 0
2
Ls = θ = , äî 

íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ 0w  ïðè íàãðóçêàõ âèäà (37) èëè (38). 

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 0w  îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä íà çàêðèòè÷åñ-

êóþ âåòâü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàâíîâåñíûì ñîñòîÿíèÿì îáîëî÷êè ïðè îñå-
ñèììåòðè÷íîé íàãðóçêå 0 ( )q q p sζ = , ïóòåì øàãîâîãî óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèé 

α  (èëè β ) äî íóëÿ. Çàòåì ñòðîèì ýòó êðèâóþ, óìåíüøàÿ èëè óâåëè÷èâàÿ 

çíà÷åíèå 0w . 
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 Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó ïîñòîÿííîé òîëùèíû h  äëÿ 

çíà÷åíèé 3L
R

= , 100R
h

= , 1h = , 510E = , 0.3ν = , ïîäâåðæåííóþ äåéñòâèþ 

îñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêè 0 sin sq q
Lζ
π= . Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (34), (35) èñ-

ïîëüçîâàëñÿ îäèí ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé ïî ñèíóñàì è êîñèíó-
ñàì, òàê êàê âèä íàãðóçêè äàåò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ó÷òå-
íà ãëàâíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ. 
 Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6, ãäå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü 

ïàðàìåòðà íàãðóçêè 0q  îò ïðîãèáà 0w  â òî÷êå , 0
2
Ls = θ = . Ñïëîøíûå ëè-

íèè ñîîòâåòñòâóþò íåîñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêå: êðèâàÿ 2 – íàãðóçêå âèäà 
(37) ïðè 0.1α = − , êðèâûå 1, 3, 4 – íàãðóçêå âèäà (38) ïðè 0.1β =  è 1,3,5n =  
ñîîòâåòñòâåííî. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò îñåñèììåòðè÷íîìó íàãðóæåíèþ, 
ò. å. êîãäà 0α = β = . Ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé 2 îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî 

òî÷êè A  ðàññìàòðèâàëàñü íåîñåñèììåòðè÷íàÿ íàãðóçêà, ò. å. 0α ≠ . Ïðè 
ïåðåõîäå îò òî÷êè A  ê òî÷êå B  ïàðàìåòð α  óñòðåìëÿëñÿ ê íóëþ, à çàòåì 
ñòðîèëàñü çàêðèòè÷åñêàÿ âåòâü BL , ñîîòâåòñòâóþùàÿ îñåñèììåòðè÷íîìó 
íàãðóæåíèþ, è îïðåäåëÿëàñü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå ñî øòðèõîâîé ëèíèåé. 
Àíàëîãè÷íî ñòðîèëèñü êðèâûå 3 è 4. Êðèâàÿ 3 ñòðîèëàñü ïðè 3n =  äî òî÷-
êè C , çàòåì îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä â òî÷êó D  è îïðåäåëÿëàñü çàêðèòè-
÷åñêàÿ âåòâü DK  è òî÷êà K . Ïðè äâèæåíèè äî òî÷êè C  îñóùåñòâëÿëàñü 
ïåðåñòðîéêà ôîðìû íàïðàâëÿþùåé îò òðåõ âîëí ê ïÿòè. Òî÷êè L  è K  
ïðèíàäëåæàò òàêæå øòðèõîâîé ëèíèè, îòâå÷àþùåé íåïîñðåäñòâåííî îñå-
ñèììåòðè÷íîìó íàãðóæåíèþ îáîëî÷êè. Òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷åíà ïðè 

5n =  êðèâàÿ 4 è îïðåäåëåíà çàêðèòè÷åñêàÿ âåòâü FK . Õàðàêòåðíûì ÿâëÿ-
åòñÿ ñîâïàäåíèå êðèâûõ DK  è FK  íà îáùåì ó÷àñòêå. Êðèâàÿ 1 ïðè 1n =  
â èññëåäóåìîé îáëàñòè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî øòðèõîâîé ëèíèåé. Òàêèì 
îáðàçîì, òî÷êè K  è L  ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçâåòâëåíèÿ ðåøåíèé, à âåòâè 
KF  è LA  ñîîòâåòñòâóþò çàêðèòè÷åñêèì íåîñåñèììåòðè÷íûì ðàâíîâåñ-
íûì ôîðìàì îáîëî÷êè ïðè îñåñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè. Â òî÷êå K  0q =  

0.3833= − , à â òî÷êå L  0 0.4422q = − .  
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 Рис. 6 Рис. 7 
Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîãèáîâ îáîëî÷êè 0w  íà èíòåðâàëå 

0 ≤ θ ≤ π  â ñå÷åíèè 
2
Ls = , ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íåïîñðåäñòâåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå θ , ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì B  è D  
çàêðèòè÷åñêèõ âåòâåé íà ðèñ. 6. Êàê âèäíî, â òî÷êå B  îáîëî÷êà äåôîðìè-
ðóåòñÿ ñ øåñòüþ âîëíàìè ïî íàïðàâëÿþùåé, à â òî÷êå D  – ñ ïÿòüþ. 
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 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ 
÷èñëà âåòâåé ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûìè. Îäíàêî, åñëè òùàòåëüíî 
ïðîâîäèòü ïîèñê âåòâåé óêàçàííûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, òî ïðàêòè÷åñêè 
ìîæíî íå ïðîïóñòèòü íè îäíîé èç íèõ. 

 5. Ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè ãèáêèõ îáîëî÷åê ñ ðåçíûìè êîîðäèíàòíûìè 
ïîâåðõíîñòÿìè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ äëÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷åê èñïîëüçóþòñÿ ðåçíûå (ìîíæåâû) 
ïîâåðõíîñòè [11], îáðàçóþùèå øèðîêèé êëàññ ïîâåðõíîñòåé, îòíåñåííûõ ê 
ëèíèÿì ãëàâíûõ êðèâèçí. 
 Ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, 
îïèñûâàþùóþ ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ çàäà÷, â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò 1α  è 2α  ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå: 

 1 2
1 2

1 2

( )
, ,         0, , 4

k

k
k

∂ α α ∂ = α α = ∂α  ∂α

Z ZG  , (40) 

ãäå  
1 11 1 1, , , , , , ,N S Q M u v w= ϑZ { } , ,  ,  1, ,8i iZ g i= = =Z G { } { } , – âåêòîð 

ïðàâîé ÷àñòè;  
11 1, ,N S Q  – íîðìàëüíîå, ïðèâåäåííûå ñäâèãàþùåå è ïåðåðå-

çûâàþùåå óñèëèÿ; 1M  – èçãèáàþùèé ìîìåíò; , ,u v w  – ïåðåìåùåíèÿ; 1ϑ  
– óãîë ïîâîðîòà íîðìàëè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòûå ïî êîîðäèíàòå 

2α  îáîëî÷êè. Òîãäà èñêîìîå ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ïå-

ðèîäè÷íîñòè ïî 2α  è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ãðàÿõ 1 constα = , êîòîðûå çà-
äàþòñÿ ÷åòûðüìÿ âåëè÷èíàìè ïî îäíîé èç êàæäîé ïàðû: 

  
11 1 11( , );      ( , );      ( , );      ( , )N u S v Q w M ϑ . (41) 

Íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (40) ñ ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè (41) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ñâåäåì ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ëèíåéíûõ äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé 

 
( 1) ( ) ( 1)

1 2
1 2 2

, , , ,     0, , 4, ,     0,1,2,
s k s k s

k k
k s

+ +∂ ∂ ∂ = α α = = ∂α  ∂α ∂α
Z Z ZF   ,  

 
( ) ( )

( 1) ( )
1 2 1 2

2 2

, , , ( )
k s k s

s s
k k

J +∂ ∂   = α α + α α ⋅ −   
   ∂α ∂α

Z ZF G Z Z , (42) 

,  1, , 8if i= =F { } , 1 2
2

, ,
k

k
J ∂ α α 

 ∂α
Z  – ìàòðèöà ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòå-

ìû (42). 
 Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèì ëèíåàðèçàöèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èç êàêèõ ëè-

áî ñîîáðàæåíèé âûáèðàåì íà÷àëüíîå óñëîâèå, èëè ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä 
ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [7]. Äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé ëèíåéíîé 
êðàåâîé çàäà÷è íà êàæäîì ïðèáëèæåíèè ïðèìåíèì ìåòîä, îñíîâàííûé íà 
ðàçëîæåíèè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (42), â äèñêðåò-
íûå ðÿäû Ôóðüå [9, 10]. Òîãäà ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (42) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäåì èñêàòü â âèäå 
îòðåçêîâ ðÿäîâ 

 1 2 1 2( , ) ( ) cos
N

n
n o

X X n
=

α α = α α∑ , 

 1 2 1 2
1

( , ) ( ) sin
N

n
n

Y Y n
=

α α = α α∑ , (43) 

ãäå 
 , ,      , ,      1,3, 4,5,7,8,      2,6i i j jX z f Y z f i j= = = ={ } { } . 
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Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (43) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (42) è âûïîëíÿÿ òî 
æå äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê 
ñâÿçàííîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 
6 8N+  â âèäå 

 
( 1)
,0 ( ) ( 1) ( ) ( 1)

,0 1 ,0 ,0 , ,
1

; ; ; ;
s

i s s s s
i j j i m i m

dZ
f Z Z Z Z

d

+
+ += α

α
( ) , 

 
( 1)
, ( ) ( 1) ( ) ( 1)

, 1 ,0 ,0 , ,
1

; ; ; ;
s

k n s s s s
k n j j i m i m

dZ
f Z Z Z Z

d

+
+ += α

α
( ) , 

 , 1,3, 4,5,7,8,    , 1, ,8,    , 1, , ,    0,1i j k n m N s= = = =   .  (44) 

Ðåøåíèå ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è íà êàæäîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû 
(44) ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè. 
 Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ ãèá-
êîé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ýëëèïòè÷åñêîãî ïîïåðå÷íîãî 
ñå÷åíèÿ, ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé îáðàçîâàíà 
ïåðåìåùåíèåì ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè A  è B  ëó÷à 
PN , ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó P , ëåæàùóþ íà îñè Oz , 
è òî÷êó N , ïðèíàäëåæàùóþ ýëëèïñó (ðèñ. 8). Ìàëîå 
îñíîâàíèå êîíóñà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì ñ ïîëóîñÿìè 

,  ,  /( ), ,a A b B c c c PO OQ= λ = λ λ = + = =  . Âûðàæåíèÿ 
äëÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè 
îáîëî÷êè èìåþò âèä 

 1 1
2 2 1sin ,     cos ,     

c c
x A y B z

c c
α + α +

= α = α = α
+ +  , 

 1 20 ,      0 2≤ α ≤ ≤ α ≤ π . 

Îáîëî÷êà íàãðóæåíà âíóòðåííèì äàâëåíèåì 1.5q = ÌÏà. Êðàÿ îáîëî÷-

êè æåñòêî çàêðåïëåíû. Ðåøåíèå çàäà÷è âûïîëíÿëîñü ïðè 70E = Ãïà, 
0.3ν = , 450A = ìì, 275B = ìì, 500c = ìì, 600= ìì, 2.5h = ìì, 6N = . 

 Таблица 1 
Ìàëîå îñíîâàíèå êîíóñà Áîëüøîå îñíîâàíèå êîíóñà 

210 ,vv
−σ ⋅  ÌÏà 210 ,vv

−σ ⋅ ÌÏà 2α  

   1s =    2s =    3s =    1s =    2s =    3s =  
–10.404 –7.494 –7.407 –9.293 –7.989 –7.828 0 
   6.120   4.946   4.898   9.124   8.797   8.706 
  6.623   8.614   8.544   4.474   5.079   5.048 

2
π  –0.372 –1.221 –1.183   2.385   1.987   1.995 

 
 Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé vvσ  äëÿ òðåõ 

ïðèáëèæåíèé s  ïðè 2 0α =  è 2 2
πα = . Íàä ÷åðòîé óêàçàíû çíà÷åíèÿ íàïðÿ-

æåíèé äëÿ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè, ïîä ÷åðòîé – äëÿ âíóòðåííåé. Èç òàáëè-
öû âèäíî, êàê îòëè÷àåòñÿ íåëèíåéíîå ðåøåíèå ( 3)s =  îò ëèíåéíîãî ( 1)s = . 
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ДЕЯКІ ПІДХОДИ ДО ДОСЛІДЖЕННЯ ДЕФОРМУВАННЯ ГНУЧКИХ ОБОЛОНОК 
 
Íàâåäåíî äåÿê³ ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ãíó÷êèõ 
îáîëîíîê, ùî îïèñóþòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ó çâè÷àéíèõ ³ ÷àñòèííèõ 
ïîõ³äíèõ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ îäíîâèì³ðí³ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåìè ç àí³çîòðîïíèõ îáîëî-
íîê îáåðòàííÿ ó äîêðèòè÷í³é ³ çàêðèòè÷í³é îáëàñòÿõ äåôîðìóâàííÿ òà äâîâè-
ì³ðí³ çàäà÷³ äëÿ îáîëîíîê êàíîí³÷íî¿ ³ íåêàíîí³÷íî¿ ôîðì. Ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíèõ 
çàäà÷ ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ ³ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ³ç çàñòî-
ñóâàííÿì äèñêðåòíî¿ îðòîãîíàë³çàö³¿ òà äèñêðåòíèõ ðÿä³â Ôóð’º. 
 
SOME APPROACHES TO STUDYING DEFORMATION OF FLEXIBLE SHELLS 
 
Some approaches to solving the nonlinear boundary-value problems for flexible shells, 
which are described by ordinary and partial differential equations, are presented. One-
dimensional problems for a system of anisotropic shells of revolution within subcritical 
and supercritical ranges of deformation and two-dimensional problems for shells of 
canonical and noncanonical shape are considered. The nonlinear problems are solved 
using numerical, numerical-analytical, and discrete-orthogonalization methods, as well 
as discrete Fourier series. 
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